HOVEZETES VEGTELEN RUDBAN, 1.
CZIPSZER JANOS

Bevezetés

Ismeretes, hogy a
e s
1 ' [ ) — — A
(1) ot VB0 = 5 u(@ )
egydimenziés hfvezetési differencidlegyenlet megolddsat a
Q: —m <Ll oo, t>0

tartomanyban a

lim (&, 7) = f(x)
<0 '

J
kezdeti feltétel mellett az

0

A Bt ) s
u(x,t)=J S I (L

2 V:tf

tigynevezett Poisson-integral szolgaltatja, ha az f(x) fiiggvény bizonyos meg-
szoritdsoknak tesz eleget.
Felmeriil marmost a kérdés, hogy altaldban az

oo

1 _(x_)")’
e y) da
J e f(y) dy

Poisson-integral vagy az altaldnosabb

o

(x—y)*

1 ey
Lt 3
Joapmi® T e

Poisson —Stieltjes-integral az f(x)-re, illetve az «(z)re vonatkozé milyen
feltevések mellett megoldasa az (1) differencialegyenletnek esetleg a @ tarto-
méanynal sziikebb, valamilyen — oo << 2 < 00, 0 <<t < ¢ sdvban, és forditva :
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milyen feltevések mellett lehet az (1) differencidlegyenlet megoldasat Poisson-
integrallal vagy Poisson—Stieltjes-integrallal elallitani. Ezzel a problémdval
kapesolatban a kovetkezl, Widder-t8l szarmazé tételt emlitjilk meg, amely
e dolgozat kiindulépontjaul szolgdlt.

1. tétel ([3], Theorem 6., 92. oldal). Ha u(x, t) valamilyen S : — oo <C
<x <oo, 0 <<t <<c(c> 0) sdvban értelmezett, nem-negativ, folytonos, az
Uex = Uy differencidlegyenletet kielégité fagguény, akkor taldlhaté olyan alx)
minden x-re értelmezett monoton névekedd figguény, amelyre fenndll az

o

1 e
u(x, t) = ‘ ————e 4 do(y)
2|/ nt (v
egyenléség S minden (x,t) pontjdban.
Forditva, ha o(x) minden x-re értelmezett monoton névekedd figgvény, és

0

1 __tx—y)*
u(x, t) = J - 4t da(y)
- .

— 0

minden, ¢ 0 <t < c¢ feltételt kielégité t-re véges, akkor u(x,t) folytonos, nem-
negativ és eleget tesz az ux, = w; differencidlegyenletnek minden 0 <t < c-re.

Megjegyzendd, hogy Widder eredeti tétele az 1. tételt6l némileg eltérd,
amennyiben Widder a tétel els§ felében felteszi, a masodik felében pedig
allitja, hogy wu(x, f) els6 és masodik parcidlis derivaltjai léteznek és folyto-
nosak. Az 1. tétel azonban teljesen ekvivalens Widder tételével, mint az
Hartman és Widder alabbi tételébdl azonnal kévetkezik (lasd : [1], 359. oldal) :

Ha u(x, t) az (1) differencidlegyenlet folytonos megolddsa valamilyen nyilt
halmazon, akkor w(x, t) osszes parcidlis derivdltjai léteznek és folytomosak.

Mi ebben a dolgozatban arra a kérdésre akarunk valaszolni, hogy az (1)
differencidlegyenlet milyen megolddsait lehet tetszéleges, nem sziikségképpen
monoton sulyfiiggvénnyel rendelkezd abszolit konvergens Poisson—Stieltjes-
integrallal elallitani. A kérdésre a kovetkezd tétel ad vdlaszt :.

2. tétel. Jeloljuk S-sel @ —oo <& << oo, 0 <t < ¢ sdvot, ahol c rogzitett
pozitiv szam. ' ‘ :

a) Ha u(x,t) S-ben értelmezett folytonos, az

Uxx = Ut
differencidlegyenletet kielégits figgvény,-amelyre

® x?

(2) sup | e -0 |u(x, t) dx < oo
0<t<h_Do ‘

minden 0 < h << c-re, akkor u(x, t) minden S-beli (x, t)-re abszolit konvergens
| R 2
J—t—e 4 day)
$

Poisson— Stieltjes-integrdlként dllithats elé, ahol aly) minden véges interval-
lumon korldtos varidcicjd figgvény.
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b) Ha aly) minden véges intervallumon korldtos varidcidju figgvény,
és az

(x—v)*

3) ' wu(x, t) = J --q};_t—.e— 4 daly)

minden S-beli (x, t)-re abszolit konvergens, akkor u(x,t) S-ben folytonos, eleget
tesz az (1) differencidlegyenletnek és a (2) egyenlotlenségnek minden c-nél kisebb
h > 0 szdmra.

¢) Ha aly)-ra teljesilnek a b) alatti kikotések és

o

(x—y)*

u(x, ) = J )T;y_t_—t e 4 da(y),

akkor

b

lim J w(x,t)de = -
t=+0 »

|-

to.(b + 0) + a(b— 0)! _%;a(bju 0 + a(b — 0)},

8

minden valés a-ra és b-re.
Megjegyzendd, hogy altalaban az

| 1@ da(w)
integralt, akkor nevezziik abszolit konvergensnek, ha

| @) da@)| < oo

—00

A 2. tétel bizonyitasit az 1. §-ban kozoljik ; a bizonyitis gondolat
menete lényegében ugyanaz, mint amilyennel Widder az 1. tételt bizonyitja.

A 2. tételbdl és a [3] dolgozat egyik segédtételébdl az 1. tétel konnyen
kovetkezik ; ezt mutatjuk meg a 2. §-ban. Végiil a 3. §-ban az (1) differencial-
egyenlet (3) alakd megolddsaira egy érdekes becslést konstrualunk.

1. §.

Ratériink a 2. tétel bizonyitasira. ElSszor a 2. tétel b) allitasat igazoljuk.
és a (3) integral legyen minden 0 < ¢ <C c-re abszolit konvergens.

Ez az integral, tovabba az integrandus ¢ és x szerinti akarhanyszori
derivalasa utan kapott integralok mind abszolit és egyenletesen konver-
galnak minden — Rz < R, 0 <t< h<ctéglalapon. Ennek az egyszeri
ténynek az igazolasat az olvaséra bizzuk, egyébként Widder idézett dolgo-
zatdban ([3], Theorem 1., 88. oldal) részletesen megtalalhaté. A (3) integral
és a derivalasok utdn kapott integralok egyenletes konvergenciajabdl kovet-
kezik, hogy’ u(x, ¢) folytonos, x és ¢t szerint akarhdnyszor differencialhatd,
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és a derivaltak az  integraljel mogotti derivalassal nyerhetdk. Minthogy

1 ( g ., . :
—"xéTyl eleget tesz az (1) differencidlegyenletnek, azért ugyanez igaz

V ¢ Y
u(x, t)-re is. Hatra van még annak a megmutatdsa, hogy u(x,t) eleget tesz
a (2) egyenlStlenségnek. :
Ez kénnyen igazolhaté :

c: . __l,___ 0‘0 ) x* I} 1 -~ (X—YIE
J e 40— u(x, t) de =J e At—h__ J e % do(y)| dxr<
l 2V1t '

1 F [ T w ey
= J (e 40.—) 4 de  [da(y) | =

— —®

ha 0 <t<h <e. Az .
. o y2

JJEMMH

integral véges, mert a (3) integral az = 0, t = h helyen abszolit konvergens,
s igy az ’

| T_w T

J e W= |u(z,t)|dx gJ e | da(y)!

egyenlGtlenséggel (2) be van bizonyitva. Ezzel a 2. tétel masodik allitasat
_bebizonyitottuk. -
A 2. c) allitds igazoldsa a kovetkezokeppen torténik. Tel]esul]enek
ao(y)ra a 2. b) alatti feltevések, és legyen

o iy

u(x, t) = J_ﬂ}:t—; e ¥ da(y). .

— o0

Legyen a < b és 2 > max (la|, |b]). u(x, t)-t bontsuk hdrom részre :

Q2

© 1  (x—y»
(@, 1) = J e ¢ e,
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<

1 =y
quJ)—-J’2w%e W da(y),
-0
-2 1 (x—y?
ug(x, ) = J 2"1/—;; 4 da(y)
0

Ha t— 0, u (%, t) és uy(x, t) egyenletesen tartanak 0-hoz az a < x < b inter-
vallumon. u,(z, t) parcialis integralds utan igy frhaté :
(2—xp : i (@+x7

—e 4 Q) ——— e T4 a(—02)—
2Vﬂte 4 a(fd) 2V7tte 4 af )

’ uz(x, t) =

° (x— y)’
- J 2V T w(y)dy.

4 VE t'/z
—£2

Itt a kiintegralt rész egyenletesen tart 0-hoz a < x < b-ben, middén ¢ — 0.
Kovetkezésképp

b b [ Q ey - Gy l
lim J w(z, ) de = — lim [ , [,,7?,,, e 4 oy dyl de=
t=0 ©1=0 | J) a4V er |
a a —Q
[ F _e-yr Co e |
= lim — i oy)dy — | — e % a(y)d
.=01J S (v) dy J e () yl
-0 —
A Poisson-integral jél ismert tulajdonsiga szerint
I B e ‘ P e l
lim 4 ofy)dy — oy dy b=
lim |J°Vm Wiy — | e T ) y[
—0 ‘

_ b0 +ab+0)  afe—0+uat0)
2 2 '
Ezzel 2. ¢)-t bebizonyitottuk.
A 2. tétel els6 allitasanak igazoléséhoz a kovetkezd unicitdsi tételre
van sziikségiink.

Segédtétel. Legyen w(x,t) a — oo <<z << oo, 0t < ¢ sdvon értelmezelt

folytonos fuggvény, amely ¢ > 0-ra eleget tesz az uxx = w differencidlegyenletnek.
Még feltesszitk, hogy minden 0 << h < c-re

L=< x’
sup e =0 |y(z, t) de < oo.
o<t<h

—
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Ha a tett feltevések mellett u(zx, 0) = 0, akkor
u(x,t) =0 .

A Dbizonyitdsnal a kovetkezé Tyihonov-tél szarmazé unicitdsi tételt
fogjuk felhasznalni (lasd : [2], 206. oldal):

Legyen u(x,t) a — oo <z << oo, 0t 1 sdvon értelmezett folytonos
figgvény, amelyik t> O-ra eleget tesz az uxx = w; differencidlegyenletnek, és
alkalmas K-val és C-vel kielégiti az

| w(x, t)| < Cek* 0t <)

egyenlitlenséget. Ha a tett feltevések mellett u(x, 0) = 0, akkor u(x,t) = 0.
A segédtétel bizonyitisa a kovetkezbképpen torténik. Bevezetjilk a

v@t:ﬂ Su(E +a,t) +u(— &+ a,t)l dé
0

fiiggvényt, ahol a tetszdleges, rogzitett valds szam. v(2, t) minden — oo < <<
< oo, 0t < cre értelmezett folytonos figgvény. Jegyezzilk meg, hogy
v(z, 0) = 0.

Megmutatjuk, hogy »(z, t) t > O-ra eleget tesz a vy = v differencial-
egyenletnek. Ehhez eldszor is emlékeztetiink arra, hogy u. 6és wr (= uxy)
folytonosak ¢ > O-ra (lasd az 1. tételt kovetd megjegyzést a 396. oldalon).

Szamitsuk ki v(z, f) parcidlis derivaltjait :

Vex = U + @, 1) — u(— z + a, t)

vy =

Vg + a, 1) + w (— & + a,8){dé =

Sy,

j uxx(§+at+uxx( +a,t)%d5:
0

L wE a4 (= £ 4
st T e ’

dé =

0 E=x

=[Gt an - ussran| =
E=x

[ux($+at)—ux( §+at)] =
§=0 -

=ux + a,t) — u(— 2+ a,t).

fgy valéban v, = v;.
Most megmutatjuk, hogy minden 0 <<I < c-re v(z, t) eleget tesz egy
(4) alakt becslésnek. Valasszunk egy h szdmot, melyre I < h < c. Tekintsiik a

o2, 1) = | w(é + a,t)dé
0
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fiiggvényt. Ezt a kiovetkez6képpen becsiilhetjiik ¢ << I-re :

ol )| < | [ ulE + 0, 0] dE| <
. 0 .

< _fa|u(§+a,t)|d§‘+;. fxlu(é—}—a,t){dsl:
16 _

a

x+a
[ iulé, 1) dé

0

= | [utg 0| de | +

0

<

X+aP® i yygq [ {

<| w1 de | +e0=0 " ["CTB |y de <
i 0

6 I

(x+a)y?

< | (g b)) d& | + e 4@=D fe“mi:t)“}u(&,t)]ds.
. 0 —w

Jeloljik M -mel w(x,t) maximumét a — jo| <z < |al, 0 <t <1 halmazon.
Legyen tovabba

o £2 :
p=sup [ € at—n|u&t)|dE.
0<t=! "

Feltevés szerint u véges. Végiil jegyezzitk meg, hogy x| > 2a-ra

(x—}—a)2_<=%|x].
Ennek alapjan adédik a kovetkezd beeslés :

3 2 3
oz, t) | <lal M 4 pe¥h=D * g(fa[M—}—,u)e"'(h"’)x ,
ha 0t <1 és o) > 2a.

+-Legyen .
vy, 1) = fu(— £+ a,t)dE.
0
Nyilvan
vz(x, t) = - 01(_' Z, t) >
s igy
3 2 ,

e, ) | S (laf M+ @) eXm=D" (0t e 2 20).
Kovetkezésképp

o, )| = | oy(@, 8) + vy, )| < '

3 ..
< 2(la| M+ p)e®r=n" (0<t <, 2| > 2).
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Innen
, s
o, 8)| < V2(a ] M+ p) + max [e(x, )| edh—D T
ol
|x|<2a

ha 0t <, — oo <2 < oo. Ezzel kimutattuk, hogy »(z, t) a Tyihonov-
tételben szerepld dsszes kirovasoknak eleget tesz. Kovetkezésképp

v(z,t) = 0.
Ennélfogva v(z, t) is azonosan eltiinik, specialisan

(0, t) = u(a, t) + u(a,t) = 0,

azaz
wla,t) = 0. ,
Minthogy a tetszllegesen valasztott valds szdm volt, azért adédik, hogy
u(x,t) =0
q.e. d.

Ezek utan ratérink a 2. tétel elsé allitasanak igazoldsara. ,
u(x, t) tegyen eleget a 2. tétel a) részében kirétt feltevéseknek. Rogzit-

siink valamilyen c-nél kisebb pozitiv 4 szdmot. A (2) egyenlStlenség miatt
minden 0 <<t{ <¢ — d-ra

fo e_'}:!u(x, 6)\dx< =

Valasszunk most a (¢, ¢ — 8) intervallum belsejében egy ¢ szamot. Minthogy
elég nagy ly!-ra

t
(x—y)22~t,y2,

ezért az

3 y! .
[ e o |uly, 5) | dy
integrallal egyiitt.

] (x—y)*

)
[ e a0 july, o) |dy

—

x
is véges. Igy az j u(y, 6) dy fiiggvény teljesiti a 2. tétel b) részében az «(x)

0 oo
fiiggvényre tett kikstéseket, ha ¢ helyett (¢ — d)-t frunk, és igy a mar bizo-
nyitott 2. b) tétel szerint

©

1 - _ =2
us (X, t) == J#—e A u(y, o) dy

2Vt

— o0
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a — oo <z <<oo, 0 <<t << c— Jsavban az (1) differencialegyenlet folytonos
megolddsa, melyre teljesiil a (2).egyenlGtlenség minden 0 < % < ¢ — d-ra.
Minthogy u(y, ) az y folytonos fiiggvénye, azért a Poisson-integral j6l ismert
tulajdonsaga szerint ws(¢, 7)— u(x, §), midén (&, 7)— (2, 4). Ennélfogva
us(, t)-t folytonosan kiterjeszthetjiik a # = 0 egyenesre, ha megéillapodunk
abban, hogy

(x 0) = u(x, (5) .

Tekintsiik most az w(x, t + 8) fiiggvényt. Bz a fiiggvény a 0 <t <c— ¢
savban folytonos és eleget tesz (1)-nek, tovabbd minden 0 << A < ¢ — §-val
kielégiti (2)-t is, hiszen :

o x?

sup - f e 4(h—t) fu(z, t + 0) dx g sup [ €7 4rron u(, t) | dw,
0<.<h < <hed 2
s itt a jobboldal az w(x,t)-re vonatkoz6 feltevés értelmében véges. Mint- -
hogy u(x, t 4+ 6) ¢ = 0-ra megegyezik wus(z, t)-vel, azért mondhatjuk, hogy
w(x, t + 6) — us(x, ) 0 < ¢ <c — dra folytonos t > O-ra eleget tesz (1)-nek,
minden 0<# << ¢ — d-ra kielégiti (2)-tY és ¢ = O-ra eltlinik. A segédtétel
szerint ezekbdl a tulajdonsagokbol kiovetkezik, hogy

wx, t + 0) — us(x, 1) = 0,

azaz

e ot ek e o v N LB i o AL e 0. B a1 K TN A i

PR VN

. 1 x—y'
u(x,t+6)=J @y, ) dy,

2)/nt "

“

ha 0 <d<cés 0<t<c— 0. 1

- Vélasszunk most egy pozitiv, c-nél kisebb ¢, szamot. Legyen é < (¢c—¢,)/2. %

u(x, t + 0) a kovetkezd alakban irhaté : 3

R T ¢ s ) S L o :

uxt—i—é:J——-—:e 4 e Moy, d)dy,

(x, ) 2V (y, 0) dy |

—c0 3

ha ¢t < ¢,. Legyen i

x _ 0 A

Bo(x) = [ e 4 u(y, o) dy . ;

’ 0 4

Igy ;;

=5 (X"-)L’ + y_, ;;i

w(x, t + 0) = J 4 4 g t<t) . 5

( ZV— , Be(y) (t<ty)

\s

) kl) ’\Tyllvanvalé hogy két fiiggvénnyel egyiitt azok kiillonbsége is eleget tesz g
2)-ne

T e S

TSRV ASCURSE SR W
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Minthogy

x?
o c+t

[ 1dpu(z)| = fe‘%m(x,é)ydxg (e (5% -9 e, 0)|dx,

—oa

s a jobboldal (2) szerint egy rogzitett' K korlat alatt marad, midén & befutja

— ) . , . .
a [0, °”h intervallumot, azért Helly tétele szerint meg lehet adni egy
2

0-hoz konvergal6 ;, d,,... sorozatot és egy, a (— oo, co) intervallumon kor-

......

[ 1) dBafz) > [ () df(z)

legyen, ahol f(x) tetszdleges folytonos és korldtos fiiggvény. Specidlisan tehat

o

1 _ x—yy _31
,t 6,1 Ead —— 4t 4 df MY -
u(x, t + ). J 2Vﬂte Ban() —
N QR e/ SRS ’ c—t
—e 4 it g t<ty,0 : 1),
*szm B() [<mo<s2
s igy
T S ) L .
u(x,t) = —e 4t 4t t<<t).
( ’,szm Bw) (t<t)
Legyen '
x ¥
y(x) = (ean dp(y) .
0.
Akkor
iy 1 _ (x_y)z‘
u .’l’/',t = —— € 4 t<t ) .
(1) J e ") (t<t
Ez az integral abszolut konvergens, mert
A TR oo N N C
[sime " 10wi= | gz T <o
2\t ‘ 2Vt

Legyen

@ + 0) + y(x — 0)

o(x) = 5
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Akkor

a(x + 0) + a(x — 0)

a(x) = 5

Konnyen belathat6, hogy

g _ x—y
a(x,t)=j 217_zie Todaly)  (0<t<t),

ahol a jobboldalon all6 integral abszolut konvergens. Ez az egyenliség és a
jobboldal abszolut konvergenciaja azonban nemecsak 0 < <{#-re, hanem
minden 0 < ¢ < ¢-re is fenndll. Valasszunk ugyanis egy tetszbleges 0 << f, < ¢
szamot, majd valasszunk egy @Ff szamot a (4, ¢) intervallum belsejében.
A fentiek szerint lehet taldlni olyan a*(x) minden véges intervallumon korlatos
variaciéjui, az

i) — M@+ 0) F @ 0)
; _

feltételnek eleget tevéd fiuggvényt, melyre

3

u(w, 1) = J

— o0

= =y

e o da¥(x) (0t <<th,

2\t

ahol a jobboldalon 4ll6 integral abszolit konvergens. A mar bizonyitott 2. c)
tételbdl rogton kovetkezik, hogy a(x) — a*(x) konstans, s igy valéban '

o

1 _ (x—y)*
wz, ty) = j e. 4 do(x),

2Ymt

ahol a jobboldalon 4116 integral abszolit konvergens. Minthogy #, tetszéleges,
¢-nél kisebb pozitiv szam, ezzel 2. a)-t teljesen bebizonyitottuk.

2. §.

Widder idézett dolgozatdnak egyik segédtétele szerint ([5], Theorem 4.,
91. oldal) az (1) egyenlet S-beli minden folytonos és pozitiv u(z, ) megoldasara
érvényes az

—

-—

o

=yt
fz&;ﬁ Ty, 8) dy < ulz, i+0)

— 0

egyenlGség, ha 0 < 6 < ¢ és 0 <t < ¢ — 4. Innen rogtén kovetkezik, hogy
u(z, t) minden % < c-re eleget teszi (2)-nek s igy 2. a) szerint abszolit konver-
gens Poisson—Stieltjes-integrallal allithaté el6. A 2. ¢) tételbdl kovetkezik,
hogy a Poisson—Stieltjes integrdl silyfiiggvénye monoton nem-csokkend.
Ezzel az 1. tételre egy 1j bizonyitast nyertiink.
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3.8

Az (1) differencidlegyenlet (3) alaki megolddsaira egy becslést fogunk
konstrualni.

a(r) tegyen eleget a 2. b) tétel feltevéseinek, és legyen

<

. 1 _ x—y)
u(x, t) = J e * da(y).

2Ynt

(x — y)*-re egy alkalmas alsé becslést fogunk adni. Kiindulunk az

(4) @+ b= (1 + 0 + 1+ 51;]1)2

‘egyenlGtlenségbdl, amely, barmilyen valés a-ra, b-re és 0-t6l kiilonbozs 0-ra ‘
érvényes. Legyen specialisan @ = z, b = y — «. (4) szerint

< (1 + 0722 + (1+»512»—)<y—x)2.

Innen
2
14 62

Innen u(z, t)-re a kovetkezd becslést nyerjiik :

(x—yP=-

Y2 — 022

. 1 LA _e_zx
Iu(x,t”< —€ R 1d0.(y)!6.4!

Valasszunk egy pozitiv, c-nél kisebb  szdmot, legyen 0 < ¢t < h és6 = ]/ o

h—t"
Akkor
& y x*

(e, t) | < —= V_ Je_“—"[da(y)]e‘*(”—” .

— oo

Mmthogy a jobboldalon szerepld integral az a(x)-re tett feltevesek miatt
véges, azért adodik, hogy

u(x, t) eleget tesz az
xl
e 4(h—1) :

0

egyenlotlenségnek minden h << c-re. Itt K h-tol figgs dllandd.
Felvetddik a kérdés, hogy ha az (1) differencialegyenlet egy folytonos
megoldasa az S savban eleget tesz a fenti becslésnek, akkor abbdl kovetkezik-e,

hogy 6 abszolit konvergens Poisson—Stieltjes 1ntegralla1 allithaté elS. Ezt a
kérdést nem sikeriilt eldontenem.

Hu ) < K

406



LIMAAPCICENE LU Be L b G S AC AL SR T A R SR s

i

TRODALOM

[1] P. HaArRTMAN—A. WINTNER: »On the solutions of the equation of heat
conduction«. American Journal of Mathematics 72 (1950) 359—395. ‘

[2]. A. TyiHONOV : »Théorémes d’unicité pour I'équation de la chaleur.” Recueusl
Mathématique (Szbornyik) 42 (1935) 199—216.

[3] D. WIDDER : »Positive temperatures on an infinite rod.« Transactions of the

s

American Mathematical Society 55 (1944) 85—95. i
£

1

TEIJIOMPOBO/JHOCTbL B BECKOHEUHOM CTEP)KHE, T. 2

S1. Lluncep 4

Pezwome ',_’3

CTaThsl 3aHMMAETCA BOMPOCOM O TOM, NIPH KAKKUX YCJIOBUSIX PELIEHHs! JIMHEHHOTO ypaB-
HEHUSI TENnonpoBOAHOCTH (1), ompenesneHHble B MoJjioce — oo <L & < o0, 0 <t < ¢ (¢> 0)
MOryT OBITb NpPEACTaBJIEHBl aGCOJIIOTHO cXoasmumcss uHTerpanom Cruarteeca- Ilyaccona
Buaa (3). OtBer naetcst cieqywouiel TeEOPEMOii :

Teopema B.: O603nauum qepes S noaocy —oo < x < o0, 0 <t < ¢, 20€ ¢ PuKcuposaHHOE
noAoHcUMeAbHOe HUCAO.. .

a) Ecau @ynxyus u(z, t), onpedesennas 6 S Henpepuigna 6 S u ydoesemeopsem
OougpepenyuarsHomy ypasHenuo (1), a maxdce yeaosuw (2) npu awbom 0< b <c 10 u(x, t}
npedcmasasemca cxodsuyumen abcoarommuo 0aa ecex (x, t) uz S unmezpasam IMyaccona—Cmua-
moeca

il S0 dRan ko SRS

" PR

o _(x=y*

f—lte ¥ da(y)
Z;Vnt

20e Pynryus o(y) umeem 02PAHUYCHHOE USMEHEHUE 60 6CAKOM KOHEYHOM uHmMepsaae.
b) Ecau ynryus aly) umeem 02paHudeHHoe U3IMEHEHUE 60 6CAKOM KOHEYHOM UHMep-

eane u

e S

o _ (J;—-y)‘
J L e iy
2 Vrzt

—

cxooumcea 0aa ecex (x, t) u3z S abcoaromuo, mo amom uHmezpan, Kaxk PyHxyus om x ut He-
npepwigna 6 S yogeaemsopsem Jugdiepenyuarsromy ypasnenuro (1) u nepasencmey (2) npu
mobom k>0, menviuem c.

¢) Ecau 011 «(y) 8uinoAHWemcs ycao8us nyHKEma b) u

PRSP SO L N

Y

® =y

u(x, t) = f;VlTT_ e ¥ da(y
7

|
8
RO

me umeem mecmo

JOR, X

b

lim | w(z,t) dt = % [(b -+ 0) + (b — 0)] — -L [a(t + 0) — (@ —D
. t=-+0 2 .2
a

04 A06bIX GeujecmeeHHBIX o U b, _
Crneayer 3aMeTHTb, YTO MHTErpasn : a3
N 1

SIS HREIV IR S

{ #a) dutz) i

-® . "
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Mbl HasblBaem aldCOIOTHO CXOAAIMMCA, €CIH

o

j )| |da(x) < + oo.

— o0

SUR LA PROPAGATION DE LA CHALEUR DAXS iIl\'E BARRE INFINIE, I
J. CZIPSZER ’

Résumé

Dans cette Note nous nous sommes posé la question suivante :

Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que la solution de l’équation
de la chaleur (1) définie sur la bande —oo < @ < o0, 0 << ¢ < ¢ admette une représen-
tation de la forme (3) ou lintégrale de Poisson — Stleltges est supposée &bsolu:(nent
convergente? C’est le théoréme suivant qui répond & cette question :

Théoréme 2. Désignons par S la bande —eo << 2 <{ o0, 0 < ¢t << ¢ du plan z, ¢
ol ¢ est un nombre positif fixe.

&) Siu(x,t) est une solution continue de (1) définie sur S et si de plus u (x, t)
satisfait a (2) pour chaque 0 < h <e¢, alors u (x, t) admet une représentation de la
forme (3) ol «(y) est & variation bornée sur chaque intervalle fini et l'intégrale de
Stieltjes est absolument convergente.

b) 8i «(y) est une fonction & variation bornée sur chaque intervalle fini et si
I'intégrale de Stieltjes (3) converge absolument pour chaque z, ¢ en S alors la fonction
u (7, t) est une solution continue de (1) et satisfait 4 (2) pour chaque 0 < h <Tec.

c) Si «a(y) satisfait aux conditions énoncées sous b) et si nous posons

o (x-y»P
1 ' I
. ¢
2 V=t -

- a2

wu(w, t) doe(y)

alors on a

wlbh 0y bl — 0):-~

Iv‘ o

V(@ 4 0) + w(@— 0) !

pour chaque nombre réel a et b.
Remarquons que, d'une fagon générale, I'intégrale de Stieltjes,

{ Hz) da(@)

est dite absolument convergente lorsque

{ If@)] de(a)| -

est finie.
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