FOLDSZINTI FUTOTT HELYISEG PADLOJANAK HOATBOCSATASAROL
BOGNAR JANOS

Bevezetés

Epiiletek tervezésénél rendszeres feladat a helyiségek fiitési hésziikség-
letének megallapitasa. Ha a helyiséget minden oldalrdl levegd veszi koriil
(emeleti helyiség), akkor a héveszteség a linedris hékozlési torvény segitsé-
gével egyszertien kiszamithaté. Abban az esetben viszont. ha a helyiség
a talaj szintjén emelkedik, a padlén at tdvozé hémennyiség meghatarozasa
részletesebb matematikai vizsgalatot kivan. Ezen a téren eddig megelégedtek
félempirikus mddszerekkel. Aldbbi szdmitdsaink a feladat szabatos meg-
olddsat tartalmazzdk téglalap alapu helyiségre, a mellett az egyszeriisits
feltétel mellett. hogy a levegs és a talaj egymasra vonatkozé hékoszlési ténye-
zGje a helyiségen beliil ugyanakkora, mint a helyiségen kiviil. A gyakorlatban
elofordulé esetek egy részében ez a feltétel j6 kozelitéssel megvalésul. (Meg-
jegyezziik, hogy a hékozlési tényezd megallapitasindl a hévezetésen kivul
a hésugirzast is tekintetbe szoktdk venni.) Masik egyszeriisité feltevésiink
az, hogy a helyiség falai végteleniil vékonyak. E feltevés kivetkeztében
a hoveszteseg altalunk kapott értéke nagyobb a valésdgosnal, de hozza-
vetéleges becslések szerint az eltérés aranylag nem nagy, és amigyis a ter-
vezés biztonsigit noveli. Az alabbiakban elGszor a megfeleld kétdimenzids
problémat targyaljuk, vagyis azt az esetet. amikor a helyiség végtelen hosszi.
azutan tériink at a térbeli problémara (véges hossziisdga helyiség).

1. §. A helyiség alapja végtelen sdv

A tala] szintjén emelkedik egy hdszigetels padléval nem rendelkezd
helyiség, amelynek alapja 2a szélességfi, végtelenbe nyilé sav. A helyiséget
ugy fiitik, hogy a talajmenti légrétegben T, alland6é hémérséklet alakul ki.
A helyiségen kiviil a talajmenti légréteg hémérséklete, T, szintén allandé
érték. Ezenkiviil ismerjik a talaj x h8vezetési tényezdjét (feltessziik, hogy
‘a talaj homogén izotrép) és a talaj és a leveg()' K hikozlési tényezljét. (A szi-
geteletlenség azt ]elentl hogy K kiviil és belill ugyanaz az érték.) Meghata-
rozandé az alap egységnyi hosszisagi darabjan keresztiil a talajnak idSegység
alatt atadott @ hémennyiség.

A szamitdsnal nyilvan elég egy tetszés szerint valasztott keresztmet-
szetre szoritkozni. A koordindtarendszert az 1. abran lithaté mddon vessziik
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fel. Ha a talaj (z, y) pontjaban kialakulé h6mérséklet T'(z, y), akkor a Newton-
féle lehiilési torvény (lasd pl. [4], 24. oldal) értelmében a keresett hGmennyiség

1 | Q=K f[TO T (z, — 0)] da.

Tehat eloszor meg kell hatarozni a T'(x, y) hémérsékleteloszlast. Ez a fugg-
vény az y < 0 félsikban eleget tesz a staciondrjus hdvezetés

_ T | 0T L
(2) Fr + 87/2 =0 | (y < 0)
Y
To T
;_.__V__/
d
T(xy) //
s SIS S /
1. 4bra

differencialegyenletének ([4], 31. oldal), az ¥ = 0 peremen pedig a
', —T(x, —0)] —

(3) AT, — 0) = K{T,—T(x, —0)], ha ‘ a‘<x< a

KT, —T(x,—0)], ha z'>a

feltételnek ([4], 24. oldal). Bevezetve a

4 ' —=k

(4) X

jelolést, (3) a kovetkezd alakban is irhaté :

’ T,, ha —a<zx<a
5 T(x, — 0 BT (2, —0)=]"" .
®) @ )+ Hye ) :Tl, ha lz|>a.

Legyen el6szor k = 1, T, = 0. Akkor, mint ismeretes, a (2) dlfferenmal— .

egyenletnek az (5) peremfeltetelt kielégit6 megoldasa

(6) T(x,y) = — ?J n(E 0;a,y)dé,

—a
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ahol G(& n; z,y) a probléma ugynevezett Green-fiiggvénye, amelyet a
kovetkez6 tulajdonsigokkal definialunk :

A) G n;x,y) =log

1
o '|L E: ; y . ;
SVE=2RE 4 (o — y)? 9,13 9)

- 0% | o% ‘
(@) B). 952+W*0 (n<C0, y<0)

C) GE —0; 2y +Gyé —0; 2,y)=0.
Koénnyen igazolhaté, hogy a

1 ’ 1
— -+ -
E—ar r—wp TG T (1 F 0

n

(8) e (elog— - o
‘ J CB Ve Z a1 G+ 9

G, m; z,y)=1o

—co

fiiggvény megfelel a (7) kovetelményeknek.h
(6)-b6l (7) C) felhasznalasaval

9) T(x, y) = To J G(&, — 0; x,y)dé.
27
. —a
(8)-ban elvégezve az 5 — — O hatdrdtmenetet és parcidlisan integralva,
. 1 o 1 .
GE —0; z,y) =2log ————= —2 Je‘log — ——— df =
V& — 2y + g2 Ve~ + @+ o)
0 ) ©

=—2 J R — by, = je'—' b=y dt
E—22+(¢+y)? 5 (E—2P+(E—y?

Ezt beirjuk (9)-be :

' : ‘_ﬂa o t—y ]d
10) T(x,y)—nf fe CE — dtI 3

—a |l o

Itt az integralisok sorrendje felcserélhetd, mert rogzitett y < 0 mellett az

n T és G egyértelmiiségére és (¢ megszerkesztésére vonatkozolag lasd Freud G.
[1] cikkét. : :
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integrandus, mint ¢ és & fiiggvénye, folytonos, és a ¢ szerinti integral &-ben
egyenletesen konvergens. Tehdat

L] a
T(x,y)zﬂfe_’ =Y d&'dt=
o (E— 2P+ (t —yp j
=T0J16_' arctg®—~ h ldt:
t— Yle=—a
0
(1)
Tom_t z 0°° —t e+,
:—[e arc tg — — df + etarctg dt =
7 t—1 b1 2 l—y
0 0

Belathat6 (pl. a ¢ — y = u helyettesitéssel), hogy a kapott integralokban
az y — — 0 hataratmenetet jogos az integriljel alatt elvégezni, vagyis

1 = ;
(12) 1@ -0 =" 3 [eture g TEENT g,
i G t

Ebbdl parcialis integralassal — a < 2 < a esetén

‘ T & y a -+ (— D
=1 Lo -t (- .
(13) T —0) % i;’gj T CyeE . Cese<o

A (13) értéket beirva az (1) képletbe, azt kapjuk, hogy k=1, T, = 0
esetén

1 “ = . i

Minthogy (14) integrandusa az integracids tartomanyon pozitiv és mint ¢ és
x fuggvénye mérhets, az integralisok sorrendjét szabad feleserélni azon
utélag bebizonyosodé feltevés mellett, hogy az igy nyert kétszeres integral
létezik. Tehat
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1@ , : — 1
Q= KT, ZO Ie_ { ‘ 2 +a[jzrw(L (l T)'ﬂz dx; "

1 : o .
= KT, 2 (— 1y [ e {[log {12 + [a 4 (— 122} [22 { dt =

0
(15)

1 © .
_l, BERLY —t V42 TN —
_nATog( 1) Je log 12+ [a + (— 1Yalt{dt =
: 0

=71—IKT0 J e~ log (12 + 4a?) dt — Je—’ log t? dtll .
0 0 '

A kapott integralokat [2] 312.5b) és 312.5d) formuldja (56. oldal) felhasz-
nalasdval kiszamithatjuk, illetve visszavezethetjiik egyszeriibbekre, igy (15)-bdl

(18) @ =~ KT (C + log 2a + cos 2a Jc—s-tdt -+ sin 2a J~£?—é dt)
2a K
ahol C = 0,577... az Euler-allandé.

Az eddigiekben a k=1, T) = 0 esetre szoritkoztunk. Konnyen belat-
haté, hogy édltalanos esetben az eredményt gy kapjuk meg, hogy (16) jobb-
oldal4dt szorozzuk k-val és a helyébe mindeniitt a/k-t, T, helyébe pedig
(Ty — T,)-et irunk. Vagyis (4) és (16) alapjan a végtelen hosszi helyiségre
.vonatkozo feladat megoldédsa :

t k t
2ajk 2afk

Gyakorlati célokra a zardjelben &llé tagok kozil 4ltaldban elég az
els6 kettdt figyelembe venni, ugyanis parcialis integralassal > 0 esetén

(17) Q*“"(T —Tl)(0+10g—+co 2% j‘(_}ﬁtdt_;_ %‘f -Eﬂdt)

eosxjco tdt—l— J smtd _Jcos(tt—— x) dtZJ‘sm(ttz— x) & —
X X hd X
=i_2jcos(t—x) dt:l_‘ﬁjsin(t—x)dt=
22 3 x2 4
X X
1 cos(t——x)
_5_;+M‘ PR
X
tehat
112 ~cost. . !
(18) ———<cosxf99ﬂdt+sille—Pldt<f.
x2 x4 t t .’132
X X
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(18) alapjan a :
Qe s =Py (0 1 log 3‘-‘)
7 %l

kozelités hibaja 2a/k > 5 esetén 2%-nél kevesebb.

§ Téglalap-alapi helyiség

A talaj szintjén emelkedik egy hosz1getelo padléval nem rendelkezo
helylseg, amelynek alapja 2a szélesség(i és 2b hossziisagt téglalap. A helyi-
séget ngy flitik, hogy a talajmenti légréteghen 4llandé 7', hémérséklet alakul
ki. A helylsegen kiviil a talajmenti légréteg homerseklete T,, szintén allando
érték. A homogén izotrép kozegnek feltételezett talaj » hdévezetési tényezd. .

""i::)/a :

-7’(xy,z) /

A SR A S o

, Y

/

2. 4bra

Jének, tovabba a talaj és a levegd K hékozlési tényezGjének ismeretében meg-
hatarozandé az a @ hémennyiség, amelyet a helyiség levegGije a talajnak id6-
egység alatt atad.

Vegyiik fel a koordinatarendszert a 2. abran lathaté médon és jeloljiik
a talaj -(@, y, z) pontjaban kialakulé hémérsékletet 7'(x, y, z)-vel, akkor —
hasonléan a kétdimenziés esethez — a keresett homennyiséget a

(N) '
képlet szolgéltatja, ahol N az (v,y) stk —a <ax <a, —b <y < b ossze-
fliggésekkel jellemzett téglalapja.
(19) hasznalatdhoz ismerniink kell a 7'(z, y, z) hémérsékleteloszlast.
Ez a fiiggvény a z < 0 féltérben kielégiti a '
ol ok i 02T

8—1:2+'A~—f——-—-::0 (3<0)

20
(0 oy> 922
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Laplace-egyenletet ([4], 29. oldal), a z = 0 hatarfeliileten pedig a

KT, — T(z,y, — 0)], ha (z,9)eN

(21) xT (%, y, — 0) =
- K[T,—T(x,y, — 0)] egyébként

feltételt ([4], 24. oldal). A (4) jelolés segitségével (21) a kovetkezs alakban
irhatd : '

TO’ ha’ (x: y) GN

22 T(x, vy, — 0) + kT, y, — 0) =
@ TEn— 0+ iy, — 0 {Tl NG

Szoritkozzunk elészor a k= 1, T, = 0 esetre. Ekkor, mint ismeretes,
a (20) differencidlegyenletnek a (22) peremfeltételt kielégité megoldasa

(23) T, y,2) = — 4T— [ f GUE m, — 0; w, y, 2) dEdn,
TT .

(N)

ahol G(&, n, {;x,y, 2) a feladathoz tartozé Green-fiiggvény, vagyis
1
+
V(& — )2+ (n—y)* + (£ — =)
+ gm0 %,y2);

A) G 18 x,y,2) =

9%g og
8% + ot o0 a2

C) G(§,7],—0;x:?/,z)+G'2(§,"7,—0§76',2/,2)20-

(24) B) =0 ((<0,2<0);

Kénnyen igazolhatd, hogy a

1
C—arro—r o
+ - '

1B ~x)2+(n—y)2+(€+z)2

G&n, L 2,y,2) =

(25)

et

— 9¢—t
JV(E—x)2+(n—y)2+(t+z)2

fuggvény megfelel a (24) kovetelményeknek. (Lasd a ldbjegyzetet a 411,
oldalon.)
(23)-b6l (24) C) felhasznalasdval
)

(26) T(x,y,2) = %J G n, — 0; x,y,2)dédn.
7T

(N)

-

27 AMI Kézlemények 111, 3—4. 415



(25)-ben elvégezve a L — — 0 hatératmenetet és parcidlisan integralva

— 0 = -
G(S, 7, y X Y, Z) WE . x)z + (7] _ y)2 + 22

et

CJVE=—P = T

0

=—2Je‘ t+z
. [(§ — ) + (n — y)? (t+2)2]“/’

—c0

lI

L)

2}6—‘ t—= —dt.
gy [ —x)* 4 (n—y)? + (¢ —2)*)"

Az eredményt beirjuk (26)-ba :

t—>z :
©@7) T(x,y,7) = Lo U[J T P —— dedn

(27)-ben az integrdldsok sorrendjét felcserélhetjilk, mert rogzitett z < 0
mellett az integrandus folytonos mindhdrom integracids valtoz6ban, tovabba
a t szerinti 1ntegra1 é‘ ben és #-ban egyenletesen konvergens. Tehat

©

T t—=z
T(x,4,2) = -2 | et dedn ! dt.
@y, 27Je l”[E—x)2+(n—y)2+(t—2)2]’/' K

(¢}

At=2x+ 1t —2), n=1y -+ s(t —2) helyettesités utdn két integralas elvé-
gezhetd ; kapjuk :

(28) o Ty =

:& S fe—‘arctg [a—'i—(——' l)ia:] [b—i—(——l)’:y] dt
= (¢ —2)la+(— Dx]2+ [0+ (— DIy 4 (t —2)°

A ¢t — z = u helyettesitéssel beldthaté, hogy a (28) képletben a z— — 0
hatdratmenetet elvégezhetjiik az integraljel alatt, vagyis

(29) ) T(x’ Y, — 0) =
TS o+ (= Dia] [b + (— 1)y]
=2 > fe e T (C DePF b e
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A (29) kifejezést beirva (19)-be, és mindjart elvégezve az a + (— 1) = u,
b + (— 1)y = v helyettesitést, kapjuk :

2a 26 T © -
> . 2
Q:KJ J TO_,—"je—‘arotg—— 0t |dv du,
T t)u? 4 v 2
o lo | :
innen pedig ¢ szerint parcidlisan integralva :
t dvl du;

(30) QZKJ%G ijFTO fe—t, uv(u2+t2+@24~t2) J
i (u 3 (0? + )2 4 o2 42 ]

(30) integrandusa a ¢, u, v valtozék pozitiv és mérhetd figgvénye, tehat az
integralasok sorrend]e felcserelheto feltéve, hogy az igy kapott haromszoros
1ntegral létezik. Ezek szerint

2b
31 “*KT et - L il a
o e J jl V“2+272+t2(u2+t2 ' v2+t2) Y u]

0

(31)-ben az u és v szerinti integralds elemien elvégezhets. Atalakités utdn
az eredmény :

Q:%KTOJe—’ [Vda® + 462 + &2 — V4a® + 22 — 40> + & + ¢t —
®  —alog (2a + Vda? + 452 + 1) —
(32) — b log (2b + V4a? + 46% + 2) +
+ alog (2a + Y4a? + %) + blog (2b +)4b® + ) +

4 alog V42 L 2 + blog)da® £ &2 —
—alogt— blogt]dt.

Itt néhiny tagot ki lehetne integralni, de az igy adddé kifejezés gyakorlati
szamitasok céljara még mindig tilsdgosan bonyolult lenne. Ezért inkabb
arra téreksziink, hogy a (32) kifejezést konnyen kezelhetd kozelit§ képlettel
helyettesitsiik. A feladat természetébdl kovetkezik, hogy néhdny szdzalékos
pontatlansag megengedhetd.

A kivant kozelitést gy nyerjik, hogy (32) integrandusabél kikiiszbol-
jiikk a logaritmusokat, majd az egyes négyzetgyokos tagokat binomidlis soruk
elsé tagjaival pétoljuk.

Felhasznaljuk, hogy

(33) J e log (20 + VAa? + 462 | ) dt =

0

2a ] © .
=f ;r—{fe—’ log (1+V12+4b2+t_2) dt }dr + Je—’log V4b2 4 2 dt;
0 0 : 0
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ugyanis a jobboldalon szerepld derivalt v-nak folytonos fiiggvénye, amint
latni fogjuk. Tovabba

o

(34) gf;fe—‘log (r 4V 40 1 #)dt = | e dé
0 0

_t:’: 2
Vo2 + 482 4 12
mert a jobboldali integral egyenletesen konvergens z-ban, és integran-

dusa 7 és ¢ folytonos fiiggvénye. EbbGl egyben kivetkezik az integral foly-
tonossiga és igy (33) helyessége is. (34)-et beirva (33)-ba

Je—' log (2a + J4a® + g% + 2y dt =
(35) 0 : i

2a [ ©
= {J‘e_tﬁflﬂ:{———tél[ dr —{—Je"log V4b2 + 2 dt.
o Lo | o

(35) érvényes b = 0 esetén is :

oo 2a{ o ©
(36) f et log (24" + V4a® + 12) dt = f < et V% dr +J e'logt dt.
T
0 o - 0

0

(35)-6t, (36)-ot és a belSlik a és b feleserélésével eldallé azonossdgokat
beirjuk (32)-be és felhasznaljuk az

[tetdt =1
0

relaciét, kapjuk :

0 =%KT0 1 +Je—‘ (Vaa® T 452 T & — Yaa? + & — V352 T £) dt +
0 .

2a o

1 1
37 M — ————— | dti d
(37) +“J Je (V’rz+t2 V12+4bz+t2) T
1] 0

2b 0
: \ 1 ]
b e e 1 dt\ d
+ J Je (V12+t2 VT2+4a2+t2) l ¢
0 0

Mindeddig a £ = 1, 7, = 0 esettel foglalkoztunk. Annak megallapitisa
céljabdl, hogy hogyan kell médositani (37)-et, ha % tetszés szerinti pozitiv
érték, jeloljiik a (20) differencidlegyenlet (22) peremfeltételt kielégité meg-
olddsat atmenetileg részletesebben 7'(x, y, z; k, N)-nel. Valtoztassuk meg (22)-t

ugy, hogy N helyébe a — % <z < % , — % <y g% Osszefiiggésekkel
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jellemzett N, téglalapot irjuk. Az igy kapott peremértékprobléma megoldasa
legyen T'(z, y, z; k, Ni). A definicié alapjan

r y 2 |
38 T(x,y,2; kL, Ny=T1|—, =, —; 1,N,].
(38) @,y ) (k L,z k)
(19)-bsl (38) felhasznalasaval és integraltranszforméciéval kapjuk :
Q:KJ]‘[TO—-Tg,y—,—O ].Nk) dde/~ -
kK
(N)

— szJJ [Ty — Ty, — 0; 1, N)] da’ dy".
(Ng)

Tehat tetszlleges k esetén a ¢ hémennyiséget Ggy kapjuk meg, hogy (37)
jobboldalat szorozzuk k®-tel, és a helyébe mindeniitt a/k-t, b helyébe b/k-t
frunk. T, 5~ 0 esetén T, helyébe T, — T, irandé. Bevezetve a

2a 2b -
39 L
(39) ; P B
jeloléseket, (37)-bdl (4) felhasznalasaval tetszéleges k és T, esetén
Q—i”—(T —T) |1 j'e—‘(Va2+ﬂ2+t2—Va2+t2—Vﬁ2+t2)dt+
0
o ‘(1 -] 1 1
40 — e*‘( — datt d
#0) +2J f Vo2 42 V‘rz-}-ﬂz—{—ﬂ) e
o o ,

B( w '
Bl _ 1 1
+56J {61 € t(ytz—f—ﬂ —V12+a2+t2)dt dr |.

A tovabbiakban olyan kozelitéseket kivanunk alkalmazni, amelyek
kicsiny a és f értékek mellett nem érvényesek. Ezért feltessziik, hogy o > b,
B > 5 ; a gyakorlati alkalmazasok soran ez majdnem mindig teljesiil. (40)-b6l

l/

©

e A R Cay e R
n K

2+/32

IR CS I — =

_i t_2 . —t a+ﬂ dt
_qOJe V1-|—a2dt ,30Je Vljuﬂ2 dt + & OJ ) e dv +
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?“"’ Y I

LE:

a 1 e dt
) tz
0 . 1 +%2 +ﬂ2
0
B b i
2 J S L A -
fip 2
0 . 1+12 +72 d
0
A Taylor-formula szerint
ViFe—142- -5~ gégo
C s 2 814 &
(42)
1 x 322
_____ =14 . 0L .
Vi+= ERTT R O=n=a

A (42)-b8l a maradéktagok elhagyisa ttjan kapott kozelitéseket beirva
(41)-be, integralas utin adédik

1 1 1
R

4 32 e
Qme =2 (1 — Ty |1+ Vo + 2 +
n K

1
d 1 —logs + ——— ’
T+ — (oga og —{—22 50)+

VT2 + t2-

0

g 1y a_ B B
=1 log5 +———} — Zarsh— —“arsh
+2(_0g’3 o8 +252 50) 2" B g ° a+

(43)

SIS
zlgzvaz + B2 2a2va2 + B2
(43)-ban mdar csak egyetlen integral szerepel és ez sem paraméteres,

igy egyszer s mindenkorra kiszamithaté pl. a kovetkezd médon: [2] 513.7 for-
mulaja (196. oldal) alapjan :

(@5, f25).

T [Hy(t) — Ny(0)]

e! p
P t— t =
J Vo2 + &2 2
0

(44)
ahol
el (___ l)m 7 2m+1
H — N St
(45) o= 0 ]2( )

a O-indexti Struve-fiiggvény, Ny(t) pedig a O-indexi Neumann-fﬁggvény..

420




A H(7) fiiggvényt (4b) sorfejtése, az Ny(r) fiiggvényt pedig a [3] 57. oldalan
talalhato

z
az A
[ Wty ae = M)+ T (N @) — N2
0
azonossag segitségével integralva (44)-bdl

__dt | dr = 2,8976 + 0,0030.

(46) J {J VTE:—_I 12

A (46) értéket betrva (43)-ba, azonos Atalakitisok utén
Qe R T Ty [JFTF (24 o) 42—
(47) - (%ﬁ + 0,7318) @+ p) — alog(‘% + VO—;:%) —~
_ Blog (§+V;+ﬁl—2)] (@25 Fz5)

A (47) képletben mar nagyobb nehézség nélkiil lehet numerikus helyet-
tesitéseket végezni, masrészt — amint (42) felhasznaldsival végzett részletes
becslésekkel kimutathaté — a képlet relativ hibaja az egész 5 < o << oo,
5 < B < oo negyedsikon kevesebb, mint 1,29,. Feladatunkat ezzel téglalap
alapi helyiségre is megoldottuk.

A (47) képletbe valé helyettesités, bar elemi, de elég hosszadalmas szamo-
last kivan. Ha megelégsziink kisebb pontossaggal, akkor (47)-et még lényege-
sen leegyszerfisithetjiik. E célb6l az altalanossag megszoritdsa nélkil fel--
tessziik, hogy a < § és felhasznaljuk a nagy = értékekre érvényes arshzx ~ .

~ log 2z, tovabbi a kis z értékekre érvényes arshz~z és J1 + x~ 1 +
) )

+ %——xS— Osszefiiggést, végiil pedig elhagyjuk az ao-ban és f-ban egyiit-
tesen (—1)-edfokt tagokat. Igy (47)-b8l adédik a

2
48) Q~ 3;_{ (Ty — T,) [2 — 0,9818a + 0,57518 + (a + B) log a]
= :
b=agh

- kozelités.

Amint gondos becslések megmutattak, a szabatos (41) érték eltérése
a (48) kozelitéstOl pozitiv iranyban legfeljebb 15,9%,, negativ irdnyban leg-
feljebb 10,19, az egész b < a < f < oo tartomanyban. Az abszolit hiba-

korlat csokkentése céljabol (48) szogletes zaréjelben 4llé tényezbjében -
+ 0,0292 (o + f) korrekeids tagot alkalmazunk :

(49) @ “’E%z (T, — T,) [2 — 0,95260 + 0,60438 + (o + f) log a]
n ,
GLalh).
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(49) relativ hibdja az 5 < a <L f << oo tartomanyban kisebb a pontos érték
13,89%-4ndl, a 13 < a < B << oo résztartomanyban pedig — amely még
mindig tartalmazza a gyakorlatban el8forduld esetek tilnyomé részét —
a pontos érték 4,99, -anal.

Eziton mondok koszonetet osztalyvezetémnek, Freud Gézdnak
valamint Orolin Andrds tervezémérnoknek értékes tanicsaikért, amelyekkel
munkamat segitették.
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O TEIVIOMTPOHHUUAEMOCTH TOJIOB TOIJIEHHBIX IMNMOMELUEHWHA,
MMOCTPOEHHLIX HA YPOBHE I'PYHTA

51. Boruap
"Pe3wme

TMotepio Tenna, MONy4yaroulylocsi NyTeM NPOBOAKH W HM3JYyYEHHA uepe3 MOJ B TON-
JIEHHBIX NOMEIHEHUSIX, MOCTPOEHHBIX HA yPOBHE TPYHTA, ONPES/IUIM A0 CUX HOP PA3THUYHbIMH
NI0AYIMIMPUIECKUMH METOAAMHU. 3Ta CTaThsl COAEPIKUT TOYHOE PEIUEHHE MPOGNAEeMB! JJIST IIOME-
IEHUIT ¢ OCHOBaHHEM (POPMbI GECKOHEYHOI MONOCH M (GOpMBI NIPAMOYTONbHHKA IIPH ClEAYIO-
WMX ABYX NPEANONOXKEHUAX, CAECNAHHBIX B HMHTEPECAX YMPOHIEHHS : 1. CTEHH NOMEMIEHUS
OECKOHEUHO TOHKM ; 2. KOIQGUUMEHT Teronepesayn BO3JlyXa OTHOCUTEIBHO IIOYBBI HUMEET
OIHO M TO )K€ 3HAYEHHE BHYTPH IMOMEIUEHUS U BHE NOMEWEHHSA. B BBIUMCIEHHAX MBI BOCIO/Ib-
3yemcs dyHkuuel FpuHa TpeTeeit KpaeBoii 3aJa4u TeOPUM MOTEHLMAa OTHOCUTEJILHO MOTYTII0~
CKOCTH, COOTBETCTBEHHO NOJYNPOCTPAHCTBA, KOTOPBIE ObUTM NOCTPOEHLI I, Ppetidom B padore [1].

B § 1 paccmarpuBaercst TOT ciiyuaif, KOTAa OCHOBAHUE NOMeIEHH ST ABJSIeTCsT DeCKoHeY~
MOt monoco#t. M3BecTHb! : lUMpPHUHA NOJOCH (2a), TemepaTypa NPU3EMHOTO CJIOSI BO3AyXa B
nomemenun (7)) n Bue nomemenus (7';), KoadGuLUUEHT TEIIONPO1 ORHOCTH CHHOPOJHOMK U30-
TPONHOH MOYBHI (), KO3GULMENT TenaoNepeAayun BO3AYXa U NOYBHI IPYT OTHOCHTENBHO Apyra
(K). Tpebyerca onpefeauTb KOJMMYECTBO TeMja @ mepefaHHOe [0YBE 33 €IMHULY BpPEMEHH
yepe3 KyCOK OCHOBAHMUS €AMHUYHON JJIMHBI.

Bribepem mpousBOJIbHOE IONEpPEYHOE CEYeHHE M B HEM CHCTEMY KOOPAMHAT, KaK 3TO
BUAHO Ha uepTe)xe 1. 3Hasa co3pamlleecst B MOYBe pacnpenesneHue Ttemneparypel T'(x, y),
BennunHa @ onpegensiercs us (1). T'(x, y) onpegensierca u3 AuddepeHunaIbHOTO YPaBHEHU ST
(2) 1 B o6o3Hauennsx (4) u3 KpaeBoro ycaobusn (5), B cnyuae k = 1, T, == 0 ¢c nomoeio ¢op-
myel (6). B Takom cayuae pynxuus I'puna umeer popmy (8) (cm. [1]) ; moacraBasis ee B (6),
MPOCTBLIM BbluKCIeHneM puxoaum K (13). INoacraBnasa seipaykenue (13) B (1), nyTem fasbHeit-
X npeodpasosanuit nonydaem (16). (C = 0,577... — nocrosiHuas Jitnepa). JIerko suaeTs,
urto npu o6wem k u T, Bmecto (16) umeer mecto (17). Ha npaxtuxe o6biyno 2a/k = 5, u Torna,
npeHedperas nocuefHUMH ABYMsl wieHamy B (17), Mbl coBepiuaem He Gonee yeM 2%, OTHOCH-
TEJbHOH oumobKy.

B § 2 paccmarpuBaercs Cilyyail NOMEILIEHHS ¢ OCHOBaHueM (GOpPMBI MPSIMOYrOJIBHUKA.
llupuna ocHoBanus 2a, ero anunHa 2b. Cmbica Ty, Ty, x 1 K 10T )Ke uro u B § 1. TpebyeTcs
OMpeASTUTEL KOAMYECTBO Tema ¢, nepelaHHoe NMoyYBe 3a eAMHNULY BPEMEHH Yepe3 BCIo IUIOIanb
OCHOBAHHUA.

Ecnu BHIGPaTh CHCTEMY KOOPAMHAT, KaK 3T0 NOKA3AHO Ha PUCYHKE 2., TO 3HAs1 pacmpe-
AejieHue TeMIepaTyphl, CO3AAIOIEECS B NI0YBE, pelleHne 3aaauy aaercss popmysoi (19). (3neco
(z,y)e N, eecru - a<z<a, —b<y<b) T(z,y,2) yIOBIETBOPSIET YPABHEHHIO
Jlannaca (20) n kpaeBomy ycnoBuio (22), caefoBatensHo B cniyvyae kb = 1, 7', = 0 ero MO>HO
npeacTaBuTh B popme (23). Toacrasnss crofa ussectHylo ud [1] dyaxuuio I'puna (25), nony-
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4yaem nyTem IPOCTeIX npeodpasoranuit (29), a notom, noacrapass (29) B (19), TouHoe peuieHue
(32) Hameit npodnemnl (k=1, 1',=0). Tak KaKk3TO 151 NPAKTHYECKUX LeJIeii CIIMIIKOM CJI0XKHO,
HaiaemM npubmKeHHyo Gopmyay aast ¢, Iist 3T0ro ¢ nomMowmbio ToXaectB (35), (36), nony-
vawomuxcs u3 (33) u (34), Mbr nprBoAuM (32) K ¢opme (37). MOXKHO EHMfeTb, YTO TIpU NMPOM3-
BOJIBHBIX MOJIOXUTENbHBIX k& u T BMecTo (37) umeer mecto (40). (Mbl nonb3ot anuch 0603Ha-
yerusmn (4) u (39)).

Ha npaktuie o6biuHO « = 5, § = 5; B pasbHeiilleM Mbl OFP2HHYMMCS] 3THM CHYyYaeM.
Ipumensem panbHeilmue 1npeobpasoranus K (40), 2atem socronb3dyemcss gopmynoii Taiinopa
(42), Tak Mbl IPUXOAUM K nipubmixenuio (43), a noassysice (46), K npuOnurkenuio (47). Ha
OCHOBE (42) MO>KHO I0Ka3aTb, UTO B cilyyde 5 <L ¢ < o0, 5 << f < oo NOTPEHIHOCTL GOPMYIBL
(47) menblue, yvem 1,2 . (47) CHMMETPHUYHA OTHOCHTEJILHO « M f3, MO3TOMY MOYKHO IIOJIOXKMTb
« < B. Toraa, nocie fanibHEHIUNX NPONYIUEHUH — TIPUMEHSST MONPABKY C UETbI0 YMEHBIUCHUS
rpaHi a0COMIOTHOM NOTpelHOCTH — U3 (47) MONyYaeTcst y)Ke COBCPLICHHO NPOCTasi Npubau-
keHHast Qopmyna (49). M3 noapo6HOH OHEHKH TOTPENIHOCTH BLIACHSIETCH, YTO s
5 < « < f < oo OTHOCHTENbHAS! NIOTPEIUHOCTE (49) Menbwie, uem 13,89, a a1a 13 < o« <
< B <Coo menblue, uem 4,97 .

CALCULATION OF HEAT TRANSMISSION OF THE FLOOR OF A HEATED
ROOM BUILT ON THE GROUND

J. BOGNAR
Summary

The loss of heat by heated rooms built on the ground, arising from conduction
and radiation through the floor, has hitherto been determined by means of various
half-empiric methods. The present paper contains the exact solution of the problem
for rooms having an infinite strip or a rectangle as basis, under the following two sup-
positions : 1) the walls of the room are infinitely thin ; 2) the coefficient of heat trans-
mission between. air and ground is the same inside and outside the room. In the cal-
culation we make use of Green’s function belonging to the third boundary value pro-
blem of potential theory in the half plane and in the half space, respectively, construct-
ed by G. Freud {1]. '

§ 1. deals with the case when the base of the room is a strip extending to infinity.
The known data are the width of the strip (2a), the temperature of the air near the
ground inside the room (T) and outside of it (7)), the thermal conductivity of the

- ground (assumed to be a homogeneous isotropic medium) (x), and the coefficient of
heat transmission between air and ground (K). We want to calculate the quantity
of heat () transmitted to the ground over a stretch of the floor of unit length per unit
time.

We choose an arbitrary cross-section and a system of coordinates in it as shown
by fig. 1. Knowing the stationary distribution 7' (z, y) of temperature evolving in
the ground, the value of @ is given by (1). ‘T (x, y) may be determined from the diffe-
rential equation (2) and (with notation (4)) from the boundary condition (5) by means
of the resolving formula (6), in case £k = 1, T, = 0. In this case Green’s function G
has the form (8) (see [1]). Substituting (8) into (6) and the expression (13) — which
can be obtained after simple calculations — into (1), we get (16), the solution of our
problem for k =1, T, = 0. (C = 0,577... is Euler’s constant.) If k and T, are arbit-
rarily given positive quantities, then (16) must be replaced by (17), as can be easily
verified. In practice usually 2a/k = 5, so, that the error caused by neglecting the last
two terms in (17) will not exceed 2 9%,.

§ 2. deals with rooms having an oblong base. The width of the base is denoted
by 2a, its length by 2b. The meaning of T\, T, » and K is the same as in § 1. We
want to calculate the quantity of heat @ transmitted to the ground over the whole
surface of the floor per unit time.

If the system of coordinates is taken as in fig. 2., then — knowing the stationary
distribution 7' (z, ¥, 2) of temperature evolving in the ground — the solution of the
problem is given by (19). (Here (z,y)e N, if —a <x <a, —b <y b)) T(x,9,2)
satisfies Laplace’s equation (20) and the boundary condition (22), so that in case
k=1, T, = 0 it can be represented in the form (23). Substituting here Green’s func-
tion (25), taken from [1], after simple calculations we obtain (29), and, substituting
(29) into (19), the exact solution of our problem (32) (k=1 T, = 0). Since
(32) is too complicated for practical purposes, some simple approximative formula
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is needed for -Q. Therefore (32) is transformed into the form (37) by the aid of the
identities (35) and (36), derived from (33) and (34). It is shown that if k and T, are
arbitrarily given positive values, (37) must be replaced by (40). (Notations (4) and
(39) are used.)

In practice usually « = 5, g = 5; further investigations are restricted to that
case. Making use of Taylor’s formula (42) we obtain the approximative expressions
(43) and (47). It can be shown on the basis of (42), that the error of (47) is less than
1,2 9%, provided that 5 < a < o0, 5 < B < oo.

(47) is symmetrical in o« and B, so that we may suppose « < . Under this
assumption after further neglections and using a correction to reduce the estimated
numerical error, we obtain the simple approximative formula (49). According to exact
estimations the relative error of (49) is less than 13,8 9%, if 5 < a < B < o0, and less
than 4,9 %, if 13 < « < B < oo.
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