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A halozat optimalizalasi modellek kozott a minimdlis koltségii folyam kitiintetett helyet foglal
el, mivel a hdlozati problémak tobb osztdalyat (maximalis folyam, legrovidebb ut, szallitasi,
hozzarendelési és atrakasi feladat) magaban foglalja. A minimalis koltségii folyam megolda-
sara rendkiviil hatékony algoritmus, az un. halozati szimplex-modszer all a rendelkezésiinkre.
E tanulmanyban nemcsak a halozati szimplex-modszert mutatjuk be, hanem javaslatot tesziink
egy uj, a lehetséges bazismegoldas konstrualasara alkalmas modszerre is.

A hdézat optimalizdldsi modellek kdzott a minimalis koltsegi folyam kitlintetett helyet foglal
el, mivel a hdlézati problémak tobb osztdlyat (maximalis folyam, legrévidebb at, szallitasi,
hozzérendelési és &rakas feladat) magaban foglaja. A minimalis koltségii folyam megol dés&
ra rendkivil hatékony algoritmus al a rendelkezésiinkre. A problémat ugyanis meg lehet fo-
gamazni linedris programozéasi feladatként, és meg lehet oldani a szimplex-mdédszerbél szér-
maztatott, hdlozati szimplex-modszernek nevezett eljérassal [2]. Az eljéras lényege, hogy a
disztriblci0s modszerhez hasonléan egy |ehetséges bazismegoldas javitésaval érjuk el az op-
timumot. A javitdsok szama attdl fligg, hogy a lehetséges bazismegoldas mennyire dl kozel az
optimumhoz.

E tanulmanyban nemcsak a hal 6zati szimplex-maodszert mutatjuk be, hanem javasatot tesziink
egy Uj, alehetséges bazismegol das konstrudl &séra alkalmas médszerre is. Miel6tt azonban ezt
megtennénk, tekintettel arra, hogy a hazai irodalomban maga az aapfeladat is kevésbé ismert,
el 6sz6r aminimalis folyam problémat fogalmazzuk meg.

Vegyunk egy iranyitott és dsszefliggé hél ézatot, amely n csomépontot tartalmaz legal dbb egy
forrassal eslegalabb egy nyelével. A dontési valtozok az x; aramok az i—j éleken, az aramlas
fajlagos koltsége az i—j elen c,, az i—j élek kapacitasa k,, az i-edik csomdpont dtal generalt
aramlas vagy csomoépont-kapacités b;. A b, értéke i csombpont természetétol fligg, ahol

b.> 0, hai-edik csomoépont forras,
b, <0, hai-edik csomopont nyeld,
b, =0, hai-edik csomopont atrako vagy kozvetité pont.

A cél az Osszes aramoltatasi koltség minimalizaldsa, Ugy hogy a forrasokbdl a készletek € le-
gyenek széllitva, és amegrendel 6k igényeki legyen elégitve.

Az ismertetett probléma célfliggvénye és feltételei:

Q) Z:ZZCU. Xx; —> min, i=j=1,2,...n,
i=1 j=1
2 > x; = >_x; =b,, minden i-re,
= A

©) 0<x, < k,, minden i—-re.
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sege az i-edik csomépont igényével vagy feladasaval egyenlé. A mésodik feltétel azt mondja
ki, hogy az i—j €élen a k; élkapacitasnd nagyobb aram nem folyhat, és a negativ mennyisegek
aramlésa nem értelmezett.

Néhany alkalmazasban sziiksegszerii lehet az elkapacitas korlatozasa aulrdl is, azaz [,<x,< k;,

ahol /,>0. Ez az eset avaltozok x',=x ~I, transzformaciojaval és x,;=x',+1, helyettesitéssel visz-
szavezethet$ az alapmodellre.

A feladat megoldasa természetesen, ugymint altalaban, nem garantalt, a lehetséges megoldas a
hal6 struktargjatol és élek kapacitésatdl fligg. Az ésszeriien megtervezett hal6zat esetén a le-
hetséges megol dés szilkséges feltétele a kovetkezo:

©) >.b =0,

azaz afeladd és megrendel6 csomodpontokon generdlt forrasok és nyelések dsszege O legyen.

Az akamazasokban, hasonléan a szallitasi feladathoz, ez afeltétel ritkan teljesil. A szdlités
feladatban ezt a problémat fiktiv feladdk vagy megrendel 6k bevonésaval oldjuk meg. Az ana-
169 |épés a minimalis folyam probléméban: fiktiv felado vagy megrendelé csomdpontot adunk
a halozathoz c,=0 koltsegii elekkel. A fiktiv megrendelé csomdpont minden feladd csomo-
ponthoz ¢,=0 éllel kapcsolddik, igénye elnyeli a felesleges forrast. A fiktiv felado csomdpont
ugyancsak ¢, =0 éllel kapcsolddik minden megrendel6 csomdponthoz, és pdtolja a megrendel
csomopontokon felmerdlt hianyt.

Szamos alkalmazasban a b, és k; mennyisegek egész szamok, amibdl kovetkezik, hogy az x;
értékeknek is egész szamoknak kell lennilk. Szerencsére, csakugy, mint a széllitési problémé
ban ez az feltétel automatikusan teljesil.

A feladat megfogal mazésa utan most mér észrevehet;ik:

hasonl6an a maximalis folyam problémajahoz, feltételeziink, hogy az &ramlas a hal 6zat

-----

az aramlés koltsege (tavolsaga), ugy mint alegrévidebb Ut problémajaban az élekhez ren-
delt;

a szdllitdsi vagy a hozzérendelési probléméhoz hasonl6an az aramlés lehet tobb forrésos
(feladd csomopontok) és tdbb celt (megrendel 6 csombpontok), amelyhez még az élekhez
rendelt fajlagos koltségek tarsulnak;

az &rakés probléméhoz hasonldan a csomopontokat tekinthetjik atrakasi pontoknak a
feladok és a megrendelok kozatt.

Mintapélda

Egy példat szemléltet a minimalis koltségi folyam probléméraaz 1. abra. A b, értékek szogle-
tes zardjelben a csomopontok mellett szerepelnek, igy az 1 és 2 feladd csomépontokon (b,>0),
a4 és 5 megrendelé csomopont (b,<0) es a 3 kozvetitd ponton (b=0). A ¢, fajlagos koltsége-
ket az élek mellett abrazoltuk. A példaban két é kapacitasat korlatoztuk, k,,=10 és k=80
(ezeket kerek zarojelbe irtuk), atobbi élen ak,=M=oo.
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1. abra: Mintapélda a minimdlis koltségii folyam problémahoz

A feltételi egyenleteket szimplex téblaba foglaltuk (7. tablazat), ahol figyeljik meg a csomo-
pontokra irt egyenletek valtozoit. Mindegyik valtozonak pontosan ketté nem nulla egytitthato-
javan, és ezek kozil az egyik +1, a méasik —1. Ez a struktdra minden minimalis koltségi fo-
lyam problémaban visszatér, és ennek a specidlis struktiranak kdszonheté az integer megol-
das.

1. tablazat

X12 X13 Y14 X23 X35 Xas Xo4 b,

u, 1 1 1 50
u, -1 1 40

Uy -1 -1 1 0
u, -1 1 -1 | -30
Ug -1 -1 1 -60
V12 1 10
Vas 1 80

2 4 9 3 1 3 2 0

Egy masik jelzése e specidlis strukturénak, hogy a csoméponti egyenletek kdzll az egyik fe-
lesleges. Ennek oka, hogy egyenletek 6sszegzése a (4) feltétel miatt O-t eredmeényez. Ha (n-1)
flggetlen egyenlettel korlatozzuk a feladatot, akkor azok (n-1) bazisvdtozot hataroznak meg.
Ebbdl viszont az kdvetkezik, hogy az (n-1) bazisvaltozé megfeld afeszitéfa (n-1) élének.

A minimdlis koéltségii folyam probléma megoldasara akalmazhat6 eljéras, az un. ha Ozati
szimplex-modszer, alapja a standard szimplex-maodszer, ezért a lépésel nagyon hasonl6ak az
eredeti eljarashoz. A halGzati szimplex-mddszerben egy |ehetséges bazismegoldasbdl kiindul-
va a valtozok cseréjével javitjuk a programot, azonban a kihaszndlva a hdlézati struktura el 6-
nyeit nincs szilksegunk a szimplex-tablara. Latni fogjuk, hogy bizonyos hasonlésagok fedez-
hetok fel a széllitas feladat megoldasara akalmazott disztriblcios modszer és a hél dzati
szimplex-modszer kozétt is, ami nem véletlen, mivel mindkét eljéras a szimplex-modszeren
alapul. Azt is mondhatjuk, hogy a hdl6zati szimplex-modszer a disztriblcidés modszer kiter-
jesztett valtozata, amely kiterjesztés alkalmassa teszi mas tipust feladatok megoldasarais.

A halozati szimplex-modszer alapjai

A hédlozati szimplex-médszer a felsdkorlatos szimplex-mddszerben haszndlt technikét alkal-
mazza az x;<k, élkapacitas-korlatok hatékony kezelésére. Mint ismeretes, ez a technika lehe-
tévé teszi, hogy az eredetileg feltételi egyenletek formgdban leirhatd kapacitaskorlatokat an.
nem-negativitas feltételkent kezeljik, és ezzel a szamitéas idét |ényegesen befolyéasol 6 feltéte-
li egyenletek szamat csokkentsik [2], [4].
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A felsokorlé technika alkalmazhatosaga a specidis transzformécionak készonhets, ami a ko-
rabban bemutatott probléma (1. abra) szimplex-tablgabol (1. tablazat) értheté meg, ahol a
felsgkorlatos dudvaltozokat y,-vel jeldltik.

Vonjuk be a primalbazisba az x,,-t, még pedig ugy, hogy az y,, soréban az x,, egyUtthatojat
valasszuk generdldelemnek. A transzformacio soran a szimplex-tablaban a 0 elemek miatt
csak a generdloelem és a kapacitasvektor (b,) oszlopa vétozik. A generdléelem 1=1-1 miatt
véltozatlan marad, az oszlop tébbi eleme pedig el6jelet valt. igy a cdfiiggvény soréban a c,,=2
¢,,=—2-re modosul. A kapacitasvektor oszlopaban a b, k,,-vel csokken, a b, pedig k,,-vel no-
vekszik. Ez atranszformacio barmikor is kdvetkezik be, a 0 elemek, illetve a 1 és —1 egytt-
hatok miatt mindig megtartja ezt a sgjatossagét, ami feleslegesse teszi a fel sokorlatokra vonat-
kozo el 6irasok feltételi egyenletként valo kezelését. Ezek a sorok a szimplex-tablabol elhagy-
hatok. A vektorcsere alkalmaval elegends azt figyelni, hogy a korlétos valtozo elérte-e a fel-
séhatart vagy sem. Ha az x,<k; vagy y,<k,, akkor rendes primaltranszformaciot vegziink. Ha
viszont elérve a felsdhatart x, =k, vagy y =k, akkor az x-t x,=k,~y,-vel, illetve y, -t y =k —x, -
vel helyettesitjik. Az x,, illetve y, elhagyott bazisvaltozova vdik, és y,=0, illetve x,=0 nem-
bazisvaltozo lesz. A transzforméciot a 2. tdabldzatban figyelhetjik meg.

2. tablazat

Y12 X13 Y14 X23 X35 Xas X4 b,
u, -1 1 1 40
u, 1 1 50
Uy -1 -1 1 0
u, -1 1 -1 | -30
Us -1 -1 1 -60
X, 1 10
Va5 1 80

-2 4 9 3 1 3 2 —20

Ha az optimalitas kritériumai teljestiinek, az optimalis megoldés a kdvetkez6 képen olvashatd
le:
{xl.i , haaz x, aprimélbézisban van, azaz 0< x; <k,
" |k, -y, haaz y, aprimabazisbanvan,azaz 0< y, < k,

x; =k, ha y, adualbazisbanvan, azaz y, = 0,

x,; =0, hax; adudlbazisbanvan.
Az y, halozati interpretacioja a kovetkezé. Amikor y, bazisvaltozova valik szigordan pozitiv
értékkel), akkor az Ugy tekinthets, mint egy folyam aj-edik csomdpontbdl ai-edik csomopont
felé, vagyismint az i—j iranyitast élen j—i iranyu folyam, amely semlegesiti az i €sj csomo-
pontok kozotti élhez korabban hozzarendelt (x,=k;) folyamot. Igy amikor x,=k,-t helyettesitjik
x,~k~v,~vel, akkor egyidgjiileg a val0sagos i—;j elet j—i ellentétes iranyitasu elre csereljuk,
amelynek kapacitasa k;; s fajlagos koltsége —c;. Az egyensily fenntartasa érdekeben a torolt
él x,=k; kapacitasat az i-edik csomopontrol a j-edikre mozgatjuk, azaz b-t csokkentjik, bt
pedig noveljik k -vel. Hakéssbb, elérve afelsdhatart, y, valik elhagyott bazisvaltozéva, akkor
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az y, =kt helyettesitjuk y,=k,—x,-vel, és a nem-bazisvaltozo x, erteke O lesz. Ez alepes j—i i
—j élcserét jelent, vagyisvisszatérést az eredeti konfiguraciohoz.

A felsskorlét technika alkalmazésa, mivel a kapacitéskorldtokat nem-negativitasi feltételkent
kezeli, |ényegesen csokkenti a feltételi egyenletek szamat. A minimdlis koltségii folyam prob-
lémdaban ez kiltndsen el 6nyds, mivel dltaldban az élek szama sokkal nagyobb, mint a csomo-
pontoké. Ugyanakkor a szamitasi id6 a feltételek szamaval gyorsabban ndvekszik, mint a val-
tozok szaméval. Igy a modszer alkalmazésa jelentés szamitéasi idé megtakaritéast eredményez-
het.

Kapcsolat a lehetséges bazismegoldas és a lehetséges feszitofa kozott

A hdldzati szimplex-mddszer elsé 1épése egy |ehetséges bazismegoldas generdésa. Mint mér
jeleztlik, n csomopont esetén a bazisvektornak n—1 eleme van. Az x, bazisvaltozok reprezen-
tajak az i—j élen aramld folyamot. Azokat az €leket, amelyekhez x,>0 folyam tartozik
baziséleknek, és hasonldan azokat az eleket, amelyekhez x,=0 vagy y,=0 tartozik nem-
baziséleknek nevezzik [2].

A bézisdlek jellemzéje, hogy soha nem képeznek irdnyitatlan korutat. Tovébba ismeretes,
hogy az n—1 ébol alé élhamaz, ha nem tartalmaz korutat, akkor feszitéfat alkot. Ezért min-
den bézisél-halmaz feszitéfét alkot.

Feszitofa megoldas nyerheté a kvetkezé6 modon:

Azokon az éleken, amelyek nem reszel a feszitéfanak (nem-bazisélek) az x,; vagy y, val-
tozokat tegyUk egyenlévé O-val.

Azokon az eleken, amelyek a feszitéfat alkotjak (bazisélek) hatarozzuk meg az x; vagy y,
ertékeket az élekre irhato linedris egyenletrendszer segitségével.
Megjegyezzik ez az eljaras nincs tekintettel a nem-negativitési feltételekre, vagyis az
élkapacitas korlatokra, ezért a kapott feszitéfa megoldas nem biztos, hogy |ehetséges megol-
dasis. A lehetséges feszitéfa megoldasnak tovabbi kdvetelményeknek is eleget kell tennie:

A lehetséges feszitofa megoldas a csomoponti feltételek mellett az egyeb feltételeknek
(O<x <k, vagy 0<y,<k,) is eleget tesz.

A fenti definicidkka most mér 6sszegezhetjik az eljarasunk alapkoncepcidjét:

A halézati szimplex-modszer alaptétele: A bazismegoldasok feszit6fék és forditva. A
|ehetséges bazismegoldasok |ehetséges feszitéfak és forditva.

A javasolt eljaras a bazismegoldas eloallitasara

A hdozati szimplex-modszerrel egy lehetséges bézismegoldasbdl egy () javitott bé
zismegol déas viszonylag gyorsan el 6allithatd. Az optimum el éréséhez szilkséges | épések szama
azonban attdl figg, hogy a bézismegoldés milyen kdzel al az optimumhoz. Ezért célszerti
olyan modszert alkalmazni, amely az optimdlishoz kdzeli megoldast szolgaltat. A tovabbiak-
ban egy ilyen, a maximalis folyam probléméra épll6 eljarasra tesziink javaslatot. Ebben az
eredeti feladatot maximalis folyam problémévé alakitjuk, és azt valamelyik ismert algoritmus-
sal megol djuk.
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2. abra: Az atalakitott hal 6zat

Alakitsuk & az 1. abran bemutatott hdlézatot a kovetkez6 mdodon. A forréspontokat és a
nyel 6pontokat kdssiik 6ssze egy fiktiv forrasponttal (0), illetve egy nyeléponttal (n+1), még-
eredeti forras- és nyel6pontokat alakitsuk at kozvetité pontokka, azaz ezeken a csomopont-
okon b; legyen 0. Az (jj éleken folyo x; aramok nagysagat a kovetkezd egyenlosegekkel irjuk
el6:

Xy, =ky =b, 65

xin+l = kin+l = |bl|

Ezek az egyenl6ségek biztositjak, hogy az eredeti forraspontokbdl kilépé aramok sszege, il-
letve az eredeti nyel6pontokba belépd aramok Osszege akkora legyen, amekkora az eredeti
csomoponton generalt aram volt. Az dtalakitott hdlézatot a 2. abra szemléteti, ami az el mon-
dottak szerint két csomdponttal és négy éllel (szaggatott vonalla jeldlve) egésziilt ki, forrasaa
0, nyeléje a 6 csomobpont, az 1,2,...,n csomépontok pedig kbzvetité pontok.

Az U hdldzaton keressiik azt a maximdlis folyamot, amit a hal6zat a 0 forraspontbdl a 6
nyel 6pontba tud vezetni. E probléma modellje ebben a specialis esetben:

n+l n+l

(5) Z:Zij:iji1+l_)max’
j=0 j=0
n+l n
(6) D x,—>,x, =0, mindeni=12,..n kizvetits pontra,
= j=0
(7 O<x,; <k,, minden i—; élre, ahol i=j=1,2,...n,
(8) Xog =ky, =b;, i=12,.n,
(9) Xpa=ki,a=pl, =12,

A (5) célfuggvény azt fejezi ki, hogy a forrédspontbol kilépé aramok 6sszege egyenls, a
nyel 6pontba belép6 aramok dsszegével, és ez maximalis. Konnyen beléthat6, hogy a (8) és (9)
egyenldségek miatt a célfiiggvény azonnal kiszamithatd. igy a maximalis folyam probléma
olyan sgjétos esetével dlunk szemben, amikor ismerjik a célfiiggvényt, és csak a megol das-
hoz tartozo x; dontési valtozokat kell meghatarozni.

A kozvetit6 pontokra irt (6) feltételek szerint az i-edik pontbdl kilépé és az i-edik pontba be-
lép6 aramok Osszegének kilonbsége 0. A feltétel el tagjaban a szummazés asd hatéra (j=1)
azt jelzi, hogy a kozvetité pontokbdl a O forrédspontba nem vezet él, igy nincs olyan &ram,
amely a 0 pontba folyna. A masodik tagban afelsdhatar n, mert a nyel 6pontbdl nem vezet él a
kozvetité pontokba, ezért nincs olyan &am, amely az (n+1)-bdl valamely kodzvetité pontba
folyna.
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A (7) feltétel csak az eredeti hdlOzat éleire vonatkozik, mivel az Uj éleken az also ésfelso kor-
l&tok helyett a (8) és (9) egyenlésegek irjék el6 az aramok nagysagat.

Ha létezik a fenti maximalis folyam problemanak megoldasa, akkor arrol azt allitjuk, hogy az,
az eredeti halozaton a minimdlis koltségii folyamnak is egy lehetséges bazismegoldasa.

Mivel a minimalis koltségi folyam (2), (3) és a maximalis folyam probléma (6), (7) feltételel
ugyanarra az n elemiic csomopont halmazra (az eredeti hal6zat csomopontjaira) vonatkoznak,
az allités bizonyitésahoz csak azt kell belatni, hogy a (2) és (6), valamint a (3) és (7) feltételek
egyenértékiiek. Ha ugyanis a feltételek egyenértékiiek, akkor az atalakitott hél ézaton a maxi-
malis folyam optimalis megoldasa, az eredeti hdlézaton a minimalis koéltségi folyam egy le-
hetséges bazi smegol désa.

A (3) és (7) feltételek egyeneértékiisege trividis. A (2) és (6) feltételek egyenértékiisegének
bizonyitéasdhoz vizsgajuk az (6) feltételeket az eredeti forras-, nyelo- és kozvetité pontokra
kilon-kalon.

a/ El6szor irjuk fel afeltételeket aforrasponttal kozvetlen kapcsolodd csomopontokra, vagyis

az eredeti forraspontokra. Vegyuk figyelembe, hogy az eredeti forraspontok és az n+l-edik
csomépont kozott nem fut él, ezért az els6 tagnal a szummézas felso hataran lesz. Igy a

ahol amasodik tagot két tag 6sszegére bontottuk.
Mivel definicio szerint xo=b;, a

ami azonos a (2) feltételldl.

b/ Hasonldan az el6z6ekhez, irjuk fel a (6) feltételeket a nyel 6ponttal kdzvetlen kapcsol 6dd
csomépontokra is, vagyis az eredeti nyel6pontokra. Itt azt a kikotést hasznéljuk fel, hogy a 0
forrasbdl nem vezet é az eredeti nyelépontokba, ezért a masodik tagnd a szummazas alsd ha-
tarallesz. Az el S5 tagot két tag 6sszegére bontva, és a szummaézas hatérait megvaltoztatva, az

X, a0 +Z:xl.j—2xle =0.
= -1
Mivel definicié szerint x;,..1=15,], a

n n
2% = 2% =l
j=1 j=1

Az igy nyert Osszefiggés ugyan formailag kalonbozik (2)-t6l, de mivel az eredeti
nyel 6pontokon 5;<0, az egyenértékiiseg be athato.

¢/ Végll az eredeti kozvetité pontokon a b,=0, ami miatt a (6) alaku feltétel mindkét hal 6zaton
érvenyes.

Ezzel bizonyitottuk, hogy a (2) és (6) feltételek mindkét feladatban azonosak, és azt az dlit&
sunkat is, hogy az aaakitott hdlézaton a maximalis folyam optimélis megoldésa, az eredeti
hal6zaton a minimdlis koltségii folyam egy lehetséges bazismegolddsa. A javasolt
hal 6zatatal akitassal tehéat elérhetd, hogy a minimdlis koltségi folyam egy lehetséges bazis-
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megoldasanak el 6allitasdt visszavezessik maximalis folyam probléma megoldasra, amelyhez
hatékony algoritmusok &lnak rendelkezésre.

A javasolt eljarasunkat tovabb javithatjuk, pontosabban az eredeti feladat optimalis megolda
sahoz kdzelebb allo bazismegoldast nyerhetlink, ha a maximalis folyam keresésekor javitout-
ként mindig a forréspontbdl (0) az nyel6pontba (n+1) vezeté minimdis koltségi utat jel 6ltink
ki. Mint ismeretes, a javitouton az élek nyel6iranyl maradékkapacitasa szigortan pozitiv.
Ezért alegrovidebb Ut probléma megol désakor a forrasbol a nyeldbe vezet6 legrovidebb Gton
el 6irjuk a nyeldirany maradékkapacitasok pozitiv voltét.

Az eljaras alkalmazasa

Az 1. abran bemutatott mintapélda megoldasanak els6 |épéseként generdljunk egy lehetséges
bazismegoldast a javasolt médszerrel. Ehhez haszndljuk fel a 2. dbra szerint atalakitott hdl 6-
zatot. A maximalis folyam problémét a kovetkezé algoritmussal oldjuk meg [2], [3]:

(1) Kereslink egy olyan nem telitett (valamennyi él maradékkapacitasa szigoruan pozitiv) leg-
rovidebb utat a maradékhdl 6zaton, amely a forraspontbdl a nyelépontba vezet. Ha nincs ilyen
ut akkor megkaptuk a maximalis folyamot.

(2) Az utat alkotd élek maradékkapacitasai kozil kivalasztjuk a legkisebbet, ez legyen A. Az
ut minden élenek &, maradékkapacitasat a nyelé iranyaban csokkentjuk, ellentétes iranyban
pedig noveljuk a A értékével. A maximdlis folyam értékét ugyancsak A-va néveljik, mad
visszatérunk az (1) |épéshez.

Indulaskor a maradékhalozat csak abban kilonbozik az eredeti hdl dzattdl, hogy az eredeti
hal6zatot azokon a helyeken, ahol az (i) irényitott éinek hianyzik a (j,i) irényitott parjakiegé-
szitjuk O ékapacitasa (j,i) iranyitott éllel. Ezeket a3/a dbra éein a0-k jelzik. Ezutan a mara-
dékhdlézat maradékkapacitasnak nevezett élkapacitasait kdvetkez6 moédon valtoztatjuk.
Amikor a halozat valamelyik (i) élére valamilyen A aramot adunk, akkor a maradékhal 6zaton
az (i) €l k, maradékkapacitasa A-val csokken, a(j,i) € k, maradékkapacitasa pedig A-val né.
A hdézaton maradékkapacitas mutatja az élek telitettségét, egy él akkor telitett, ha a mara-
dékkapacitasa 0. Ha a maradékkapacitas nagyobb, mint O, akkor az élen a maradékkapacitas-
nak megfelelé nagysagu folyam tovabbithato.

A javitout a maradékhadl6zaton egy iranyitott Ut a forrastél a nyelé csomopontig, amelyiken
minden é maradékkapacitésa szigortan pozitiv. A maradékkapacitésok minimumat a javito-
aton a javitout maradékkapacitésanak nevezzik. Ez mutatja annak a folyamnak a nagysagét,
amellyel novelni lehet a teljes folyamot. Konnyen beléthatd, hogy ha kijel6lhet6é egy javitout,
akkor amaximdlis folyam is novel het6.

A megoldés menete a 3. abrdn kdvethetd, ahol a hdldzat € ein a maradékkapacitasok mellett
az élek fajlagos koltségeit is feltlintettik. Az els6 iteracioban a forrasbol a nyelébe vezets leg-
rovidebb, szigorlan pozitiv maradékkapacitasi Ut 0-2-3-5-6, amelyen a legkisebb nyeléiranyu
maradékkapacitas A=40. Az algoritmusnak megfelel6en a javitouton nyel 6iranyl maradékka-
pacitasokat 40-€l csokkentjik, az ellentétes iranyUakat pedig 40-el ndveljik. A valtozasok 3/b
abran 1&hatdk, ahol akdvetkez6 javitoutat 0-1-3-5-6 is kijel 6ltik.

Az eljaras szukcessziv alkalmazasa a 3/f dbrdra vezet, ahol az éleken ténylegesen aramlo fo-
lyamok lathatok. Az éleken araml6 folyamokat Ugy kaptunk meg, hogy a korlétozott kapacita
su éleken az indul6 maradékhal 6zat nyel iranyl élkapacitasaibol levontuk az élek utolso ite-
racioban kapott nyelsiranyu élkapacitasait. A nem korlatozott kapacitést éeken a folyamok a
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forrésiranyu maradékkapacitassal egyenldk. Az eredmény: x«=50, x=40, x1,=40, x.=10,
x23:40, X35:80, X45:30, X54:20, X56:60.

f/
3. abra: A bazismegoldas el 6allitasa
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Mivel az atalakitott hdl6zaton a maximdlis folyam optimalis megoldasa, az eredeti hdl 6zaton a
minimalis koltségi folyam egy lehetséges bazismegoldasa, a minimdlis koltségi folyam egy
| ehetséges bazismegoldasat a fiktiv élek elhagyasaval nyerjik, azaz x,~=40, x.~=10, x,=40,
x=80, x,=20. A megoldashoz tartozo célfuggveny z = % c,x, = 490.

[50] (10) [-30]

4. abra: A bazismegoldashoz tartozo feszitéfa

[50]%_1(11) 0) > [-30]
| [-80]

(n)§ (20)

[20]

[-30]
4

(20)

[20]

[-30]

[40] [20]

5. abra: A nem-bazisélek bevonasanak hatésa a célfliggvényre
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A tovabbiakban a feladatunk a bazismegoldas optimalitdsanak vizsgalata és javitasa a hdl zati
szimplex-moédszerrel. Ehhez rajzoljuk meg a bézismegoldéshoz tartozd feszitofat (4. dbra).
Mint tudjuk a halézati szimplex-modszer felsokorlatos technikaval kezeli az élkapacités kor-
|&okat. Mivel a 3-5 élen az xx=k»=80, vagyis elérte afelsd hatért, az xs elhagyott bézisvato-
20, az y=0 pedig nem-bézisvéltozo lesz. Ennek kdvetkezménye, hogy a 3-5 € iranyitésa el-
lentétesre, fajlagos koltsége ¢ =1-re valtozik. Ezzel egyidejiileg a 3 csomopont kapacitasa
bs:=bs—ks =80, az 5 csomOponté bs:=bs+ks=20 lesz. A valtozasok a4. dbran lathatok, ahol a
baziséleket (afeszitéfat) folytonos, a nem-bézisél eket szaggatott vonallal rgjzoltuk meg.

A bazismegoldast ugy javitjuk, hogy a 0-rol ndvekvé nem-bézisvaltozok kozul kivaasztunk
egy olyat, amelynek bevonésa javitja a célfliggvényt. Most nézzilk meg, hogyan val ésithaté ez
meg a szimplex tabla nélkidl. A bemutatashoz tekintsik a 5/a dbrdt, amdyen az x,, nem-
bazisvaltozd, ésaz /-2 él nem-bézisél. Noveljuk az x,, értékét O-rol n-ra, ami azt jelenti, hogy
az 1-2 élen n nagysagu folyamot generdunk.

Ha egy feszit6fdhoz egy nem-bazisélet adunk, akkor egy irényitatlan korutat kapunk. A 5/a
abran akorut 1-2-3—1. A n folyam hatasara a korut azon élein, amelyek iranya megegyezik
az 1-2irényaval, afolyam n-va ng, az ellentétes iranyl éleken pedig n-val csokken. A kor-
aton kivili éleken nincs valtozas.

Most nézzik miként hat a  folyam a célfliggvényre. Ehhez rgzoljuk fel a halozatot afajlagos

koltségekkel és a megvatozott folyamokkal (5/b dbra). A célfliggvény vatozésa az aorabol
leolvashato:

Az=2n+3n-4n=n.
3. tablazat

Nem-bézisd Koruat Az
12 1-2-3-1 2+34-1
4-5 4-5-4 3+2=5
53 5-3-1-4-5 —1-4+9-2=2

Mivel Az >0, és az céflggvény minimalizalasa a feladat, az /-2 é bevonésa a bazismegol-
dasba nem kivanatos. Az x,, nbvelése ugyanis célflggvény ndvekedését eredményezné. Ha
sonléan megvizsgajuk a tobbi nem-bazisél bevonédsanak hatését is (5¢ és d dbrdk). Az
optimalitas vizsgalatot a 3. tdbldzatban 6sszefoglatunk, amelynek eredménye azt mutatja,
hogy egyik nem-bazisél bevonasa sem csokkenti a célfliggvényt, vagyis a lehetséges bazis-
megol das optimalis megoldasis (6. dbra).

6. abra: A mintapélda optimalis megoldasa

A teljesség kedveéert ismertetjik azt is, mi ateend6 akkor, ha valamely é bevonasa a bazisba
kivanatos, vagyis hogyan hajthatd végre a bézisvektorcsere, miként hatérozhaté meg a kilépd
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és a beléps bézisvltozd nagysaga. Tudjuk, hogy az n folyam hatésara a korat azon éein,
amelyek irdnya megegyezik a bevonandé € iranyaval a folyam n-val nd, az ellentétes iranyu
éleken n-val csokken. A koraton Kivili éleken pedig nincs vatozas. A belépé bazisvatozo n
értekének meghatérozésahoz az élek kapacitaskorlétait kell megvizsgéni. Ahol az aram n6-
vekszik ott afel Hhatart

ahol csokken ott az alsohatart

X=X, - N2 0
kell figyelembe venni. Az igy kiszamitott n értékek kozul a legkisebb fogja meghatarozni a
belépé bazisvaltozo nagysagat, és az x,=0 vagy az x,=k; értékkel kilép6 bézisvltozot is. Az
utodbbi esetben, amint azt kordbban leirtuk, az x, elhagyott bazisvaltozo lesz, aminek a kon-
zekvencidl az i—j élen, valamint ai és; csomopontokon ugyancsak ismertek.

Osszefoglalas

A minimalis koltsegii folyam egy |ehetséges bazismegoldasanak el6dllitasarajavasolt eljarés a
hal6zati szimplex modszerrel hatékonyan kombindlhatd. A javasolt hal6zat atal ekitéssal és a
probléma maximdlis folyamként val 0 kezel ésével az optiméishoz nagyon kozeli vagy eseten-
ként, mint a bemutatott példéban, optimalis megoldas nyerheto.
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