A projekt tamogatasaval a négy résztvevd 2005. januar 1. és 2008. december 31. kdzdtt mintegy
félszaz tudomanyos kozleményt készitett és mintegy szazhtisz nemzetkozi konferencia (workshop, stb.)
illetve szeminariumi (egyetemi, kutatohelyi meghivott) eladést tartott. A projekt elézetes tervében
— illetve a szerzédéskotés soran az eredeti tervet G. Horvath Agota csatlakozéasaval dsszefiiggésben
kibgvits szerzddésben és munkatervben — szerepld témék, feladatok tulnyomo tobbségében a tervezett-
nél tovabb sikeriilt eljutni, ezen feliil szdmos, elére nem latott illetve tervezett kérdésben értiink el
kutatési eredményeket. A kutatasok eredményeinek tobbsége nemzetkozi folydiratokban jelent meg ill.
van elfogadva, emellett néhany téméban a publikdlas még nem tortént meg illetve kézirat, preprint,
benyujtott cikk 4ll csak még rendelkezésre.

Pozitiv, illetve pozitiv és pozitiv definit fiiggvények kapjanak leirasa. A folytonos periodikus
fliggvények C terében a pozitiv és pozitiv definit fliggvények egy K kupot alkotnak. A kup Choquet
tétele szerint elgall, mint extremaélis elemeinek linearis (integral) kombinacioja. Ezeket az extremalis
sugarakat vizsgaltuk a kupban [33]. Megmutattuk, hogy néhany természetes modon folvet6ds sejtés
nem teljesiil, ugyanakkor konstrudltunk tobb extremalis csaldadot. Tobbek kozt karakterizaltuk a 4-
edfoku Hermite polinomok kozott a K-beli elemeket, és azt is belattuk, hogy tetszéleges magas fokszam
mellett van Hermite polinom extremalis sugar. Igy tobbek kozott megcafoltuk azt a Choquetnak
tulajdonitott sejtést, hogy csak a Gauss fiiggvények lehetnek extremadlisok. A filiggvény és Fourier-
transzforméltjanak gyokeirsl dllapitottunk meg tovabbi Osszefiiggéseket K-beli elemekre.

Legyen H egy kompakt részhalmaz a valos egyenesen. A polinomok illetve a folytonos fiiggvények
terén a H-n vett maximum norméval és a H-n vett pozitivitas dltal indukalt részben rendezéssel Banach
hélo struktirat kapunk. Kérdés, hogy a legfeljebb n-dimenziés polinomok véges dimenzids vektorteré-
ben van-e olyan bazis, amelynek elemei pozitivak, és a pozitiv elemek kupja éppen a béziselemek
nemnegativ egyiitthatos linearis kombinécioval irhato le? Altalaban a valasz nemleges. Meghataroz-
tuk a maximalis dimenzi6s alteret, amelyben még ilyen pozitiv bazis megadhato: a valasz a H kompakt
halmaz topologiai tulajdonsagaitol fiigg [25].

Turan féle extremalis probléma. A Turan-féle extremalis problémaban Mihalis Kolountzakissal
kdzosen tobb becslést dolgoztunk ki amelyek az euklideszi térben tekintett alaphalmaz olyan struk-
turalis tulajdonsagait hasznaljak, minthogy a halmaz spektralis, vagy diszjunkt pakolidsa van egy adott
eltolashalmazzal, illetve parkettédz. Lényeges, hogy modszereink az alaphalmaznak kevésbé geometriai,
és inkabb Fourier-analitikus jellemz6ivel mikodnek. Eredményeink messzemenden altalanositanak tobb
korabbi eredményt, illetve meglep&en éles eredményeket adnak t6bb specialis esetben. Az eredménye-
ket szamos - 6nmagaban sem trividlis - példa kidolgozasaval elemeztiik illetve hasonlitottuk dssze.

Az un. pontonkénti Turdn problémara vonatkozo extremalis kérdésrdl igazoltuk, hogy az akéar t6bb-
dimenziés téruszon vagy Euklideszi térben is ekvivalens egy megfelel§6 Caratheodory-Fejér féle pro-
bléméaval. Ez 6sszefiigg Boas-Kac egy korabbi cikkével és tobb 1) esetben lehetGséget ad az extremélis
érték meghatarozasara, illetve visszaadja az 0sszes korabban ismert eredményt is.

Az Un. egyenletes aszimptotikus fels§ strtség fogalméanak a lokédlisan kompakt Abel csoportok
altalanossagaban is mtkods tjszert értelmezésével a Turan problémaval kapcsolatban ki tudtunk ter-
jeszteni egyes eredményeket ebbe az altalanossagba is.

Landau probléma. Feldolgoztuk a Landau féle extremadlis probléméban ismert eredményeket, illetve
ezeknek tobb, a dualitds segitségével megfoghatd ekvivalens értelmezését is leirtuk. Ez lehetévé teszi
tjabb megkozelitések alkalmazasat, mas jellegii konstrukcidk kipréobalésat az egyes konkrét extremalis
konstansok becslésére.

Banach sitirtiség. Konstrukciot adtunk tetszgleges lokalisan kompakt Abel-csoporton az egyenletes
aszimptotikus felsd striség definidldsara, megmutatva, hogy az altaldnos konstrukci6é az euklideszi tér-
ben a szokasos fogalmat adja vissza. Ez a konstrukcié azért fontos, mert a fogalom kiterjesztésével
valészintileg tobb, ezt a fogalmat hasznalé eredmény - pl. Turdn probléma, differenciahalmazok kiilon-
boz6 strukturdlis tulajdonsigai, megallasi id6 az iteralt differenciaképzésre stb. - altaldnos vizsgalata
valhat lehetévé. Kidolgoztuk a lokalisan kompakt Abel csoportokra annak a tételnek a kiterjesztését,
hogy ha egy H halmaz egy p aszimptotikus egyenletes fels§ strtségi A eltolds-halmazzal pakolast
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valosit meg, akkor Q@ = H — H Turan-konstansa legfeljebb 1/p. (Ezek az eredmények egyeldre kézirat-
ban illetve eladas anyagokban vannak meg.)

Idempotens polinomok. Idempotens, azaz csupa 0-1 egyiitthatos exponenciélis polinomok értékei-
p > 1/2 mellett az LP normaban ill. metrikdban koncentralodhatnak egy alkalmas f idempotens
polinom altal felvett értékek, azaz |f|P integrélja pozitiv %-ban FE-re esik. Tovabba hacsak p nem
péaros egész, akkor ez tetsz6leges nagy hézagossag mellett is megtorténik, és ezen beliil p > 1 esetén a
koncentracié maximalis, azaz tetszblegesen kozel lehet 1-hez. Ha p paros egész, akkor a koncentracid
legjobb konstansa 0.483 és 0.5 kozott helyezkedik el, kivéve p = 2-re, ahol mar kordbbrol ismeretes
volt, a konstans 0.463... pontos értéke. Az eredmények sok kérdést teljesen tisztaztak, ugyanakkor
megcéafoltdk Ash, Anderson, Jones, Rider és Saffari sejtését, akik L'-ben és p < 1-re mar nem vartak
koncentraciot. A bizonyitas mddszere, konstrukcioja tobb 0 elemet tartalmaz: tobbek kozott kidol-
gozza a Hardy-Littlewood majorans problémaval kapcsolatos Montgomery-sejtés Mockenhaupt-Schlag
féle megoldasanak kétvaltozos analogonjat, az igy konstrudlt polinomokkal Riesz-szorzatokon keresztiil
1/2-ben maximalisan koncentralédé polinomokat konstruél, majd ezek segitségével diszkretizalja az
eredeti kérdést és végiil egy megfelel§ szorzat-konstrukcidéval mutatja meg a koncentraciot.

Tovabbi munkankban [4] B. Green és S. Konjagin egy eredményének segitségével belattuk, hogy
Anderson et. al. sejtésének megfelelGje véges csoportokon mar teljesiil: p = 1-re Z,-ban egyenletesen
mar nincs koncentraci6. Ugyanakkor azt is megmutattuk, hogy a téruszon p = 1-re a koncentracid
még mérhetd halmazokra és nagy hézagokkal is eléri a 0.96-os értéket. Ugyancsak konstrualtunk [2]
olyan fiiggvényeket, amelyek p # 2N-re egyszerre adnak kozos ellenpéldat Wiener és Zygmund egy-
egy problémdajaban: nagy hézagok és pozitiv egyilitthatok mellett egy tetszélegesen elGirt, akar 1 — ¢
mértékt mérhetd E halmazon LP(E)-be tartoznak, de mégsem esnek LP(T)-be.

Additiv szamelmélet csoportokon; Periodikus felbontas . Osszeghalmazok szamossigara bi-
plikativitas tetszGleges kommutativ félcsoportban teljesiil, mig a szuperadditivitas csak torzidmentes
kommutativ csoportokban.

Farkas Bélinttal kozosen azt vizsgaltuk meg [20], hogy ha egy absztrakt téren egyméssal felcserélhetd,
de egyébként tetszbleges transzformaciok hatnak, akkor mi a sziikséges és illetve elégséges feltétele an-
nak, hogy egy fiiggvény az egyes transzforméciokra nézve invarians fiiggvények osszegeként elGallithato
legyen. E munka folytatasaképpen invertalhat6 transzforméaciokra tovabbi eredményeket kaptunk Far-
kas Balinttal, Keleti Taméssal és Harangi Viktorral kozosen [18]. Specidlisan megmutattuk, hogy Abel
csoportokon az egyes elemekkel valo eltolasokra, mint transzforméciokra igaz, hogy ha van egy egész ér-
téka fiiggvénynek periodikus felbontésa valos értéki fliggvényekre, akkor van ugyanilyen periédusokkal
periodikus felbontéasa egész értéka fiiggvényekre is.

Beurling primek. Explicit gyokmentes tartomanyt bizonyitottunk Beurling zeta fiiggvényekre, azon
feltevés mellett, hogy ha a Beurling egészek szama O(z?) alaka hibatag pontosséggal ismert valamilyen
a<1 paraméter-érték mellett.

A Beurling primek eloszlasdnak vizsgélata soréan arra az eredményre jutottunk, hogy tébb, a zeta
fliggvény gyokeinek eloszldsara vonatkozoan klasszikusan ismert strtségi tétel illetve becslés atvihetd
a Beurling zeta fiiggvényekre is. (Kéziratban.) Ett6l azt reméljiik, hogy a primszamformula hibatag-
janak nagysagrendje illetve oszcillacidja és a Beurling zeta fliggvény gyokmentes tartoménya kozotti
pontosabb Osszefiiggés leirdsat teszi majd lehet6vé.

Gomb elhelyezések Euklideszi térben. Ha az n pozitiv egész kielégit bizonyos szdmelméleti fel-
tételeket, akkor G. Wegner 1986-ban meghatarozta n egységkor legstribb elhelyezéseit a korok konvex
burkara vonatkozoan. Azt konnyd latni, hogy végtelen sok n kielégiti a feltételt, de az sem volt ismert,
hogy a megfelel6 n-nek halmaza pozitiv strtdségi-e. Az OTKA projekt keretében sikeriilt megmutatni
[5], hogy a pozitiv egészek 94 %-a kielégiti a feltételt.
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GOmb elhelyezések hiperbolikus térben. Hiperbolikus térben még a gdmbelhelyezések stirtiségeé-
nek definicidja is egy 50 éve nyitott probléma volt, és 2000-ig az egyediili ismert eset a periodikus elhe-
lyezéseké volt. Néhany éve Bowen és Radin javasolt egy stirtiségfogalmat, mely bizonyos nagyon specié-
lis elhelyezésekre miikodik. Nekiink sikeriilt az elhelyezések teljes csalddjat magaban foglalo stirtiség-
fogalmat talalni, tovabba Fourier analizis és a félig egyszerd csoportok ergod-elméletének segitségével
sikeriilt igazolni, hogy a stirtiségfogalom az elvart értéket szolgaltatja a periodikus elhelyezések esetén.
(Kéziratban.)

Tovabbi Geometriai eredmények. Ismert, és a szférikus harmonikusok, ill a Radon transzformacio
alaptulajdonsagaibol kdvetkezik, hogy egy, az origéra csillagszerd és szimmetrikus testet meghataroz-
nak az origon atmeno hipersikmetszetek teriiletei. Ifj. Boroczky K. és R. Schneider Fourier analizis
segitségével megmutattik, hogy a metszetek teriiletei és stlypontjai a nem szimmetrikus esetben is
meghatéarozzak a testet, tovabba a rekonstrukcios probléma stabilitéséara is sikeriilt becslést adniuk [6].

Adott d dimenziés euklideszi térben tetszéleges egynél nagyobb r szdmra olyan poliédereket tekin-
tettiink, melyek tartalmazzak az origo kozept egységgdmbot, és csiicsaik legalabb r tavolsdgra vannak
az origdtol. Molnar Jozsef egy negyven éves sejtését igazolva belattuk, hogy ha a dimenzi6é harom, és r
értékét megfelelGen valasztjuk, akkor a szabalyos oktaéder, illetve a szabdlyos ikozaéder jellemezhetd,
mint a minimalis térfogati, vagy minimdlis felszini fenti tulajdonsagi poliéder. Tovabba barmely
dimenziéban tekintettiik a fenti tulajdonsagu poliéder minimélis térfogatdnak és az egységgdmb tér-
fogatanak kiilonbségét r fiiggvényeként. Erre a fiiggvényre sikeriilt aszimptotikus formulat igazolni,
ha r tart 1-hez. Az aszimptotikus formulét a minimaélis felszin és minimalis atlagszélesség esetében is
sikertilt igazolni [7], [8], [9], [10].
vizsgaltuk [11]|. Aszimptotikus formulat sikeriilt igazolni, ha a térfogat-kiilonbséget minimalizaljuk, to-
vabba sikeriilt leirni az extremalis poliéderek tipikus lapjat. A bizonyitas a teriileten szokésos modsze-
reken tul algebrai stkgdrbék tubularis kornyezetének tertiletére adott becslést is felhasznal. Ugyancsak
sikeriilt aszimptotikus formulat igazolni, és lefrni az extremadlis poliéderek tipikus lapjat, ha az ap-
proximacié soran a Hausdorff tavolsidgot minimalizaljuk. Erdekesség, hogy mig ha a cstiicsok vagy a
lapok szama korlatozott, akkor vagy haromszog vagy hatszog a tipikus lap, ugyanakkor ha az élszdm
korlatozott, akkor bizonyos esetben négyszog a tipikus lap.

Belattuk, hogy egy ketts atlagszélessegti konvex test koré irt szimplex atlagszélessége legalabb ak-
kora, mint az egységgomb koré irt szabalyos szimplexé [13].

Vitali Milman sejtését igazolva a d dimenzios térben karakterizaltuk az origoét belsejiikben tartalmazé
konvex testek dualitasat a kdvetkezs alaptuladonsaggal egy lineéris transzformacio erejéig: A dualités
felcseréli a metszetet és az Gniot [14].

Ifj. Boréczky Karoly Lars Hoffmann-nal es Daniel Huggal kézdsen egy konvex testbe beirt véletlen
poliéder és a konvex test j-dik atlagszélességének kiilonbségének asszimptotikdjara adtak aszimptoti-
kus formulat ha j tetszéleges, a dimenzi6nal kisebb szam [15]. A formulat csak akkor bizonyitottak.
Ha a konvex testnek létezik gordiild gdémbje, ami valamivel gyengébb feltétel annél, hogy a hatar
kétszer differencidlhato. Ha j legfeljebb a dimenzi6 fele, akkor példat is adtak arra, hogy a formula
érvényességéhez sziikséges a gordiilé gomb l1étezéséhez hasonlo feltétel. Masrészt, ha j a dimenzid, azaz
a térfogat aszimptotikajat vizsgaljuk, akkor Carsten Schuett adott korabban aszimptotikus formulét
tetszdleges konvex test esetén.

Fuglede probléma. Projektiink tervezésekor friss fejlemény volt, hogy T. Tao megcafolta B. Fuglede
sejtését arrol, hogy az euklideszi térben a parkettiazdé halmazok spektrélisak és viszont. Tao kon-
strukcidja a legalabb 5 dimenzids terekben adott spektralis, de mégsem parkettdzé halmazt. Mihalis
Kolountzkisszal és mésokkal kozosen ebben a téméaban tobb eredményt értiink el, tobb kapcsolddd
sejtést is megvizsgaltunk ill. megcafoltunk, és kiterjesztettiik a vizsgalatokat més rokon kérdésekre
ill. konstrukciokra (pl. véges csoportok univerzélis spektrumai, komplex Hadamard méatrixok kon-
strukci6ja, unbiased orthogonal basis konstrukcidk, fedések csak elforgatasokkal, pakolasi feltételek és
spektralis halmazok alkalmazésa a Turan féle extremélis probléma vizsgalataban).



A témaban a legfontosabb eredményiink, hogy a Fuglede sejtés Tao altal nyitva hagyott masik iranyat
Mihalis Kolountzakis és Matolcsi Maté kozos munkajaban [35] sikeriilt megcafolni, azaz az euklideszi
térben olyan parkettiz6 halmazt konstrualni, amely nem spektralis.

Késsbb az ellenpélda dimenziojat ujabb otletek segitségével sikeriilt 5-r6l 4-re csokkenteni [24]. Ezt
kovetGen megmutattuk, hogy az univerzalis spektrum létezésérsl szolo Lagarias-Wang sejtés minden
dimenziéban ekvivalens a Fuglede sejtéssel, és ennek segitségével a konstrukciot sikeriilt még tovabb
javitani immar 3 dimenzioig [19].

A masik - 2004-ben Terence Tao altal megcéafolt - iranyaban a Tao féle 5 dimenzios konstrukciot
javitva ennek az irdnynak a dimenzi6jat is sikeriilt 3-ra levinni . Mindezt elsosorban véges csoportokon,
majd ebbdl felépitve egészek racsain, és végiil az euklideszi térben dolgoztuk ki [34].

Megvizsgaltuk, hogy egy kétdimenzids racs pontjai koré vont kis korlemezekbdl 4ll halmaz milyen
elforgatottjainak unidja fedi le (majdnem) az egész sikot, (azaz legfeljebb egy origd koriili hézagot
kivéve). Véges sok elforgatas nem elegendd, de viszonylag kis elforgatas-halmazokkal mar van kon-
strukcio, amely megoldja a feladatot [32].

Egy korabbrol mar ismert parkettazasi konstrukciérél megmutattuk, hogy az analogonja spektrélis
halmazokra is miikddik, majd a létrejovd spektralis halmazokhoz asszocialt komplex Hadamard métri-
xokrél megmutattuk, hogy azok djak, azaz még nem szerepelnek a nemrégiben Tadej és Zyczkowski
altal megjelentetett katalogusban sem [41].

Ciklikus csoportok nem periodikus parkettézésait vizsgéltuk, azaz olyan parkettazasokat ahol egyik
faktor sem periodikus. Az ilyen parkettazasok teljes karakterizaldsat kis elemszdmu csoportok esetén
egy hatékony szamitogépes algoritmussal elvégeztiik [34]. Ennek motivacidja az volt, hogy ilyen par-
kettézasok zeneszerzési alkalmazéast nyerhetnek (Vuza kanonok).

Potenciilelmélet és alkalmazasai az approximaciéelméletben. Sulyozott Hermite-Fejér inter-
polacios kérdéseket vizsgaltunk a valos egyenesen Freud sulyok mellett [29]. Korabban az ilyen tipusa
pozitiv eredményekhez tipikusan harom sulyt kellett figyelembe venni: amely szerinti ortogonélis po-
linomok gyokein interpolaltunk, amellyel definidlt silyozott osztalybol vettiik az interpoldlandé flige-
vényt, és amellyel az interpolédcids eljaras hibajat mértiik. Megmutattuk, hogy silyozott esetben az
Hermite-Fejér interpolacios eljarast megfelelGen definidlva, a w Freud-stly szerint p-normaélis alappon-
trendszeren konstrualt Hermite-Fejér interpolaciés eljaras a w szerinti stulyozott fiiggvényosztalyban
lévs folytonos fliggvényekre konvergal, ha A(w) > 1 és az un. sulyozott Rodriguez-tulajdonsag tel-
jesiil az interpolacios matrixra. Ez specidlisan érvényes akkor, ha w(z) = e‘x%, k = 2,3,4,5, és
X olyan interpoléciés matrix, amelyen az Hermite-Fejér alapfiiggvények csak polinomialisan nének.
Eredményiink tehat bizonyos esetekben egyetlen sulyfiigvénnyel ad konvergens eljarast, rdadasul a me-
gengedett alappontok osztalya meglehetdsen széles, nem kell ortogonalis polinomok szerinti gyokoknek
lennie az alappontoknak.

Az egységkoron Kazaros Kazariannal kozosen |28] olyan peremfiiggvényeket tekintettiink, amelyek-
nek szingularitasai lehetnek, viszont egy adott (esetleg helyenként zérus), de folytonos w sulyfiiggvény
szerinti folytonos osztalyban vannak. Amennyiben erre a peremfiiggvényre akarjuk megoldani a Dirich-
let problémat, akkor a megfelels C'(w) folytonossagi osztalyban kell dolgoznunk, és a peremfiiggvény
nem feltétleniil korlatos avagy integralhatd, ezért a Poisson integral sem feltétleniil 1étezik. Ezért
konstrualunk egy altalanositott Poisson operatort, és egy megfelelen konstrualt ortonormalt polinom-
rendszerrel dolgozva nemtrividlisan megbecsiiljiik a nulltér dimenziojat. Igy tetszéleges f € C(w)-re
meg tudjuk konstrualni a harmonikus beterjesztést, mint az altaldnositott Poisson-operator magja
szerinti konvoluciét. Az operdtor konstrukciojahoz a w szerint ortogonalis polinomrendszerbdl bi-
zonyos, megfelelen vilasztott elemeket kell elhagyni, és az igy létrejové minimaélis rendszer szerinti
ortogonalis sorfejtést kell tekinteni.

A fenti mddszerek tovabbi kiterjesztését is megvizsgaltuk abban a forméban, amikor nem az egység-
kor belsejére kell harmonikusan beterjeszteni egy fiiggvényt (Dirichlet feladat), hanem a valos egyenesen
adott sulyozott fligvényiinket folytatjuk pl. a felsg félsikba (és igy Abel-szummacioval rekonstruélhat-
juk az eredeti fiiggvényt) [30]. Ebben a munkaban a valos egyenesen olyan tipusu sulyfiiggvényeket
tekintettiink, amelyek egy w(x)s(x) alaku szorzatba irhatoak, ahol w(x) a szokasos Hermite suly, s(x)
pedig polinomialis tipust zérdhelyekkel rendelkezhet, Gszesen egy véges M rendben. Beldttuk, hogy
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egy, a w(x)s(z) szerint sulyozott LP-térben lévo fiiggvényre ebben az esetben az M-nél nagyobb rend
Hermite-polinomok szerinti sorfejtés LP-ben Abel-6sszegezhets a fiiggvényhez.

Masrészt tovabbi altaldnositaskeént elkezdtiik azt az esetet vizsgélni, amikor s(z)-nek akar végtelen
sok zérohelye is lehet [31]. Boas, Pollard, Rosenblum, Talalyan, Mockenhaupt vizsgélatait folytatva Ba-
nach tételét hasznaltuk, mely szerint egy ¢, fiiggvény-rendszer akkor Abel szumméciés bazis L},,-ben,
ha ugyanitt minimaélis teljes rendszer és (a minimalitas értelmezésében szerepls ¢} duélis rendszerével
vett) sorfejtése Abel-szummacios Osszegének norméja minden 0 < 7 < 1 mellett egyenletesen becsiil-
hetd a fliggvény normajanak fix konstansszoroséaval.

Végtelen sok szingularitds esetén a w szerint ortogondlis polinom-rendszerbdl elhagyandé elemek
szama is végtelen, ezaltal lehet teljes és minimadlis bézist konstrudlni w(z)s(z) szerint. Az ebbdl
adodo végtelen interpolacios problémét bizonyos esetekre sikeriilt megoldani, ezéltal Freud silyokra és
megfelelGen kondicionalt s(x)-re kaptunk Abel-szummalhato sorfejtést.

Ugyancsak a potencidlelmélet teriiletén Farkas Balinttal kozosen dolgozva azt mutattuk meg, ho-
gyan irhaté le szamos, a funkcionél-analizisben és a magasabb dimenziés analizisben gyakran hasznalt
fogalom — igy a metrikus randevi-szam illetve atlag-szdm, a Csebisev-konstans, az tin. linearis polari-
zécios konstans is — a Fugled-Ohtsuka-Choquet féle dltalanos potencidlelmélet segitségével [23, 22, 21].
Szamos 1j eredmény mellett ez a leirds szinte minden eddig ismert eredményt lefed. Nagy el6nye,
hogy ravezetett a randevi-szamok végtelen dimenzidban is helyes — lezarast is alkalmaz6 — médositott
definicigjara, amellyel minden Banach tér randevi-szama létezik, és amelyet sok esetben ki is tudtunk
szamitani.

Tovabbi eredmények. Uj becslést adtunk valos téren funkcionélok szorzatanak norméjara, a felléps
Gram matrix sajatértékeinek harmonikus, illetve geometriai kozepével [39]. Ez élesiti B. Marcus egy
korabbi eredményét, amelyben a legkisebb sajatérték szerepelt. G. Munozzal megmutattuk [40], hogy
az extremaélisnak sejtett ortogonéalis rendszer - melynek optimalitdsa komplex terekben mar Arias de
Reyna 1999-es eredménye 6ta ismert - valosban is extremalis, legalabb lokélisan. (Korabban A. Pappas-
sal igazoltuk a teljes sejtést, ha a dimenzié nem t6bb mint 5.) V. Anagnostopoulossal [1] kapcsolatot
taldltunk a Csebisev konstansok és a polarizicidés konstans kozott, illetve altalanos potencidlelméleti
szemszogbol vizsgalva a kérdést, Farkas Balinttal a randeva szdmok és a polarizaciés konstans, valamint
az altalanositott Csebisev konstans és energia kapcsolatat tartuk fel.

A pozitiv realizécios problémakdr minimalitasi kérdését oldottuk meg olyan transzfer fiiggvényekre,
amelyeknek csak nemnegativ, elsérendii polusai vannak, méghozza a dominans polus kivételével negativ
rezidummal [27]. Ebben a specidlis esetben sziikséges és elégséges feltételt adtunk miniméalis dimenzi6ju
pozitiv realizacid létezésére.

Hatékony altalanos algoritmust adtunk transzfer fiiggvények pozitiv realizalasara [17]|, amelynek
jelentds elénye az eddig ismert algoritmusokkal szemben, hogy 1ényegesen kisebb dimenzids realizaciot
ér el, a teljes altaldnossag megtartasa mellett.

Tobbvaltozos wavelet bazis konstrualdsdhoz természetes modon foghatunk hozza tgy, hogy a mega-
dott alapfiiggvényt egy az egységnégyzetet egy egész kordinataja téglalapra nagyitd, expanziv A linearis
leképezés segitségével "skalazzuk". Mely A leképezések adnak meg ekvivalens wavelet konstrukciokat
(azaz "m7kodnek" ugyanazon alapfiigvényekre)? K. Kazarian és mésok vizsgéalatait folytatva A. San-
Antolinnal (K. Kazaros tanitvanyaval) leirtuk 6nadjungalt A transzforméciok korében az ekvivalencit
[51]. Az egész koordinataju matrixok korében a teljes leiras érdekes modon szamelméleti kérdésekkel
is Osszefiigg, nevezetesen akkor kapunk teljes valaszt, ha a "4 exponenciélis sejtés" néven ismert hires
sejtés igaz.

Révész Szilard Fiilop-szigeteki tarssszerzdkkel megmutatta [44], hogy ha egy pozitiv definit folytonos
fliggvény deriviltjara van egy, a fiiggvény norméjatol fiiggs korlatunk, akkor a fiiggvény nem tiinhet
el a 0 egy alkalmas kornyezetében. Ezt felhasznalva Bernstein-Markov tipusi egyenlGtlenségeket lehet
vizsgalni: megmutattuk, hogy H. N. Mhaskar Gauss fiiggvények rendszerére bizonyitott Bernstein
tipusd egyenlGtlensége 1ényegében éles.

Uj, kozvetlen, &ltalanosabb és komplex polinomokra is érvényes bizonyitast adtunk arra a Schur
tipusi tételre, hogy ha egy polinomnak nincs gyoke az egységkorben, akkor a silyozott polinom norma
és a maximum norma kozott élesebb egyenl6tlenség all fenn, mint altalaban [50].



A projekt tamogatasa kiilondsen hasznos volt nemzetkozi kapcsolataink, a nemzetkozi egyiittmii-
kédésben megvalosulod kutatdsok szempontjabol. ElsGsorban az Aline Bonamival, Mihalis Kolountza-
kisszal, Philippe Jamminggal, Gustavo Munozzal, Kazaros S. Kazariannal (és tanbitvanyéaval, A. San-
Antolinnal), R. Schneiderrel és Farkas Bélinttal (Darmstadt) valo kézos munka sikeréhez jarult hozza
jelentsen az OTKA tamogatas, ezen szerzékkel tobb kozos cikkiink is sziiletett. Farkas Balint és Mi-
halis Kolountzakis neve is szerepelt az id6kdzben beadott, kiegészits tamogatas iranti palyazatunkban,
azonban ez nem nyert elfogadast, igy az eredeti koltségvetésbdl gazdalkodva probaltuk feladatainkat
megoldani. Jol fejlédé nemzetkozi kapcsolatrendszeriink kdzvetve tobb hazai konferencia, workshop,
nyéri iskola megrendezéséhez jarult hozza.

Osszességében a projektet eredményesnek érezziik, és sajnalatosnak tartjuk, hogy munkank hasonld
irdnyban torténd folytatasara - két eredménytelennek elbiralt palyézat utan - jelenleg mar nem rendel-
keziink tamogatassal.

HIVATKOZASOK

[1] V. Anagnostopoulos, Sz. Gy. Révész, Polarization constants for products of linear functionals over R? and C? and
the Chebyshev constants of the unit sphere, Publ. Math. Debrecen, 68/1-2 (2006), 63-75.

[2] A. Bonami, Sz. Gy. Révész, Failure of Wiener’s property for positive definite periodic functions, Comptes Rendus
Mathematique, Volume 346, 1-2, (2008), Pages 39-44.

[3] A. Bonami, Sz. Gy. Révész, Integral concentration of idempotent trigonometric polynomials with gaps, Amer. J.
Math., to appear, see also as ArXiv:0707.3023v1 at http://front.math.ucdavis.edu/0707.3023, 43 pages.

[4] A. Bonami, Sz. Gy. Révész, Concentration of the integral norm of idempotents, Fractals and related fields, Procee-
dings of the Conference in Honor of Jacques Peyriére, Birkhauser, 23 pages, to appear, see also as arXiv:0811.4576v1
[math.CA] at http://uk.arxiv.org/PS_cache/arxiv/pdf/0811/0811.4576v1.pdf.

[5] K.J. Boroczky, I.Z. Ruzsa, Note on an inequality of Wegner, Disc. Comp. Geom., 37(2007), 245-249.

[6] K. J. Boroczky, R. Schneider, Stable determination of convex bodies from sections, Studia Math. Sci. Hung., kizlésre
elfogadva, 2007,

[7] K. Boroczky, K. J. Boroczky, Polytopes of minimal volume with respect to a shell - another characterization ...,
Disc. Comp. Geom. 38 (2007), 231-241.

[8] K. Boroczky, K. J. Boroczky, A stability property of the octahedron and the icosahedron, Publ. Math. Debrecen
71(2007), 449-466.

[9] K. Boroczky, K. Boroczky (Jr.), G. Wintsche, Typical faces of extremal polytopes with respect to a thin three-
dimensional shell, Periodica Math. Hung. 53 no. 1-2, 83-102., 2006

[10] K. Boroczky, K.J. Boroczky, C. Schiitt, G. Wintsche, Convex bodies of minimal volume, surface area and mean
width with respect to thin shells, Canadian Journal of Mathematics, 60 (2008), 3-32., 2008

[11] K.J. Boroczky, Salvador S. Gomez, P. Tick, Volume approximation of smooth convex bodies by three-polytopes of
restricted number of edges. Monats. Math., 153 (2008), 23-48.

[12] K.J. Boérdczky, F. Fodor, V. Vigh, Approximating 3-dimensional convex bodies by polytopes with a restricted
number of edges. Beit. Alg. Geom, 49 (2008), 177-193.

[13] K. J. Boréczky, R. Schneider, Circumscribed simpleces of minimal mean width, Beit. Alg. Geom. 48 (2007), 217-224.,
2007

[14] K.J. Boroczky, R. Schneider, A characterization of the duality mapping for convex bodies. Geom. Func. Analysis
(GAFA), 18 (2008), 657-667.

[15] K.J. Boroczky, L.M. Hoffmann, D. Hug, Expectation of mean projections of random polytopes. Periodica Hungarica,
57 (2008), 143-164.

[16] D. Burns, N. Levenberg, S. Ma‘u, Sz. Gy. Révész, Monge-Ampére measures for convex
bodies and Bernstein-Markov type inequalities, Trans. Amer. Math. Soc., to appear, see
http://www.ams.org/cgi-bin/mstrack/accepted_papers/tran, see also as arXiv:0705.1095 at
http://uk.arxiv.org/PS_cache/arxiv/pdf/0705/0705.1095v1.pdf, 22 pages.

[17] W. Czaja, P. Jaming, M. Matolcsi, An efficient algorithm for positive realizations, System & Control Letters, 57
(2008), no. 5, 436-441.

[18] B. Farkas, V. Harangi, T. Keleti, Sz. Gy. Révész, Proc. Amer. Math. Soc. 136 (2008), no. 4, 13250-1336.

[19] B. Farkas, M. Matolcsi, P. Méra, On Fuglede’s conjecture and the existence of universal spectra, J. Fourier Anal.
Appl., Volume 12, Number 5, (2006), 483-494.

[20] B. Farkas, Sz. Gy. Révész, Decomposition as the sum of invariant functions with respect to commuting transforma-
tions, Aequationes Math. 73 (2007), 233-248.

[21] B. Farkas, Sz. Gy. Révész, Rendezvous numbers in normed spaces, Bull. Austr. Math. Soc., 72 (2005), 423—-440.

[22] B. Farkas, Sz. Gy. Révész, Rendezvous numbers of metric spaces — a potential theoretic approach, Archiv der
Mathematik, 86 (2006), 268—281.



23]
[24]
[25]
[26]
[27]
[28]
[29]
[30]
31]

[32]

[33]

[34]
[35]
[36]
37]
[38]
[39]
[40]
[41]
[42]
[43]
[44]
[45]
[46]
[47]
[48]
[49]
[50]

[51]

B. Farkas, Sz. Gy. Révész, Potential theoretic approach to rendezvous numbers, Monatshefte fiir Mathematik, 148
(2006), 309-331.

B. Farkas, Sz. Gy. Révész, Tiles with no spectra in dimension 4, Math. Scand., 98 no. 1 (2006), 44-52. MR, 2221543.
B. Farkas, Sz. Gy. Révész, Positive bases in spaces of polynomials, Positivity, 12 (2008), no. 4, 6910-709.

K. Gyarmati, M. Matolcsi, I. Z. Ruzsa, A superadditivity and submultiplicativity property for cardinalities of
sumsets, Combinatorica, to appear.

A. Halmschlager, M. Matolcsi, Minimal positive realizations for a class of transfer functions, IEEE Trans. Circ. Syst.
I, 52 (2005), vol. 4, 177-180.

A. Horvath, K. S. Kazarian, The Dirichlet Problem in Weighted Norm, A. Renyi Inst., Preprint No. 9/2006

A. Horvath, Weighted Hermite-Fejér Interpolation on the Real Line , Acta Math. Hungar. 115 (1-2) (2007), 101-131.
A. Horvath, Abel Summation in Hermite-type Weighred Spaces with Singularities, East J. on Approx 13 (4) (2007),
357-385.

A. Horvath, Biorthonormal Systems in Freud-type Weighted Spaces with infinitely Many Zeros - an Interpolation
Problem, preprint, arXiv:0811.0289v1 [math.CA], 2007

A. Tosevich, M. N. Kolountzakis, M. Matolcsi, Covering the plane by rotations of a lattice arrangement of disks,
in Complex and Harmonic Analysis, Proceedings of the International Conference, Thessaloniki, May 25-27, 2006,
Destech Publications Inc., 2007 (eds: A. Carbery, P. L. Duren, D. Khavison, A. G. Siskakis)

Ph. Jamming, M. Matolcsi, Sz. Gy. Révész, On the extremal rays of the cone of positive, positive defi-
nite functions, J. Fourier Anal. Appl., 22 pages, to appear, doi 10.1007/s00041-008-9057-6; "online first" see
http://www.springerlink.com/content/7t361775u3521t8n/fulltext.pdf.

M. N. Kolountzakis, M. Matolcsi, Algorithms for translational tiling, preprint.

M. N. Kolountzakis, M. Matolcsi, Tiles with no spectra, Forum Math., 18 (2006), 519-528.

M. N. Kolountzakis, M. Matolcsi, Complex Hadamard matrices and the spectral set conjecture, Collectanea Mathe-
matica, (2006), Vol. Extra, 281-291.

M. Kolountzakis, Sz. Gy. Révész, On pointwise estimates of positive definite functions with given support, Canad.
J. Math., 58 (2) (2006), 401-418. MR 2209285.

M. Kolountzakis, Sz. Gy. Révész, Turan’s extremal problem for positive definite functions on groups, J. London
Math. Soc. 74 (2006), 475-496.

M. Matolcsi, A geometric estimate on the norm of product of functionals, Linear Algebra Appl. 405, (2005), 304-310.
M. Matolcsi, G. Munoz, On the real polarization problem, Math. Ineq. Appl., vol. 9/3, (2006) 485-494.

M. Matolesi, J. Reéffy, F. Sz6llgsi, Constructions of Complex Hadamard matrices via tiling Abelian groups, Open
Systems & Information Dynamics, 14, (2007) 247-263.

L. B. Milev, Sz. Gy. Révész, Bernstein’s inequality for multivariate polynomials on the standard simplex, J. Inequa-
lities and Appl., 2005:2 (2005), 145-163.

G. A. Munoz, Sz. Gy. Révész, J. B. Seoane, Geometry of homogeneous polynomials on non symmetric convex bodies,
Math. Scand., 104 (2008), 1-14.

N. N. Reyes, Sz. Gy. Révész, G. A. M. Velasco, Oscillation of Fourier Transforms and Markov-Bernstein Inequalities,
J. Approx. Theory, 145 (2007), 100-110.

Sz. Gy. Révész, A comparative analysis of Bernstein type estimates for the derivative of multivariate polynomials,
Annales Polonici Mathematici 88.3 (2006), 229-245.

Sz. Gy. Révész, Turan-type converse Markov inequalities for convex domains on the plane, J. Approx. Theory, 141
(2006), No. 2, 162-173.

Sz. Gy. Révész, On a paper of Er6d and Turan-Markov inequalities for non-flat convex domains, East J. Approx.
12 No. 4 (2006), 451-467.

Sz. Gy. Révész, Inequalities for multivariate polynomials, Annals of the Marie Curie Fellowships, 4 (2006), (electro-
nic), http://www.mariecurie.org/annals/, 6 pages.

Sz. Gy. Révész, On some extremal problems of Landau, Serdica Math. J., 33 (2007), 125-162.

Sz. Gy. Reévész, Schur type inequalities for polynomials with no =zeros in the wunit disk,
J. Ineq. Appl, Volume 2007 (2007), Article ID 90526 (electronic), doi:10.1155/2007/90526,
http://www.hindawi.com/journals/jia/volume-2007, 10 pages.

Sz. Gy. Révész, A. San Antolin, Equivalence of A-Approximate Continuity for Self-Adjoint Expansive Linear Maps,
Linear Algebra Appl., 429, (2008), no. 7, 1504-1521.



