Szakmai zardjelentés az
OTKA 49433: ,,Halok és mas algebrak”
palyazatrol (2005-2008)

A pélyazati szerz6désben 10 tudomanyos cikket vallaltunk. A jelen beszamold 15 megjelent,
6 elfogadott és 8 benyujtott cikk eredményeirdl ad szamot, a jelen f4jl végén talalhato
irodalomjegyzék szerint. A koltségkereten beliil maradtunk. Az eredmények az alabbiak.

Ad 1) 2-uniform kongruenciak és lezarasi operatorok

Nemrég K. Kaarli, valaszul Gritzer, Quackenbush és Scmidt Tamas kérdésére, bebizonyitotta,
hogy ha egy véges halonak nincs olyan kongruencidja, amelynek van két kiilonb6zo
elemszamu osztalya, akkor a halé kongruencia-felcserélhetd. Az [1]-beli eredményt [3]-ban
tovabbfejlesztve igazoltuk, hogy nemtrividlis idempotens Malcev-feltételt teljesitd véges
algebra esetén barmely két olyan kongruencia felcserélhetd, amelyeknek minden osztalya
kételemli. Az eredmény komolyan épit az [1]-ben bevezetett Ujfajta lezardsi operatorra,
amelyik erésebb (azaz sziikebb lezartat ad), mint a Galois-féle lezaras. Marmost, ha a Galois-
féle lezarasi operator gyakorlati hasznositasara oly sok példat adott a Rudolf Wille altal
alapitott (féleg darmstadti) iskola, akkor van egy kis remény arra, hogy az 0j lezarasi operator
is hasznosul majd, v.6. [7, 10, 17].

Ad 2.) Fraktalhalok és Neumann-keretek

[4]-ben bevezettiikk a fraktalhaldé fogalmat: a fraktalhdlo egy olyan korlatos hald, amelyik
barmely nemtrividlis intervallumdval izomorf. [4] tobb példat ad ilyenekre, és fraktalhalok
segitségével sikeriilt egy j eredményt igazolni halok konvexitasairdl. [5]-ben kimutattuk,
hogy bar egy modularis fraktalhdlo azonossagelmélete nem teljesen egyértelmii, de mégis
elég sziik hatdrok kozott mozog. Erdekes a Neumann-féle keretekre menet kozben nyert
eredmény is, amely a halok koordindtdzasanak elméletét gazdagitja. A fraktalhalokra
vonatkoz6 vizsgélatokat nemrég Jan Jakubik folytatta (eredménye benyujtas elotti stadiumban
van).

Ad 3) A gyenge kongruenciak haldja

[2]-ben megmutattuk, hogy véges csoportok Dedekind-tulajdonsaga jellemezhetd azzal, hogy
a diagonadlis relacid egyesités-féligdisztributiv a gyenge kongruencidk halojaban. Ennél
messze tobbet mond a kategoriaclmélet és haloelmélet hatardhoz tartozé [18], ahol ezt az
eredményt egy L halo foidedljain definidlt lezarasi operatorok olyan csaladjara altalanositjuk,
amely csalad lokalis lezarasi operator kategoria elméleti értelemben.

Ad 4) Halok kombinatorikai vonatkozasai

Ismeretes, hogy a Frankl-sejtésnek, mas néven az unidézart halmazokra vonatkozé
sejtésnek megvan az eredeti sejtéssel ekvivalens haléelméleti megfeleldje. Eddig a (kevés
szaml) haloelméleti megkozelités leginkabb csak a haloelméletben volt érdekes, hiszen a
halos terminologia nélkiill nemigen lehetett ezeket a kombinatorika nyelvén elmondani.
Halokra tdmaszkodva (az eddigi legjobb eredményt javitva) kimutattuk, hogy ha az unidzart
csalad elég nagy az alaphalmaz méretéhez képest, akkor a Frankl-sejtés teljesiil, sot atlagoltan
is teljestil [9]. [15]-ben pontosan megallapitottuk ezen moédszer hatdrait. Valamivel tobb
mondhat6 féligmodularis halok esetében a [11] cikk szerint.

[15]-ben fontos szerepet jatszott az a probléma, hogy véges Boole-algebra esetén egy
adott elemszdmi rendezésidedl Ossz-magassdga mikor maximalis. Az erre vonatkozo
eredményt terjesztettiik ki [20]-ban véges sok véges lanc direkt szorzatdra, és azt is



kimutattuk, hogy ezen a téren sokkal tovabb nem lehet menni. Erdekes kovetkezményként a
szamjegyOsszeg sorozatok egy eltolasi tulajdonsaga is kovetkezett. Ez a tulajdonsag a 10-es
szamrendszerben igy szol: vegyiink k darab egymds utdni pozitiv egész szamot 1 ¢és
(mondjuk) 99999 (tehat egy 10-hatvany minusz 1) kozott. A tekintett k szdm szdmjegyeinek
Osszege akkor minimalis, illetve maximalis, ha az elsd, illetve az utolsé k szamot vessziik az
[1,99999] intervallumban.

Czédli G., Huhn-A. és Schmidt T. egy régi eredménye szerint véges disztributiv
haloéban barmely két W-bazis (azaz gyenge bazis) azonos elemszdmu. [13, 14]-ben hasonld
eredményt igazoltunk CD és CDW-bazisokra. Azt is kimutattuk, hogy alkalmas értelemben a
disztributivitasra valoban sziikség van.

[6]-ban az imént emlitett W-bazisokra vonatkozo tételt alkalmaztuk egy, a
koédolaselméletben vizsgalt ,.egydimenzids” kérdés kétdimenzids valtozatira. A ,szigetek
szamolasat” tobb hasonl6 vizsgalat kovette, kozottiik [28, 29].

Ad 5) Féligmodularis halok

Jelentések a féligmodularis halokra igazolt eredmények. G. Gritzer és E. Knapp két
cikkben is foglakozott azzal a kérdéssel, hogyan lehet egy sikbeli véges féligmodularis halot
disztributiv halobol eldallitani. Eredményeiket 1ényegesen megjavitja a [8]-beli 1j, fontos
struktaratétel. Eszerint minden F véges féligmodularis halé egy alkalmas D véges disztributiv
halo fedésorzo egyesitéshomomorf képe. (Az ilyen homomorfizmusok magkongruencidja jol
jellemezhetd.) D valaszthatdo olyannak is, hogy J(D) ¢és J(F) izomorf legyen. A
struktaratételbdl konnyen adodik, hogy a véges féligmodularis halok (izomorfia erejéig)
éppen a véges disztributiv halok fedésorzo egyesitéshomomorf képei.

A fenti eredmény egyfajta kapcsolatot teremt a disztributiv és a féligmodularis halok
kozott. [21]-ben kimutattunk egy forditott iranyu kapcsolatot is: minden D véges disztributiv
halo eldall egy olyan F véges féligmoduléris halo kongruenciahéaldjaként, amelyre J(F) egy- és
kételemii lancok kardinalis Osszege. A tétel nem javithatd, hiszen ha J(F) egyeleml lancok
kardinalis Osszege (azaz antilanc), akkor F kongruenciahaldja legfeljebb kételemii (azaz F
egyszerl halo).

Gritzer G. ¢és Kiss E. W. bizonyitotta 1986-ban, hogy minden véges féligmodularis
halo fedésérzé modon bedgyazhatod egy alkalmas véges geometriai haloba. [19]-ben sikertilt
ezt az eredményt a véges esetrdl a véges hosszusagura kiterjeszteni.

Ad 6) Tovabbi haloelméleti eredmények

[12] teljesen elemi bizonyitdst ad szabad halok egy-két ismert tulajdonségara, a
Whitman-feltételt is beleértve. [16]-ban azonossagokat felmutatva (1j modon igazoljuk Ralph
Freeese azon ismert eredményét, hogy a sikbeli modularis halok varietdsanak kontinuum sok
részvarietasa van.

[23]-ban a szekcionalisan pszeudokomplementumos halok kongruenciahaloit
jellemeztiik.

Egy 1-elemes S félhalo fofilterein értelmezett rendezésfordito ,,lokélis” permutaciokat
felhasznalva S olyan algebrava tehetd, amelyik [24] szerint kongruncia-disztributiv és
kongruencia-3-felcserélhetd. Az ilyen algebrak varietasanak egyetlen minimalis részvarietasa
van, amely az un. implikacios algebrakbol szarmaztatott S-ekbdl all.

[22]-ben a szerzdk a fogalomhalok un. dobozelemeit jellemzik; a modszer algoritmust
is ad a dobozelemek megkonstrualasara.

[25]-ben leirjuk egy kvazirendezett (A,q) halmaz esetén a q kvazirendezést kiterjesztd
olyan binér relaciokat, amelyek invariansak (A,q) endomorfizmusaira nézve.



Czédli és Szabd 1995-ben az involucios halok szerkezetére vonatkozd eredményiik
felhasznalasaval kimutatta, hogy Con(L) direkt négyzete és az L halé kvazirendezéseinek
haléja izomorf. Ezen eredményt altalanositja [26] halokrol tobbségi algebrakra és azok
tovabbi kisérd halodira.

Ismert tény, hogy egy r ekvivalencia relacio segitségével definialt n. durva halmazok
egy nagyon specialis teljes Stone halot alkotnak. Nem ismert, hogy milyen maés r relaciok
vezetnek szintén halohoz. [27]-ben a szerzok kimutatjak, hogy halot, s6t disztributiv de-
Morgan hélét kapunk, ha r olyan kvézirendezés, hogy az r 4ltal indukalt rendezett
(faktor)halmazban nincs végtelen novo lanc.
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