Geomatikai Kdzlemények XVII, 2014

EOTVOS-INGA MERESEK FELHASZNALASANAK
LEHET OSEGEI A GRADIOMETRIAI PEREMERTEK-
FELADAT MEGOLDASAIBAN

S7ics Eszter Benedek Judit

Zliss  Possible applications of E6tvos torsion balance mesarements in the practical evalua-

tion of gradiometric boundary value problems— Based on numerical evaluation of integral

transforms of synthetic gravity field quantitiesttwdifferent kernel modification of gradiometric

boundary value problems it was investigated thawhich frequency band could gravity gradients
measured by EO6tvos torsion balance contribute tvigy field recovery and refinement of gravity

field features. Special attention was payed togrdkequations of transforming horizontal gravity

gradients to vertical gravity gradient, gravity amaly and potential. Closed-loop differences be-
tween gravity field quantities derived from horit@ngradients via integral transformations and

their “true” value were analysed for various wavetgh bands both in space and in frequency
domain.

Keywords: gradiometric boundary value problem, synthetic datis, spectrally modified integral
kernels

A gradiometriai peremérték-feladatok numerikus niddgai sordn a magfliggvény modositasain
keresztll szintetikus adatok felhasznalasaval altagg hogy az E6tvés-ingaval mérdidtorizonta-

lis gradiensek mely frekvenciatartomanyokban hdbkandk fel a nehézségi&tér meghatarozasa,
pontositdsa soran. A vizsgalatokat a horizontaliadgenseket vertikalis gradienssé, gravitacios
anomaliava és potencialzavarra transzformalé fdllildegralokra végeztik el. A szintetikus adatok
felhasznalasaval adekvat médon meghatarozhatéa&rtémezhetek a gradienseldd szamitott
erétérmennyiségek és azok valodi értékei kozotti éded, melyeket kulonkbhullamhosszakon
mind tér- mind frekvenciatartomanyban megvizsgé&ltun

Kulcsszavak: gradiens peremérték-feladatok, szintetikus adaszsrek, magfiiggvény madositas
1 Bevezetés

A geoidmodellezés gyakorlati célja, hogy kapcsal&toemtsen az ellipszoid feletti magassagok és
a mindennapokban hasznalt tengerszint feletti nsgak kdzott. A nehézségiosgr modellezés-
ben, kiléndsen a nagy pontossagu geoidszamitasbéhnédtalaban a cm-pontossagu geoidmodell
eléallitdsa. A geoidfeliilet leirasaban jelledan a nagy hulldamhosszisagu dsszstedominalnak,
azonban ha a geoidot a spektralis tartomanybamgalizk, akkor az éitér spektrumat globalisan
leird analitikus modellek alapjan (pl. TschernirsgRapp 1974) koérilbellil= 10000 fokszamig kell
elvégezni a sorfejtést, hogy a magas frekvencgaktalhanyagolasabdél szarmazo hiba hatasa 1 cm
alatt maradjon. Az egyedilalléan nagy felbontasdbéglis geopotencial modell, az EGM2008
(Pavlis et al. 2012), is ,csalkt”= 2160 fokszamig tartalmazza as#tér spektrumat leiré egyitthato-
kat, igy a gyakorlati megoldasoknal kilonBaipusi mért nehézségiseér mennyiségek és a to-
pografiat leiré digitdlis domborzatmodellek felha&tAsaval allitjdk él a geoid kbzepes és magas
frekvencias dsszetéi.

Mivel a mért e6térmennyiségek nagy felbontasban csak korlatoeditetre allnak rendelkezés-
re, igy ezek a kilénbdzgeodéziai peremérték-feladatok integral-transzémigs megoldasaiban
hasznalhat6k fel az &ér meghatarozasahoz. Vizsgalataink a geodézianpéték-feladatok meg-
oldasait leird, a nehézségior kulénb6sd paraméterei kdzotti kapcsolatot megtererfdlileti
integralok, ezek kozul is az E6tvds-ingaval mértizantalis gradienseken alapul6 megoldasok
gyakorlati szamitasainak kérdéseire koncentralnak.
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2 A gradiometriai peremérték-feladatok

A matematikaban a peremérték-feladat egy adotirtarhyon értelmezett differencialegyenletek és
a tartomany hatarand&it peremfeltételek egyuttese. A peremérték-feladatioldasa a differenci-
alegyenlet megoldasai kozil az, amely a peremtelfileleget tesz azégit peremfeltételeknek. A
geodéziai peremérték-feladatok a Fold tdmegétltaazd zartQ fellleten kivil harmonikusV
nehézségi étér-potencialra felirhatdé masodrénelliptikus differencidlegyenlet a AW = 0 Lapla-

ce egyenlet megoldasan keresztil a Fold alakjanak és nehéegdgiének meghatarozasara ira-
nyulnak a Fold felszinén vagy annak Kiterében végzett mérések (peremértékek) alapjare-A
hézségi eftérben meghatarozhaté mennyiségek nemlinearis &mgdrapcsolatban allnak a nehé-
zségi ebtér W potenciéljaval. Mivel a nemlinearis peremértélafldt megoldadsa nem ismert, ezért
a megoldas linearizalassal torténik (Torge 200Inkee 2013). A kildnbdzf erstérmennyiségek
azr helyvektornak és a nehézségitér W potencialjanak fliggvénygi = F(r, W).

A peremértékek linearizalasahoz valamely alkalmagdasztottr, kozelit felllet ésU refe-
rencia-potencialfiggvény szikséges, gzazF(ro+ Ar,U +T). Ismert peremfeliilet esetén a
referenciapotenciallal torténinearizalaszavartipust peremértékeket eredményez, mig ismeretlen
peremfeliilet esetén a helyvektor és a referenaapdtl szerinti linearizalassahomalia tipusu
peremértékekhez jutunk. A geodéziai peremértéldédtzk megoldasa sordn a Foéld alakjat a
telluroiddal (peremfeliilet: fizikai féldfelszin) s az ellipszoiddal (peremfeliilet: geoid) kdzekijl
nehézségi éterét pedig a normal nehézségitérrel, vagy a kiildonbdizkdzelitési hibak hatdsanak
csOkkentése érdekében, valamely rendelkezésrgeédipotencidlis modelith meghatarozhat6 &r
térrel.

A peremérték-feladatok analitikus, zart alaki mdgseait leggyakrabban a peremfeliilet &y
sugart gémbbel vald kozelitésével hatarozzak megk B megoldasok alkotjak a kilonbpa
gomb alaktdl eltér (ellipszoid, fizikai foldfelszin) peremfeliletekk®natkoz6 iterativ megoldasok
dominans tagjait.

Gomb alaki peremfeliilet esetén peremérték-feladaiedoldasa megadhaté gémbfliggvénysor
és fellleti integral 6sszefliggés alakjaban. Az itfdk nagy éinye, hogy lokélis szamitasok ese-
tén ebnydsen hasznalhat6 (Jekeli 2009), mivel a pereféetadatot megoldd Green-fiiggvények
(integral-magfliggvények) a szamitasi pont és adatpizotti tavolsaggal vagy annak hatvanyaival
forditottan aranyosak, igy a tavoli adatpontok épegrtékek) kicsiny valtozdsa nem okoz jelent
véltozast a megoldasban.

A geodéziai peremérték-feladatok lehet teszik barmely étér-paraméter meghatdrozasat a
peremfelileten és a vonzé tdmegen kivili térberer@mfelileten adott &r mennyiséghl. A
kovetkedkben azR sugarl gémbon értelmezett gradiometriai peremdetiéklatok megoldasai
kézul a horizontélis gradienseken alapulé megolkidiseizsgaljuk, azaz azokat az 6sszefliggéseket,
melyek az E6tvis-inga altal mért horizontélis geadieket valamely mas, a gyakorlat szempontja-
bél kdnnyebben hasznosithat@térmennyiségekké (potencialzavar, gravitaciés atiaméertika-
lis gravitaciés gradiens) transzformaljak.

2.1 A gradiometriai peremérték-feladatok jelentsége

A geodéziai peremérték-feladatok a Fold alakjarmkehézségi éterének meghatarozésat teszik
lehetvé a kulonboé erStérre végzett mérések (peremértékek) alapjan. Adragnyos gravimetri-
ai peremérték-feladat, a Stokes-integrdl — a kiksszharmadfaju peremérték feladat megoldasa
gdmb alaka peremfeliilet esetén — mellett az Gjstipmérési mennyiségek, kulondésen GOCE m
hold &ltal mért nehézségikér gradiensek Uj tipusu peremérték-feladatok nuggalinoz vezettek.
Magyarorszagon egyedilalléan nagy szamban allnadtetkezésre a nehézségbtér masodik
derivaltjaival kapcsolatos foldfelszini gradiensrések. Az Edtvds-inga mérések, amelyeket-els
sorban geofizikai nyersanyagkutatas, vagyis a iskélaximum 2000 m - 3000 m mélységirii-
ség-rendellenességek térképezése céljabdl végeddtdkletileg jol felhasznalhatéak a nehézségi
erotér, kifejezetten annak nagyfrekvencias 6sszgéeek meghatarozasaban. A geoid finomszerke-
zete meghatarozasanak egyik modja a gorbiiletignadkiél nem tal tavoli pontok esetében vonal-
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integral alkalmazéasaval fuggonal-elhajlas értékek szamitasa (Ultmann 2013)y \reasonlé elja-
rassal a horizontalis gradienséklgravitacios anomalidk (Voélgyesi et al. 2007) matginozasa.
Azonban a mért gradiensértékek kozvetlenll is Bdhalhatok a regionalis geoidmeghatarozas
gravimetriai (Bird et al. 2013) azaz az étérmennyiségek egymas kozotti fizikai kapcsolatan
alapul6— mddszereiben, igy a legkisebb négyzetes kollokéindth 2009) vagy a kilénbézeo-
déziai peremérték-feladatok eljarasaiban.

Van Gelderen és Rummel (2001, 2002) altaldnos &#@sr adtak a potencidlzavart megado tal-
hatarozott, kilonbdz tipusi nehézségi @&@eér-mennyisek kombinacidjan alapulé peremérték-
feladatokra, mind ismert, mind ismeretlen pereniélliesetén. Az altaluk meghatarozott
gradiometriai peremérték-feladatokat Martinec (20@¥abbfejlesztette és megadta a peremérték-
feladatokat megoldo fliggvények zart alakjét R szamitasi pont esetére. Téth (2002, 2003) leve-
zette a potencialzavar, valamint a nehézségi riameiség meghatarozasara szolgalo, kizardlag az
EotvOs-inga altal mérh@tgradiens és gorbileti értékeket felhasznal6é téhoabtt peremérték-
feladat megoldasat. Téth et al. (2005) vizsgaltde@CE nfihold altal mért vertikalis gradiens
validalasi lehatségét foldfelszini gradiens értékek alapjan. Spdélal. (2014) a gradiometriai
peremérték-feladatok Martinec-féle (2003) analiiknegoldasai alapjan meghataroztak az Eétvos-
tenzor valamennyi elemétédllitd integral-ésszefiiggéseket, ezzel |6héttéve a GOCE fiold
altal mért valamennyi gradiens elienését foldfelszini, mért gradiens adatok alapjdnnkajukkal
a mihold palyamagassagabdl a foldfelszinre szamithatdiensekkel (mért gradiensek lefele foly-
tatdsa) a kilonbézgeofizikai, a Fold bets siriiségeloszlasanak pontositasara iranyuld kutatasok-
hoz is hozzajarultak.

2.2 A horizontdlis gradienseken alapul6 gradiometai peremérték-feladatok megoldasa

Jelen tanulmany kizardlag a horizontalis gradieaeselas, a gyakorlatban konnyebben hasznositha-
t6 mennyiségekké attranszformald (egyértetm meghatarozott) peremérték-feladatok gyakorlati
szamitdsainak kérdéseit vizsgdlja. A szamitasokr az R esetre korlatozédnak, az integral-
Osszefiiggések meghatarozasanal a peremfellletetriimh tételezzik fel. A tdlhatarozott
gradiometriai peremérték-feladatok megoldasai ni@gi@ok Rummel és Teunissen (1989), van
Gelderen és Rummel (2001, 2002) valamint Téth (2@0®3) és Téth et al. (2002) munkaiban,
melyeklbl specidlis esetként levezetbea kizarélag horizontalis gradienseken alapulé rugm
amely alapveét 6sszefuggeéseit itt kdzoljik.

A gbmb geometridjanak kdvetkeztében valamely egységgomb feliiletén értelmezett négyze-
tesen integralhatd fliggvény kétvaltozds FouriekBpendnak meghatarozasahoz specidlis
ortonormdlis bazisfliggvény-rendszer sziikséges.

A potencialzavar gdmbfliggvénysor alakl®d@, ¢, r) pontban

T(P) = kZlm Tim Ylm(P): (1)
C L N -
ahol T, = {SJ’" a potencialzavar egyutthatoi,
Im
R l+1{131m(sin<p)cosm/1, m=0 e
Y..,(4,o,1r)= (= = a skalar értéktérbeli gomb-
m (4, ¢,7) (T) P (sin @) sinjm|1, m <0 g

fllggvényeket (bazisfiiggvenyek) jeldli,
| ésm a fok- és rendszamnak nevezett hullamszamok,
P, (sing) anormalizalt Legendre-fiiggvények,
k egy, a skalazast biztositd konstans (a tovabbrakhekintiink éle),

R a referencia sugar.
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A Ty, egyutthatok a fellleti gémbfliggvények ortogonahtalapjan hatarozhaték meg

Ty = f f T(P) Y;,,(P) do. 2

A tdmegvonzasi étér kulénb6sd paraméterei funkcional-kapcsolatban allnak a miédzravarral:
valamelyf erstérmennyiség a potencialzavarbél a gravitacidsrpérart definialéL differencial-
operator alkalmazaséaval nyerief tértartomanyban alkalmazott operatpispektrumbeli sajatér-
téke pedig a potencialzavar és a gravitaciéeenez kapcsol6dé mennyiség spektrumbeli egyittha-
tosora kozott teremt kapcsolatdf (+ 0)

tértartomany spektralis tartomany
= L(T = 4T
f I ( ) < flm 1 L 4lm (3)

1
T=L"" (f) < Tlm = A_lflm
Az (1)-hez hasonléan valamelysegrmennyiség felirhato

FP) = fon Xin(P) @

alakban, ahok,,, szintén egy olyan ortonormalis bazis, amelyf azennyiséget definialo linearis
differencialoperéator skalar értélgombfiiggvényre alkalmazaséaval allithat® el

1
Xim(P) = P L(Yim(P)). (5)

X, az alkalmazotL differencialoperéatortol figgen skalér, vektor (potencialzavardksndi hori-
zontalis derivaltjai esetén) vagy tenzor (potelmerar mésodreridhorizontalis derivaltjai esetén)
értéki gombflggvényt jelent (van Gelderen és Rummel 1982¥ mennyiség egyutthatosora (2)-
h6éz hasonléan az ortogonalitas alapjan

fin= || 1) Xin@ d = [[ £B) 5 £(5m(®)) o (6)

Az (1)-be (3)-at és (6)-ot behelyettesitve, az égsést az integralassal felcserélve a potencialzava
ra vonatkozoét peremérték-feladat altalanos alalga Gelderen és Rummel 2001)

1 1
T(P) = lzrlm Vin(P) = Z T fmtin®) = [[ f(Q)Z 7 £ (@) (P) do ™)
A (7)-beli integral a fizikai geodéziaban szokdkormvollcids integral alakra egys#eithet, ha a
1
; 7 L0 @) ®)

peremérték-feladatot megoldé Green-figgvény (mapféigy) és aZ(Q) mennyiségo egység-
gombre vett szorzatintegraljanak meghatarozaséfidhgznaljuk a potencialzavar és a kilordhoz
erétér paraméterek egyiitthat6i kozoétti kapcsolatot adégt; sajatértékeket, valamint a skalar és
tenzor értélkk gdmbfliggvények dsszegezési tételeit (van Geldesdrummel 2001).

A vizsgalt peremérték-feladatok esetében a peréifeten adotf(Q) mennyiségek a horizonta-
lis gradiensek, melyek a megféeinagfiiggvénnyel potencidlzavarra, gravitacios ahidwe és
vertikdlis gradienssé transzformélhatok. Ha a aélitacios anomalia vagy vertikdlis gradiens
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meghatarozasa R szamitasi pontban, akkor a magfliggvény (8) alakjéb gravitaciés anomaliat,
vertikalis gradienst definiald differencial operatort kell alkalmazniRapontban értelmezett skalar
értéki gémbflggvényre.

A potencidlzavar tisztamirdnya derivaltjai esetén egys#ea spektrumbeli kapcsolat meghata-
rozasa, az (1)-ben adott 6sszefliggésre alkalmazpatemértékek linearizalasara kapott 6sszeflg-
géseket, a gravitaciés anomalia esetén gdmbi kégellkalmazva

a tértartomanyban

2 2 R\2(-1)
Ag = Lag(M) ==0,T =T = -0, =21 = > (=) > Ton Vi
r r - r R — )

a spektrumban

(-1
R

A vertikalis gradienst @,, operator definialja, (1) z-szerinti kétszeri derivalas utan

Agim = ——Ti, NL(Ag) =1-1.

a tértartomanyban

1+3
(a+ 1)(1 +2)
Tz = LTzz(T) ==0,,T = —0,T = z <_) z Tim Yims

T (10)

a spektrumban

(Tzz)lm = an' AI(TZZ) = (l + 1)(l + 2)

A (7)-beli integral egyszébb alakra hozédsahoz felhaszndljuk, hagiyanyl derivaltak esetén
L(Y;) = A, Vi, valamint a skalar értélgombflggvények 6sszegezési tételét

D FinP)in(@ = ) @1+ DPi(cos ) (11)
Im l

A potencidlzavarT,,, egyitthatéi és az EdtvOs-tenzor horizontalis ddtakat tartalmazo elemei
egyutthatésora kozétti kapcsolatot megatiospektrumbeli sajatérték meghatarozdsa korantsem
ilyen egyszeli. A (7)-beli integral a potencialzavar = {aXZ, ayz} horizontdlis iranyd derivaltjai
esetén a gombfellleten értelmedettennyiség és K magfliggvény helyi koordinata-rendszerben
vett horizontalis derivéltjaibol képzett vektoréiti kombinacio felllleti integraljat eredményezi. Az
Eétvos-inga altal mért horizontalis gradiensek @sgtont ezek 4T, Tyz} méréskombinaciok all-
nak rendelkezésre a magfliggvény derivaltjai pedighltharomszogtani 6sszefliggések alapjan
atirhatéak azx azimut és a) a gombi szogtavolsag fiiggvényeként. Van GeldesiRé@mnmel
(1992) cikkiikben meghataroztak a potencialzavaazégEodtvos-tenzor bizonyos elemkombinacioi,

igy a{Ty,, T,,} mennyiség kozotti kapcsolatot megado spektrunsagditértékeked, ({T,,, T,,}) =

JIA+ 1D +2) . gy
T(P) = kff ET() (T, (Q) cos ay + T,,(Q) sina,) do, (12)

ahol a potencialzavarra vonatkozd Eotvos-magfiiggeé8), (11) éa;({T,.. sz}) alapjan
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d 2l+1) @2l+1)

E0) = g L naen” Y T LIarna+D

Py, (cosy), (13a)

a, aQ integralasi pontbdl & szamitasi pontban mért azimut, Rs(cosy) azl-ed foka 1-rend
Legendre fiiggvényeket jeldli.

A (12)- hez hasonlé 6sszefliggések vezéthket a gradiensekib a gravitaciés anomalia illetve a
vertikalis gradiens transzformaciojara. A magfiiggrek meghatarozasanal (13a)-ban figyelembe
vesszik a gravitacios anomalia valamint a verskgiadiens és a potencialzavar kdzott meghataro-
zott (9) és (10) szerinti spektrumbeli 6sszefliggasly a kdvetkez EStvds-magfiiggvényeket adja
spektrdlis alakban

_ d RI+1H (-1 _ RI+DU-1
Ebe(y) = _ﬁ : mﬂ (cosy) = l mﬂl (cosy), (14a)
valamint
_ d QR+ U+1DU+2) B 21+1)
ETz(y) = ~ l [+ DA +2) P, (cosy) = Zfﬂl (cosy) . (15a)

A Legendre-polinomok osszegzési tételeit felhasanairadiens peremérték-feladatot megoldé
(13a)-(15a) magfliggvények a tértartomanyban fefbthaart alakban (van Gelderen és Rummel
2001)

31 sin%+1 -
n| —<— sin
sin(y) 3cos (%) 3 cos (%) sin%
B =—— =5~ ¥ o 2
in2 12 i L
2(sm ) +sm2) (13b)
cos% 3cos3%
— + )
2 (sin% + 1) 2 (sin2 % + sin %)
1 1
E%8(y) = cosf 10sin£— 18 sin? id In +1 | —18sin® id In +1
2 2 2 Y 2 )
sin sin
(14b)
Y LY LYY )
_ 27 27 r x
9 cos 2+ 9 sin 2+7 /(2 sm2 (sm2+1 ,
cos% (—12 sin47— 12 sin3%+ 25in2%+ ZSin%-i- 1)
ET=()) = (15b)

2 sin? % (sin% + 1)

A feluleti integralok megoldasaiban szekephagfliiggvények a tavolsag valamely hatvanyaval
forditottan aranyosak. A gradiens peremérték-fatddd megoldd Green-fliggvények alakja jol
mutatja a gradiensek nehézséditér szamitasban valé alkalmazhatdésagat. A poteasiat meg-
hatarozasara szolgaly (y) fiiggvénykorlatosy = 0 esetén a tavoli adatpontok hatasa nem ha-
nyagolhato el (Toth 2003, Martinec 2003), az inddgi sugar korlatozasabdl eseckonkitasi hiba
jelen®s (1. abra).
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normalizalt magfliggvény érték

gombi szdgtavolsag [fok]

1. &bra. A gradiens peremérték-feladatot megold6 normalizalgfliiggvények a potencialzavar, a nehézségi lemagskég
és a vertikélis gradiens esetében. OsszehasosiitéaiStokes magfiiggvény is lathato

Az E®8(y) fuggvény hasonlé a Stokes-féle magfiiggvényliez, 0 esetén szingularis, és a gémbi
szogtavolsag novekedésével gyorsan lecsokkenEz(y) fiiggvény szintén szingularis zérus
szogtavolsag esetén, a fiiggvény csokkenése mégatymrmint aZ28(y) fiiggvényé, igy jeleit
sen kisebb teriileil szikségesek gradiens adalokmeghatérozasara.

3. Numerikus vizsgalatok
3.1 Felhasznalt adatok

A fizikai geodéziai feladatok megoldasai, a megstiddnumerikus maddszerei, valamint a kulénbo-
z6 paraméterek (addidiség, mérési zaj,...) valtoztatasanak megoldasra gotikmatasai j6l ellen-
6rizhettk az egymassal konzisztens, szintetikus adatrerelsadapjan. A szintetikus adatrendsze-
rek (Vantek et al. 2013, Hirt et al. 2013)6dllithatok gombfliggvény sorfejtéssel a rendelkezésr
allé globalis geopotencialis modellek (GGM) felhadasaval, ez az G.effect modelingilletve
valamely diszkretizalt isiiségmodellBl a newtoni tdmegvonzasi integral alkalmazasavallyna
source modelingnddszere. A két eljaras kombinaldsaval olyan stikute adatrendszer allithaté
el, mely jol kozeliti a valdadi foldi nehézségideeret, mivel annak hosszu és kdzepes hullamhosszud
Osszetelje GGM-eken alapul, masrészt felbontasa és infoidrctalma 6sszemérltied gyakor-
latban végzett kulonbdézgravitaciés mérésekével, hiszen tartalmazza a fellggntasban rendelke-
zésre all6 DTM-ek8l meghatarozhat6 topografiai tomegek hataséat, meighézségi étér magas
frekvencigju dsszetéjenek forrasa. A source modeling szamitasigényessdigtt - viszonylag
nagy adatteriletre, nagyiriségben szikségesek gradiens adatok - vizsgalatainkGM2008
GGM felhasznélasara korlatozédnak, amely egyedidlalnagy felbontasa kb. 9 km a szélességi
foktdl fuggsen - lehetivé teszi a vizsgalatok elvégzését. Masrészt a mevittegral numerikus
szamitdsa soran a leggyakrabban alkalmazott téefiega, a derékszdigprizma esetében, ha a
szamitasi pont kdlen kdzel esik a hat6 éleihez, akkor a potencidbatiiderivaltjai esetében ezek
az élek mesterséges (fizikai tartalom nélkuli) bakat eredményeznek. Ahogy Benedek (2009)
megallapitotta a masodik derivaltak esetén a fehez kdzeli szamitasi pontokban a poliéder térfo-
gatelem alkalmazésa célsizeb, azonban ennek szamitasigényessége atlagosamet.5agyobb,
mint a derékszdghasab térfogatelemnek.

A szamitasokhoz a horizontdlis gradienseket valamivertikalis gradienst, a gravitaciés ano-
maliat és a geoidundulaciot az EGM2008 modell fiethsanak megfeléén egy 5'x 5’ felbontasu
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racsra hataroztuk meg a modéllb(Smith 1998), a gradiensek szamitasahoz Petrgasks
Vershkov (2006) 6sszefliggéseit hasznaltuk fel, elddgl elkeriilhet a Legendre fliggvények deri-
valtjainak szamitasa. Az adatterulet kiterjedés&10< 30° és 40° ¢ < 55°, a szamitasi teriileté
15°< 1 < 25° és 45° 9 < 50°, ennek megfelétn a csonkitasi hiba szamitasaval nem foglalkoz-
tunk. A szamitadsok = 0 ellipszoid feletti magasséagra vonatkoznak. &asztott adatterileten a
gradiensek széles skalan [-300E, +300E] mozograitasuk +25E korlli, igy a vizsgéalat szem-

pontjabdl a valasztott teriilet reprezentativnakntbk® (1. tablazat).
3.2 Alkalmazott szamitasi eljaras

Szintetikus gravitacids étér mennyiségek alapjan barmehbtér-paramétertl barmely mas é-
tér-paraméterré tértérakar geometriai, akar fizikai 6sszefliggésekenudafpanszformacié nume-
rikus megvalésitasa kvantitativan vizsgalhatd, énisaz egymassal konzisztenétér mennyiségek
adekvat elleérzési lehedséget nyljtanak, az alkalmazott fizikai geodézisséz@fliggések pedig
egy-egy leképezést biztositanak. A kiindulé adabisizkrét voltabdl igy az analitikus dsszefiiggések
numerikus szamitasabol fakadé elhanyagolasok, itézgek szintetikus étéradatok alapjan megha-
tarozhatok. Az integral transzformaciok gyakorlszdmitdsaban az adatok diszkretizaciojaval a
telies egységgdmbon értelmezett folytonos adat émgfliggvény konvollcidja helyett az ered-
mény a véges kiterjedésadatteriileten az adatracs felbontdsanak megfelégesAp AA cos ¢
kiterjedés adatcella értéke és a konvollcié magfliggvényémeddatcella kdzéppontjara vonatko-
z6 sulyozott 6sszegeként irhat6 fel.

A fellleti integralok esetében szintetikus adatszedek felhasznalasaval gyakran vizsgalt pa-
raméter a szikséges adaliség elemzése, azaz, annak meghatarozasa, hogy nmelzka minima-
lis adatpont tavolsag amely mellett a konvollUcidegralbdl a kivant étér paraméter megadott
hibakorlat alatt meghatarozhat6 (Benedek 2000).

1. tAblazat.Horizontdlis gradiensek statisztikai jellebha 10°<A < 30° és 40° ¢ < 55° adatterileten,
spektralis tartomany: 2-2160 fokszam, [E]

TZ)‘ TZ\,
atlag -0.2 -0.1
szOras 26.6 25.3
min. -308.6 -292.7
max. 300.0 303.1
—300 55 —300

1200

o
o

100

ell. szélesség [°]

-100

-200

-300

20 )
ell. hosszusag [] ell. hosszusag []

a) b)

2. &bra.a) T,« (meridian iranyl) és b}, (els vertikalis sik irdnyl) gradiens a szamitasi tesile
spektralis tartomany: 2-2160 fokszam
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Egy masik gyakran vizsgalt paraméter a csonkitagais nagysaga és a magfiiggvény kilodboz
maédositasi eljarasainak vizsgalata (Featherstod&3(2és az abban szeréiivatkozasok). A ki-
I6nbdz magfiiggvény-madositasi eljarasokrdl a Hotine-irdé{gravitacios zavart potencialzavarra
transzformald dsszefliggés) kapcsan Featherstod8) 2@ részletes dsszefoglalast. A fellileti in-
tegralok magfuiggvényeinek spektrumbeli modositgsekisalis sfir6ként is felfoghaté és ezen
keresztll szabalyozhatd, hogy az egyes adatreraddpemely frekvenciatartomanyokbdl kertlje-
nek adatok a megoldasba.

Az EGM2008 modell maximadlis felbontdsat hasznalvarailmanyban azt vizsgéljuk, hogy a
horizontélis gradienseken alapulé integral-transmfiiok numerikus megoldasaiban a gradiensek
mely frekvenciatartomanyokon hasznalhaték legjobbarertikdlis gradiens, gravitaciés anomalia
és geoidmagassag meghatarozasaban, melyhez a opagiiigk (13a, 14a, 15a) sorfejtéses alakjait
hasznaljuk fel.

A magfliggvényeket Legendre-sor alakjaban egy egys#glalap ablakkal hataroztuk meg,
hogy a szamitas soran mely frekvencia tartomanyekgedje at a magfliggvény, és melyeket
nyomja el. A kezd hullamszamok rendre a kovetkézvoltak: |, = 2, 360, 720, 1080, 1440, 1800 a
végs hullamszam pedig minden esethier 2160 (3.a 4bra). Az = 2160 foknal let éles levagas
miatt a tértartomanyban szamitott magfiiggvénybeuiltéciok jelennek meg, aminek elkeriilésére
| = 2160-7160 fokszam kozott egy koszinusz-fliggvéngrinti levagast alkalmaztunk. Az igy
megvalasztott spektrdlis sulyok kozel alinak a gykdtban is alkalmazott médszerekhez, amikor is
az eBtér hosszu hullamhosszu dsszéteteljes egészében vagy részbenithaidas adatok méré-
sein alapulé GGM-eld) hatarozzak meg, és a mért kulonbastérmennyiségeld csak a kdze-
pes és magas frekvenciaju tagjait hatarozzak nmggmldasnak.

A magfiiggvények egysziemaodositasi eljardsainak kovetkeztében a fent etnltddszer he-
lyett egyszeken alkalmazhat6 lett volna az Un. remove-restodgédd is a magfiiggvények (13b,
14b, 15b)-beli zart alakjat felhasznalva, azonb&lorik az volt, hogy a szamitasi modszert &kés
biekben mért gradiensekre és tétesges magfliiggvény moédositasi eljarasokkal alkalotazA
tértartomanyban a modositott magfiiggvényeket o1& dutatja. A potencidlzavar és a gravitaciés
anomadlia esetében a ,teljed"{ 2-2160) spektralis tartomanyl magfiiggvény aligetéa zart alak-
ban megadott valtozattdl (3.b. és c. az abran reeftiintettik fel), azonban a vertikalis gradiens
esetén ay = 0 gbmbi szdgtavolsag korul gyorsan csokkemgfliiggvényt annak maximalis fok-
szamig korlatozott Legendre-sora nem képes teljégékben visszadllitani. A médositott mag-
flggvények viszonylag révid gombi szdgtavolsagolernsen lecsokkennek, majd zérus érték
korll ingadoznak, cstkkentve ezzel az adatteriddétossagabdl fakadd csonkitasi hiba mértékét.

3.3 Modositott magfliggvényekkel és harmonikus sziézissel meghatarozotf,, 4g ésN 0sz-
szehasonlitasa

A konvollciés integral (12) diszkrét alakjanak sz@sat a megfelé) médositott magfliggvények-
kel 1D-s, szabatos gbmbi FFT-vel (Haagmans et@3)Lvégeztik, az igy nyert mennyiségeket a
tovabbiakbarT,, FFT,4g FFTésN_FFTvel jeldljik. Az EGM2008 modell egyutthatoit szinté
megfelet spektralis sulyokkal médositva gémbi harmonikusntézissel (SHS- spherical
harmonic synthesis) meghataroztuk a referencia yisdgeket T,, SHS,4g_SHSésN_SHS) a
tovabbiakban ezek eltérésit vizsgaltuk meg a védttszekvenciatartomanyok fiiggvényében.

A vertikdlis gradiensre kapott szamitas eredméniggjlalja 6ssze a 2. tablazat. A jol ismert
tény, hogy a gradiens értékek a#tér kis I1épték, magas frekvencias 6sszeiadl adnak informa-
ciot, jelenergiajuk az étér rovid hullamhosszl tagjaira koncentralodiks2éit az SHS-sel megha-
tarozott vertikdlis gradiens kulénb®Arekvenciatartomanybeli szérdsan. A vizsgalt legtébb
hullamhossz tartomany esetén a gradiensek szébasafkle, mint a teljes spektralis tartomanyon.
Az FFT-vel szamitott gradiensek inkabb csak jelldmin (hosszU és kdzepes hullamhosszi tagok)
adjak vissza a tényleges gradiens értékeket, ahpgy minimum és maximum értékek intervallu-
maibdl és a szorasbdl is latszik.
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3. abra.a) Spektralis sulyok és madositott magfiiggvényekine a b) potencialzavar, c) gravitacios anomdlia é
d) vertikalis gravitacios gradiens szamitasahogo#ejtés maximalizalasa kovetkeztében a médositagfiiggvények
nem szingularisak a szamitasi pontbgm (0 -ban)

medfigyelhed, hogy kizardlag a magas fokszanmi>(1080) tagokra koncentralva a horizontalis
gradiensekdél szamitott vertikalis gradiens nincs dsszhangbairabfiiggvény sorfejtégbszami-
tott értékekkel. Ennek egyik oka valésiay a fellleti integral esetén a kiindulasi adatakori-
zontalis gradiensek viszonylag kis felbontasa. Ms&ra viszonylag nagyméiieadatcellan (~9 km

X 6 km) a mddositott magfliggvények gyorsan valtkzigy célszeibb a szamitasi pont kérnyeze-
tében a magfiiggvényt annak az adatcellara vonaikeegral atlagaval kozeliteni (Hirt et al. 2011).

2. tblazat. Integral-transzformacioval és gémbfuiggvény sorésieé meghatarozott vertikalis gradiens statiszjidemazsi
a 15°<1 < 25° és 45° g < 50° szamitasi teriileten [E]

I
spektralis

min./max. szOras corr
tartomany (T2 FFT, T2 SHS)

T,, FFT T,, SHS T,, FFT T,, SHS

2-2160 -67.2/149.8 -177.3/256.0 18.5 32.3 0.92

360-2160 -74.7/128.0 -202.0/235.2 16.8 31.1 0.92
720-2160 -90.4/ 94.5 -231.0/205.5 14.1 29.1 0.92
1080-2180 -71.0/ 68.1 -216.7/197.9 12.0 26.2 0.86
1440-2160 -75.8/ 67.6 -161.2/158.6 11.4 22.3 0.64
1800-2160 -87.4/ 81.2 -90.9/ 76.1 13.1 17.2 0.34
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A gravitaciés anomalia mely a potenciadlzavar éiendi derivaltjaval kapcsolatos mennyiség
jeltartalma az éitér hosszi és kdzepes hullamhosszisagu részeicerkaflodik. A horizontalis
gradienseket gravitaciés anomaliava transzformitteato, hogy a gradiens-gravitaciés anomalia
magfuggvény szintén alulateresaziréként mikddve a hosszu és kdzepes hullamhosszokon ad j6
eredményt (3. tdblazat). Azonban 0sszehasonlityadiens-vertikalis gradiens transzformaciéval,
medfigyelhed, hogy a mddositott magfiiggvénnyel gravitacios afldkra még az = 1080 fok-
szamig is jo eredményt kapunk (corr = 0.89) asttikai szamitasok alapjan.
A geoidmagassag esetén, ahogy Téth (2002) is nagdtaitta és a 4. tablazatbdl is latszik a tel-
jes,| = 2-2160 spektrumi magfliggvénnyel tottéazamitas esetén a csonkitasi hiba nem elhanya-
golhaté mérték. A geoidmagassag jeltartalma az alacsony fokszéamkdncentralodik, és megfi-
gyelhe6, hogy a kézepes hullamhosszdorr (360 - 1080) médositott gradiens-potencialzavag-m
fluggvények igen j6 egyezést adnak az SHS-sel satiréitékekkel (4. tablazat). Kizarélag a magas
frekvenciakra korlatozva a magfliggvényt az egyezemtegral-transzformaciéval és a gombi sor-
fejtéssel szamitott mennyiségek kdzott még kiedégitonban ezeken a frekvenciatartomanyokon a
geoidmagassagok mar véletlenszenntazatot mutatnak a Karpat-medencében és csup&mpa-
tok és az Alpok keleti nydlvanyai teriletén tartainrealisztikus jelet, amit val6s#ieg a magas
korrelaciot okoz.
A tértartomanybeli vizsgalat mellett a SHS-sel égadiensekll FFT-vel nyert kiilonb6& ers-
térmennyiségek informaciétartalmat a kdvethden a frekvenciatartomanyban hasonlitottuk 6sz-
sze. A vizsgalatokhoz a valasztott spektralis ddtgb mddositott magfiiggvényekkel szamitott
erétérparaméterek és az ezeknek megiefgimbi harmonikus szintézisseballitott mennyiségek
kereszt-és autospektruman alapuld atviteli fuggeérataroztuk meg az adatok felbontasanak

megfelet frekvencia tartomanyon.

3. tablazat.Horizontalis gradiensekibmaddositott magfliggvényekkel és gémbfliggvény gédeel szamolt gravitacios

anomadlia statisztikai jellendza 15°</ < 25° és 45° ¢ < 50° szamitasi tertileten [mGal]

spektrfgllis min./max. szoras g _FF(EIE),jg _SHS)
tartomany
Ag _FFT A9 _SHS Ag _FFT A9 _SHS

2-2160 -104.7/198.9 -93.7/238.4 30.23 31.77 0.99
360-2160 -74.9/130.7 -79.2/160.1 17.43 19.58 0.98
720-2160 -66.0/ 76.1 -95.7/ 91.8 11.19 13.90 0.98
1080-2180 -53.6/ 50.4 -86.8/ 75.5 7.87 10.65 0.96
1440-2160 -38.7/ 31.9 -58.5/ 56.5 5.46 7.98 0.89
1800-2160 -25.5/ 23.2 -29.1/ 24.3 4.07 5.54 0.66

4. tablazat. Integral transzformaciéval és gombfiiggvény sorésgé meghatarozott geoidmagassag statisztikaijaliea
15°<1 < 25° és 45° ¢ < 50° szamitasi terlleten, [m]

spektrfgllis min./max. szoéras (N_FF(':I'(?rIr\l_SHS)
tartomany
N_FFT N_SHS N_FFT N_SHS

2-2160 -2.160/10.593  30.131/48.588 2.276 3.700 0.90
360-2160 -0.921/ 1.331  -0.923/ 1.441 0.203 0.207 0.99
720-2160 -0.425/ 0.468  -0.445/ 0.539 0.076 0.082 0.98
1080-2180 -0.282/ 0.260  -0.282/ 0.260 0.042 0.048 0.97
1440-2160 -0.172/ 0.151  -0.218/ 0.210 0.024 0.030 0.93
1800-2160 -0.087/ 0.065  -0.095/ 0.082 0.014 0.018 0.79
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Az atviteli figgvény
CPD(x,
of = (x,y)
PSD(x)

az x bemeneti jel és &le linearisan flgd y kimeneti jel keresztspektruménak és a beimeh
spektrumanak hanyadosa. A kilonb@stérmennyiségek spektrumait 2D-s FFT-vel szamitotuk
spektrum variancidjanak csokkentésére DPSS (Sldgiahablakolast alkalmaztunk. Feltételezve a
meghatarozott 2D-s atviteli figgvény izotropiag@tjmut szerinti atlagolassal 1D-s fliggvény allit-
haté eb. Ha a rendszer két valtozoja kozétt valéban lisekapcsolat all fent, akkor az atviteli
flggvény értéke a teljes frekvenciatartomanyon 1.

A potencialzavarra, gravitaciés anomaliara és k@&lis gradiensre szamitott atviteli figgvénye-
ket a 4. dbra mutatja. Mindharom esetben megfiggglthogy a peremérték-feladatot megoldd
magfuggvények kizardlag azéeér alacsony frekvenciaju tagjait képesetdditani maradéktalanul
a felhasznalt horizontalis gradiens adatokbol.

A potencialzavar esetében a hosszu hullamhosskzaka®0 éd = 720 fokig kis#ré modositott
magfliggvények egészen bz 1200 kbézepes hullamhosszakif X 0.9) elfogadhaté eredményt
adnak, ami megkézedieg 30 km-es hullamhosszisagu geoidformaknak feky. Ahogy azt az
atviteli figgvény is jol demonstrélja, a teljes kjpemu magfliggvény jeleéis csonkitasi hibat okoz
a geoid nagy hullamhosszu tagjaiban. Tekintettsl, drogy a geoid jeltartalma a spektrum alacsony
frekvencias tagjaira korlatozédik, a magfluiggvésiydo nagyon hosszi hullamhosszu tagokatikisz
ve a gradiensekiba geoid hosszu- és kdzepes hullamhosszu tagghatérozhatok.

(17)
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4. dbra.Kilénbodz frekvenciatartoméanyokban gradiensélkBFT-vel és gdmbi harmonikus szintézissel szaméostér-
mennyiségek atviteli fliggvénye: (a) potencialzayay gravitaciés anomalia, (c) vertikalis gradiens.
A jelmagyarazat az atengedett hullamhossztartomaéngétja
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A gravitaciés anomalia esetében az atviteli figge&ralapjan megkdzetiieg | = 800 fokszamig
amely megkdzeldleg 50 km hullamhosszisagu nehézségiéerforméakat jelent adnak adekvat
eredményt a horizontalis gradiensek. igy az alkabtisszintetikus adatrendszer esetén a magfiigg-
vény egyre magasabb fokszamokon val6 modositasavalegoldasbol az alacsony és kdzepes
fokszamu tagok kidrésével nem kaphatd j6 becslés a gravitacios anm@mddgas frekvencias
Osszetetire az alkalmazott numerikus integralasi eljarafiette

A vertikdlis gradiens esetében figyelh@heg legjobban, hogy a magfiiggvény kizarélag &z er
tér nagy lépték formait képes ékllitani a horizontalis gradiensekbAz ertér magas frekvencias
tagjai eseténl (- 400) gyenge az egyezés az FFT-vel és a SHS&®liott mennyiségek kozott.

4. Osszefoglalas és kitekintés

A geodéziai peremérték-feladatokat megoldd integiggnletek a kildnbézerstérmennyiségek
kozotti egy az egyben leképezést megvaldsitjakrétgreteljes spektruman. Azonban a gyakorlati
megoldasok esetén diszkrét adatrendszereken numemiddszerekkel torténik a szamitas, mely
elkerllhetetlentl hibat visz a megoldasba.

Globdlis geopotencialis modell egyutthatd sorakélhmaztatott szintetikus adatokon vizsgaltuk,
hogy az EOotvOs-ingaval mérldethorizontdlis gradiensek a kuilonkibzgeodéziai peremérték-
feladatok numerikus megoldasaiban hogyan haszigkitiek, hozzajarulva ezzel a minél pontosabb
nehézségi étér modellezéshez. A gradiensek, ha a pofis€giknek megfelélés frekvenciatar-
tomanyban kedvézjel-zaj viszonnyal jellemezhék, az ebétér kis 1épték lokalis forméirdl adnak
inform&ciot, igy a vizsgalt mennyiségek hasonldkabsszeteinek meghatarozasahoz, pontosi-
tasahoz jarulhatnak hozza. Maskiilonben a lokdlidsiok csak a zajt novelik, hiszen a pontok ko-
zOtti tavolsadg novekedésével a mérési adatok k@&ztte csokken a korrelacié, ami a mintavétele-
zési torvényt is figyelembe véve a nagyobb tavalkém szamitott adatokat, vagyis a#tér na-
gyobb Iépték szerkezeti formait is torzitja (aliasing).

Ehhez a szintetikus horizontalis gradieng#ktrom, a potencialzavar kilonkibfokszamui de-
rivaltjaval kapcsolatban allé mennyiség, a geoidasagg, gravitacios anomalia és a vertikalis gra-
vitaciés gradiens szamitasara szolgalo integrakamrmacio magfiiggvényeinek kilonibozek-
venciatartomanybeli médositasait vizsgaltuk megakalmazott geopotencialis modell maximalis
felbontasat kihasznalva végeztik a szamitasokanban a szamitasi pont kdzvetlen kdzelében
gyorsan valtoz6 magfiiggvények esetében az adatk@iéppontjara szamitott fliggvényértékek
egyfajta simitd hatast eredményeztek, ami jelemttez szamitott mennyiségekben is. Masrészt az
adott adatcellaméret mellett a gradiensgikdgpzett vektorkombinéacié két, az azimutdl fagggot
is tartalmaz, amely a magfliggvénnyel szorozva gyomsltozo iranyfiigy elemet visz a megol-
désba. A gravitaciés anomalia és a geoidmagass&énes gradiensekba maddositott magfiiggvé-
nyekkel szamitott értékek még a kdzepes és a niegjagnciakon is jo6 eredményt adtak. A modo-
sitott magfliggvényeken keresztil a gradiensek ktieni@d geoidmagassagga transzformalhatok.

Azonban ha a cél a geoid finomszerkezetének, an3®éd révidebb hulldamhosszl tagjainak a
meghatarozasa, akkor az integralok numerikus sa&étitl ereél kozelitések miatt a jelen vizsga-
latban rendelkezésre all6 szintetikus gradienkeékiéelbontasanal joval nagyobb felbontasu adatok
sziikségesek. A tanulmanyban a szintetikus, ehibgmentes, egymassal konzisztens gradiens,
gravitaciés anomalia és geoid adatokon végzett sadsal azt probaltuk indirekt médon megbe-
csiilni, hogy a tényleges, mért gradiens értékeE&azds-inga mérések a regionalistér modelle-
zés soran mekkora, és milyen frekvenciatartalmz&jarulast adhatnak a geoidmodellhez. Termé-
szetesen a mért adatok inhomogén ponteloszlaséréseket terhélhibak, a mérési hely bizonyta-
lansaga tovabbi figyelembe veénignyesk a gradiensek geoidmodellezésben val6 felhaszidalha
saga soran.

KoszonetnyilvanitasEz a tanulmany a TAMOP 4.2.2.C-11/1/KONV/2012-0Qit&jekt tamogatéa-
saval készllt.
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