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Rudszerkezetek statikai tulajdonsdgainak matematikai eszkozokkel torténo vizsgalata
Maxwell (1864) és Henneberg (1911) korai eredményei 6ta fontos teriilet. Az elmult
évtizedben a szerkezetek merevségének vizsgdlata 1j lendiiletet kapott, koszonhetden an-
nak, hogy egyrészt egészen mas teriileteken (molekuldk szerkezetének vizsgalatdban, szen-
zorhal6zatok lokalizaciés probléméiban, CAD feladatokban, stb.) is hasznosnak bizonyul-
tak a merevséggel kapcsolatos elméleti eredmények, mésrészt néhéany tobb évtizede nyitott
sejtést sikeriilt igazolni.

Az utébbiak kozott emlitheték példaul Connelly és Hendrickson sejtései a kétdimen-
zioban globélisan merev grafokrdl, valamint Dress sejtése a haromdimenziés merevségi
matroid rangfiiggvényérol. Ezeket sikeriilt - szerzétarsaimmal egyiitt - igazolni, illetve
megcafolni. Ezen 1j eredményeket a graf- és matroidelmélet mddszereinek alkalmazésa
tette lehetové, teljessé téve a korabbi, geometriai, algebrai és differencidl-topolégiai meg-
fontolasokkal kapott részeredményeket.

Az itt Osszefoglalt egyszemélyes OTKA palyazat célja ezen kutatdsok folytatasa volt:
kombinatorikus mdédszerek hasznédlata a merevségre és globdlis merevségre vonatkozoé nyi-
tott kérdések vizsgalataban.

Merev grafok és szerkezetek

A (G, p) d-dimenzids szerkezet egy G grafbol és egy p: V — R? hozzéarendelésbél all.
A szerkezetre (melyet mas teriileten geometriai grafnak is neveznek) azt mondjuk, hogy
a G egy d-dimenzids realizdcioja. A szerkezetben az éleket egyenes szakaszoknak vagy
rudaknak képzeljiik, egy él hossza a végpontjainak tavolsaga. A szerkezet merev, ha az
adott élhosszakra nézve lokélisan egyértelmii, avagy folytonosan nem deformalhaté (eltek-
intve az eltolasoktol, elforgatasoktdl, ill. altaldban az egész tér izometriditdl). A szerkezet
merevsége csak a G graftol fligg, amennyiben p generikus, azaz a pontok koordinatai kelléen
altalanos helyzetiick. A d = 2 esetben a merev grafokat Laman jellemezte (1970). A térbeli
(és magasabb dimenziés) merevség pontos jellemzése a teriilet mai napig megoldatlan nehéz
nyitott probléméja.

A [4] dolgozat 6 eredménye egy 1j felsé korlat a hdromdimenziés merevségi matroid
rangfliggvényére. Ez grafok haromdimenzidés merevségére ad olyan 1j sziikséges feltételt,
amely - legaldbbis bizonyos grafosztalyok esetén - elégségesnek is tiinik.

Egy fontos specialis eset a molekuldris grdfok, avagy négyzetgrafok csaladja, melyek
merevségére ad feltételt az 1984 6ta nyitott Molekularis Sejtés. Ezt a sejtést kitlizoi,
Tay és Whiteley eredetileg a kovetkezd alakban fogalmaztak meg. A d-dimenziés térben
kett6 ko-dimenziés affin alterek (d.n. zsanérok) mentén illeszkedd teljes dimenzids merev
testekbdl &ll6 rendszert d-dimenzids test-zsanér szerkezetnek nevezzik. Kétdimenzioban



tehat osszeszogelt sikidomokra, haromdimenzidéban egyenes szakaszok mentén Osszeragasz-
tott testekre gondolhatunk. Egy ilyen szerkezet mozgdsa minden testet kiilon-kiilon folyto-
nosan mozgat ugy, hogy az illeszkedd testek egymashoz viszonyitott mozgasa a megfeleld
zsanér korili forgatds legyen. A mozgas akkor trividlis, ha minden test egyforman mozog.
A szerkezet akkor merev, ha minden mozgésa trividlis. A szerkezet grafjaban a testeknek
pontok, a zsanéroknak élek felelnek meg. Tay és Whiteley 1984-ben megmutattdk, hogy egy
grafnak d dimenziéban pontosan akkor van merev test-zsanér realizacidja, ha minden élét
(d42—1) — 1 parhuzamos éllel helyettesitve a kapott grafban lesz (d42—1) él-diszjunkt feszitofa.
Ugyanekkor megfogalmaztak azt a sejést, hogy ha egy grafnak van ilyen merev realizaciéja,
akkor olyan is van, amelyben minden testre a ra illeszked6 zsanérok egy kozos hipersikban
vannak.

Ez a Molekularis Sejtés, amely az utébbi években nagy figyelmet kapott, koszonhetéen
a haromdimenzids eset (projektiv) dudlis alakjanak, amelyet molekuldk merevségének tesz-
teléséhez haszndlnak. Eszerint ha egy grafnak van merev test-zsanér realizacidja, akkor
olyan is van, amelyben minden testre a ra illeszkedd zsanérok (egyenesek) egy ponton men-
nek at. Molekuldk modellezésénél az atomoknak pontok, a koétéseknek élek felelnek meg.
Mivel az illeszkedd kotések kozti szog is rogzitett, minden atom a rd illeszkedd kotésekkel
egyiitt egy merev testet alkot. Az igy el6dlld test-zsanér szerkezetben az atomok a nekik
megfeleld testre illeszkedd zsanérok metszéspontjaba keriilnek.

A sejtés minden d > 2-re nyitott volt. Whiteley ért el részeredményeket a d = 2 eset-
ben 1989-ben. A [8] cikkben teljes megoldast adtunk a d = 2 esetre. Megoldasunk kulcsa
egy ekvivalens, csuklé-kollinearitasi feltételeket teljesitd, rud-csukld szerkezet szabadsagi
fokara adott 1j képlet volt.

Az [5], [6], [17] cikkek a haromdimenzids esetre vonatkozé részeredményeket tartal-
maznak. Itt hasznos egy tovabbi ekvivalens alakot tekinteni: a G graf G? négyzetgrafija
pontosan akkor merev a térben, ha G minden élét 6t parhuzamos éllel helyettesitve olyan
grafot kapunk, melyben van hat él-diszjunkt feszitéfa. Elégséges feltételeket adtunk a G?
graf fliggetlenségére és fels6 korlatot a merevségi matroidjanak rangjara. Ebbol egytuttal a
sejtés rud-csuklé alakjaban a sziikségességre direkt bizonyitast nyertiink.

Eredményeink grafok erdékkel valé fedéseire vonatkozé 1j strukturdlis eredményeken
(lasd [9]) és a kombinatorikus merevség néhany alaperedményének kiterjesztésén alapulnak.
Megmutattuk azt is, hogy a Molekularis Sejtésbol hogyan olvashaté ki hatékony algoritmus
egy négyzetgraf szabadsigi fokanak és maximalis merev részgrafjainak meghatarozdsara.
Igazoltuk, hogy a kombinatorikus merevség két tovabbi sejtéséb6l (Dress, 1987 és Jacobs,
1998) a Molekuldris Sejtés (a d = 3 esetben) levezethet6. A [13] dolgozatban a test-zsanér
modellt vizsgaltuk és megmutattuk, hogy a G graf G? négyzetgrafja merev a térben, ha G
minden élét két parhuzamos éllel helyettesitve olyan grafot kapunk, melyben van harom
él-diszjunkt feszitofa.

Az [2] dolgozat kétdimenziés merevséggel foglalkozik. Megmutatjuk, hogy minden
merev grafnak van olyan merev realizdcidja, ahol a csicsok egy O(|V(G)|) pontu kis
négyzetracs pontjaiban helyezkednek el. Ez a nagysagrend tovabb nem javithaté.

A [10] cikkben hatékony kombinatorikus algoritmust adunk arra, hogyan helyettesit-
siik egy sikbeli redundansan merev generikus rud-csuklé szerkezetben a rudakat kotelekkel
és rugokkal ugy, hogy a kapott d.n. tensegrity szerkezetnek tovabbra is legyen merev
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realizaciodja.

Altaldnositottuk Lovdsz és Yemini 1982-es eredményét, amely szerint 6-Osszefliggd
grafok generikusan merevek a sikban. Az allitas 5-Osszefliggé grafokra altaldban nem
érvényes. Kiterjesztheté azonban vegyesen 6-Osszefiiggd gréfokra [12]. (Egy G graf ve-
gyesen 6-0sszefliggd, ha minden vegyes vagdsara, amely az X ponthalmazbdl és az Y
élhalmazbdl all, 2| X| + |Y| > 6.)

A merevség fogalmanak egyik lehetséges kiterjesztése iranyitott grafokra a perzisz-
tencia. A [7] cikkben hatékony algoritmust mutatunk annak tesztelésére, hogy iranyitott
grafok bizonyos osztalyai perzisztensek-e a sikban.

Globalisan merev grafok és szerkezetek

A (G,p) d-dimenziés szerkezet globdlisan merev, ha az adott élhosszakra nézve a re-
alizacié globdlisan is egyértelmii, azaz minden més d-dimenzids szerkezet ezen élhosszakkal
az eredetivel egybevagd. Természetesen minden globalisan merev szerkezet merev, forditva
azonban ez nem mindig érvényes. Generikus, azaz kelléen altaldanos helyzetii szerkezetek
esetén a globalis merevség is csak a G graftol fiigg. Ennek igazolasa joval nehezebb a
merevségre vonatkozo megfelel6 allitasnal és a d > 3 esetre ez csak 2007 6ta ismert. A
merevséggel valo kapcsolatra Hendrickson mutatott ra, aki igazolta, hogy egy d-dimenzios
globalisan merev graf (d+ 1)-sszefiiggd és redunddnsan merev, azaz barmely élét elhagyva
is merev. A d = 2 esetben ezek a feltételek elégségesek és jellemzik a globalis merevséget.
Ezt egy korabbi cikkben igazoltuk Bill Jacksonnal. A d > 3 esetben nem ismert a pontos
jellemzés.

Altaldnosabb fogalmat vizsgdltunk a [3] cikkben, ahol a szerkezet egy pontparjat
globalisan linkeltnek neveztiik, ha tavolsaguk minden, a megfelel6 élhosszakkal rendelkezo
realizaciéjaban ugyanakkora. A globdlis linkeltségre mar nem érvényes, hogy generikus
realizacié esetén csak a graftdl fliigg. A graf egy pontparjat akkor mondjuk globéalisan
linkeltnek, ha minden generikus realizacioban globalisan linkelt. Elégséges feltételt ad-
tunk egy graf valamely pontparjanak globalis linkeltségére, mely szamos esetben pontos
jellemzéshez vezetett. Ezen 1j fogalom segitségével rovid bizonyitast adtunk Connelly egy
tételére, mely a globalisan merev grafok jellemzésében kulcsfontossagu.

Ezen cikk egyik fejezete és a [15] cikk a globélis merevség lehetséges alkalmazdsaival
foglalkozik szenzor halozatok lokalizaciés problémaiban. Itt az alapfeladat a halézat csics-
parjainak tavolsagéara és a csicsok helyzetére vonatkozo részleges informaciobdl az 6sszes
csucs pontos helyének meghatarozasa. Amennyiben a halézat grafja globdlisan merev
és kell6 szdmu csics pontos helye ismert, a kapott megoldds egyértelmi lesz. A [3]
cikk arra ad feltételeket, hogy bizonyos csicsok mikor lokalizalhatok egyértelmiien, ezzel
nagymértékben &altaldnositva Whiteley és szerz6tarsai korabbi megfigyeléseit. A [15] cikk-
ben azt vizsgaljuk, hogy az ismert csicstavolsagok grafjat rogzitettnek tekintve hogyan
kell minimalis szamu csicsot kijelolni igy, hogy az 6 helyzetiiket pontosan ismerve mindig
egyértelmi megoldast kapjunk. Ezt a problémat Ye egy nemrég megjelent cikke is felveti.
A globalisan merev grafokra és egy graf merevségi matroidjara vonatkozé korabbi struk-
turalis eredményeinkre is tamaszkodva egy halézat minimadlis szamu referenciapontjanak
meghatarozasara egyszerl és hatékony determinisztikus kozelito algoritmust adtunk. Eb-
ben a téméaban egy 1ij, a lokalizacids problémardl szolé konyv egyik fejezetének megirasara
kértek fel [1].



Foglalkoztunk azzal a kérdéssel is, hogyan lehet (nem generikus) globdlisan merev
szerkezetet késziteni egy globalisan merev grathoz. Megmutattuk, hogy a wverter split
miivelet megdrzi a kétdimenziés globdlis merevséget. Ez Whiteley és Cheung sejtésére
adott valaszt. Ezek az eredmények a [11] cikkben jelennek meg.

Legujabb kutatasainkban azt az altalanosabb kérdést vizsgaltuk, amelyben néhany
pontparra az irany, néhany parra a tavolsag rogzitett, és a kérdés az, egy ilyen vegyes
szerkezet mikor globdlisan merev. Egy specidlis grafosztaly (a megfelelé matroid korei)
esetén erre pontos jellemzést adtunk [14].

Tudomanyos egyiittmiikodés, el6adasok

Az OTKA tamogatas segitségével folytattam a tudoméanyos egyiittmiikodést a téma-
kor vezet6 kutatéival (Bill Jackson, Bob Connelly, Walter Whiteley). Két doktorandusz
témavezetdje voltam, akik a péalydzat téméjdhoz kotédé feladatokon dolgoztak (Fekete
Zsolt, Szabadka Zoltan).

2005 és 2008 kozott kortlbelil 20 nemzetkozi konferencidn vettem részt, valamint
tartottam eléadasokat kilfoldi egyetemeken. Ezek koziil néhany, amelyeken meghivott
el6adéként ill. latogatdként vettem részt: Graph connectivity seminar (Hiroshima, Japén,
2005. februar), 4th Japanese Hungarian symposium on discrete mathematics and its ap-
plications (Budapest, 2005. jinius), ADONET-COST Spring school on combinatorial
optimization and communication networks (Budapest, 2006. marcius), Workshop on flex-
ibility of polyhedra and frameworks (Erwin Schrédinger Institut, Bécs, Ausztria, 2006.
aprilis), Equipe Combinatoire, Université Paris 6 (Parizs, Franciaorszag, 2006. junius),
RIMS (Kyoto, Japan, 2006. november), Hiroshima University (Hiroshima, Japan, 2007.
februdr), Oberwolfach (Németorszdg, 2007. marcius és 2008. november).

2008. juliusdban egyik szervezdje voltam a Recent progress in rigidity theory work-
shopnak (Banff, Kanada), melyre a teriilet vezeté kutatéit hivtuk meg. A kutatdsok
eredményeit rangos nemzetkozi folyéiratokban jelentettem meg (ldsd a kovetkezd pub-
likdcids listat).
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