A 49693 sz. OTKA palyazat eredményeinek ismertetése

A kutatocsoport 3 és fél éves munkaja igen eredményesnek mondhat6. Osszesen 76 publikécio
jelent meg vagy kertlt elfogadasra, kb. 80%-ban kulfoldi nemzetkdzi folydiratokban (kisebb részben
kulfoldon megjelend lektoralt konferencia- kiadvanyokban), koztlik a legnevesebb matematikai
folydiratokban, gy mint az Annals of Mathematics es a Svedorszagban kiadott Acta Mathematica. A
tobbi publikécid is 2 kivétellel angol nyelven jelent meg hazai kiadasu nemzetkdzi folyoiratokban, mig a
2 magyar nyelvi publikacio akadémiai székfoglalo volt. Fentieken kivil még tovabbi 10 dolgozat lett
kozlésre leadva. Ennek megfelel6en a jelentésben csak az eredmények egy kis részét tudjuk ismertetni, a
részletesen felsorolt, ezer oldalnyit is meghalado6 publikaciok adnak csupan teljes kepet a csoportunk
eredmeényeirol.

A legnagyobb nemzetkdzi visszhangot kelt6 eredmenyek kétségkivil az egymast koveté primekre
vonatkozo6an a témavezet6 és kulfoldi tarsszerzoi, D. Goldston es C.Y. Yildirim altal elért, az egymast
koveto primek kozt el6fordulod kis hézagokra vonatkozo eredmeények voltak. Az egész matematika egyik
leghiresebb, talan legrégebbi, maig is megoldatlan problémaja, az ikerprim-sejtés azt mondja ki, hogy
vegtelen sokszor fordulnak el6 olyan prim-parok, amelyek kilonbsége 2. Bar ezen sejtést megoldani nem
siker(lt, a probléma egy olyan, Hardy-Littlewood altal mar 80 éve felvetett konnyitett valtozatara sikerlt
a temavezetének es a mar fent emlitett tarsszerzéknek pozitiv valaszt adniuk, mely szerint ha egy
akarmilyen kis fix hdnyadot, egy tetszéleges pozitiv ¢ szdmot megadunk, végtelen sok olyan egymast
kodveto p és p’ primpart talalunk, ahol a p’-p differencia kisebb, mint az atlagos logp differencia c-szerese,
masképp fogalmazva liminf(p’-p)/logp=0, ha p” mindig a p-t kdveto primszamot jel6li (megjelenés alatt
az Annals of Mathematics-ben). A probléma nehézségét jelzi, hogy a szamelmélet legnagyobb alakjai
Hardy, Littlewood, Erdés, Bombieri, Davenport, Huxley, Maier foglalkoztak a probléméval az elmdlt 80
évben, és eréfeszitéseik ellenére dolgozatunk elétt a legjobb eredmény az volt (Maier, 1988), hogy
végtelen sokszor fordulnak elé az atlagos differencia ¥2-énél kisebb hézagok, azaz liminf (p’-p)/logp<1/4.
Egy késobbi dolgozatunkban, amely a svéd Acta Mathematicaban kerilt elfogadasra, ezen eredmény
Iényeges tovabbfejlesztéseként sikeriilt kimutatnunk azt, hogy lényegében az atlagos tavolsag
négyzetgyokénel kisebb kdzok is végtelen sokszor fordulnak eld, nevezetesen, hogy a liminf (p’-
p)/(logp)™a =0 relacid is igaz barmely a>1/2 értékre. Bar ezen eredmények még meglehetésen tavol
esnek annak bizonyitasatol, hogy az egymast kovet6 primek kilonbsége végtelen sokszor kettovel
egyenld, siker(lt egy tovabbi, igen meglepé eredményt elérni, amely, igaz, hogy egy igen nehéz
bizonyitatlan feltevés hasznalataval mar azt a kévetkezményt eredményezi, hogy az egymast kéveto
primek differencidja legfeljebb 16, ami méar valoban kdzel all a korabbi modszerekkel még plauzibilis
mas jellegt feltételek mellett (pl. altalanositott Riemann hipotézis, stb.) is megtamadhatatlannak vélt
ikerprim-sejtes allitdsahoz. A sejtés a primek szamtani sorozatokban val6 statisztikus egyenletes
eloszlasara vonatkoz6 Elliott-Halberstam sejtés. Amennyiben ezen sejtésnek egy joval gyengéebb
valtozatat hasznaljuk, amely szerint a primek szdmtani sorozatokban val statisztikus eloszlasa
egyenletes, ha a modulusok nem haladjak meg x"b-t, ahol b tetszélegesen valaszthat6 %2-nél nagyobb
szam, akkor eredményiink szerint végtelen sokszor talalhatd a primek kozo6tt az adott b-t6l fliggé C(b)-t
meg nem halado kilénbség, azaz liminf (p’-p)<C(b). Az itt szerepl6 feltétel (masképp, hogy a primek
szamtani sorozatokban valé eloszlasi szintje nagyobb %2-nél) azonban mér joval kozelebb all az eddigi
legerésebb bizonyitott tételhez. Nevezetesen Bombieri-Vinogradov 1965-ben bizonyitott tétele szerint ez
barmilyen %% alatti a-ra fennall, s6t x(1/2)/(logx)"B-ig terjedé6 modulusokra is. (Az Elliott-Halberstam
sejtés azt mondja ki, hogy b barmilyen 1-nél kisebb szdmnak véalaszthato).

A fenti modszer megfelel6 mddositasa alkalmasnak bizonyultak az ikerprim probléma egy mésik,
majdnem primekkel torténé megkdzelitésére is. P_k tipust majdnem primeknek az olyan szamokat
hivjuk, amelyeknek (multiplicitissal szamolva) legfeljebb k primosztojuk van. Az elsé ilyen tipusd
megkdzelités Vigo Bruntol szarmazott, aki az altala kifejlesztett szitamodszer segitségével 1919-ben
bebizonyitotta, hogy végtelen sok olyan P_9 tipusu szdm van, hogy a nala 2-vel nagyobb szam is ilyen
tipusu. Az ezt kdvet6 csaknem fél évszazadban a szamelmélet legnagyobb alakjai, tobbek kozt Rényi
Alfréd, A. Selberg és A.l. Vinogradov értek el a Brunénal élesebb eredményeket az ikerprim-sejtés ilyen
jellegti megkozeliteseben. Vegil 1966-ban Chen Jing Run igazolta, hogy veégtelen sokszor lesz
valamilyen p primszamra p+2 vagy prim, vagy két prim szorzata. A két prim szorzatakent el6allo
szamokra hasznaljak a szemiprim elnevezést is.



Ugyanakkor, hogy az egymast koveto szemiprimek kozott mekkorak a végtelen sokszor eléfordulo
legkisebb tavolsagok, semmilyen az atlagos tavolsag pozitiv hanyadanal jobb eredmény nem volt
ismeretes. A probléma nehézségét az un. paritasi probléma vagy paritasi korlat okozza, melynek Selberg
altal adott megfogalmazasa szerint a szita mddszerek nem alkalmasak olyan szamok el6allitasara
amelyeknek adott szamu primosztoja van, vagy akarcsak olyan szamokéra, ahol a primosztok szamanak
paritasa elére meghatarozott. igy példaul Chen eredménye ellenére az a latszolag sokkal kénnyebb
probléma, hogy p+2 tipust szamokbol (ahol p prim) végtelen sok olyan van, amelyiknek pl. paros sok
primoszt6ja van, maig megoldatlan. (De hasonldképp, ha azt kivannank, hogy p+2-nek 1, vagy 3, vagy 5
vagy 7, vagy altalaban péaratlan sok primosztéja legyen.) A primek kozti kis hézagokra vonatkozo Uj
modszerink adaptalasa ebben az egyesek altal az ikerprim probléméahoz hasonlé nehézsegiinek tartott
problémaban igen sikeresnek bizonyult. Nevezetesen a témavezet6é Goldstonnal, Yildirimmel és S. W.
Grahammel k6zds munkéjaban a paritasi korlatot attérve igazolta, hogy végtelen sok olyan egymast
kdvetd szemiprimekbdl allo par van, ahol a par két tagjanak kuldénbsége 2, 4 vagy 6.

Az emlitett eredményeknek igen széleskorii nemzetkdzi visszhangja volt.

1) A Discover Magazine a 2005-6s év 100 legfontosabb tudomanyos eredménye kozé sorolta, az egyeddili
matematikai eredményként. Erdemes megemliteni, hogy a Discover folyoirat altal 2004-ben, ill. 2006-ban
a legfontosabb matematikai eredményként értékelt munkak, Green-Tao, ill. Perelman eredményeinek
szerzoi, pontosabban Tao és Perelman, egyarant a matematikai élet egyik legnagyobb Kitlintetéseként
szamontartott Fields-éremben részesilt a madridi 2006-os Nemzetkdzi Matematikai Kongresszuson.

2) Az Amerikai Matematikai Tarsulat (AMS) 2006 januari nemzeti talalkozojan a 2005-6s év
eredmeényeit bemutato ,,Current Events” szekcidban 4 matematikai eredmeényt ismertettek, melyek kozil
ez az egyik, az egyetlen elIméleti matematikai témaju eredmeny a négy kozil. Az ismertetett eredmények
kivalasztasat az AMS elndke altal vezetett, prominens matematikusokbol all6 11 tagu bizottsag végezte.
3) A Kaliforniaban, Palo Altoban talalhaté American Institute of Mathematics, amely egyike az USA 7,
NSF altal tamogatott matematikai intézetének, évente 3 Uj eredmény megtargyalasara szervez nemzetkozi
résztvevokkel 1 hetes konferenciat, és 2005-ben egyik témakent ezt az eredményt valasztotta (a
konferencia novemberben, Small gaps between primes cimmel kerlilt megrendezésre).

4) Parizsban, a Bourbaki-szeminariumon 2006. marciusaban E. Kowalski ismertette az eredményt. A 32
oldalas ismertetéje megjelent a szeminarium kiadvanyaban (Séminaire Bourbaki, 58(2005/2006), no.
959).

5) Az eredményt a nyilvanossagra hozatalat kdvet6 nehany napon beliil (2005.05.26) ismertette a Science,
kés6bb az American Scholar folyoirat , tovabba amerikai, brit, taiwani, torok, indiai és magyar napilapok,
koztiuk a Wall Street Journal, Guardian (valamint a Magyar Tudomany, Interpressz magazin és a
Népszabadsag). Az amerikai PBS televizid csatorna rovid musort szentelt az eredményiinknek.

6) A nyilvanossagra hozatal (2005. méjus) 6ta nemzetkozi konferencidkon, kulféldi egyetemeken, a
szerzék vagy mas matematikusok tébb mint 110 el6adasban szamoltak be az eredményrél (a Palo Alto-
beli konferencian kivil). Az el6adasokra 5 kontinens 17 orszagaban kerdilt sor, tobbek kdzt Tokyo,
Kyoto, Peking, Széul, Hong-Kong, Isztambul, London,Edinburgh, Parizs, Bordeaux, Marseille,
Gottingen, Zirich, Genova, Padova, Moszkva, Szentpétervar, New York, Montreal, Ottawa egyetemein,
vagy ottani konferenciakon és olyan neves matematikai intézetek kollokviumain , mint a Princetoni
egyetem, a Princetoni Institute for Advanced Study, MIT, Harvard, Columbia, Cornell, John Hopkins,
Stanford, Berkeley Egyetemek. Az Interneten 17 kiilonbdz6 nyelven jelent meg hiradas az eredményrol,
vagy az azt ismertet6 eléadasok valamelyikérél.

7) Az eredmény a kanadai Montreal és Laval, az amerikai PennState, tovabba a Padovai , Nancy,
Cambridge-i egyetemek kurzusaiba is bekertilt, mig az MIT-n 2006-ban K. Kedlaya kiilén kurzust
szentelt az eredmeénynek.

Csoportunk (Balog Antal és kulfoldi tarsszerzok) foglalkozott Halasz Gébor multiplikativ
szamelméleti fliggvenyekre vonatkozé alapvet6 tételének szamtani sorozatokra torténé altalanositasaval.
Ujszerti megkozelitéshen sikeriilt a tételre az eredetitél eltérs Gj bizonyitast adni, amely egyuttal mélyebb
betekintetést nyujt a multiplikativ flggvények viselkedésébe.

Foglalkoztunk, és érdekes eredményeket nyertiink a primszamformula effektiv oszcillaciojaval
kapcsolatos Landau-fele exponencialis 6sszegekre vonatkozo szélséerték-problémaval. Reévész Szilard és
A. Bonami megcafoltak Anderson, Ash, Jones, Rider és Saffari egy, az idempotens exponencialis
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re van pozitiv koncentracid, sot altalaban, ha p>1 és nem paros egész, akkor maximalis koncentracio
érvenyes. Eredményeik kozvetlen kdvetkezményeként megvélaszoltdk A. Zygmund egy 70 éves kérdését
és erds eredményeket értek el Wiener pozitiv definit fliggvényekre vonatkozé problémajaban is.

Toth Arpad neves kiilfoldi tarsszerzékkel (W. Duke, Imamoglu) Zagier és Borcherds
eredményeit altalanositotta. Zagier felfedezte, hogy egy rogzitett negativ diszkriminanshoz tartozé
kvadratikus forméak osztalyaihoz rendelt invariansoknak a diszkriminansok altal parametrizalt
generatorfiiggvenyei moduléaris formakat adnak. A jelenség teljes magyarazata Borcherds munkaja,
akinek sikertlt a Shimura megfeleltetést a konvergencia-tartomanyon tul is kiterjeszteni. Ennek
segitségével Borcherds megmutatta, hogyan lehet Zagier eredményét modularis formak szorzat-
eléallitasabol levezetni. A kozlésre benyujtott munkaban a szerzék a fent felsorolt eredmények teljes
altalanositasat nyujtjak pozitiv diszkriminansokra.

A kombinatorikus szamelmelet kiilonb6z6 problémaival nagyszamu dolgozatban foglalkoztunk,
elsésorban Sandor Csaba, Hegyvari Norbert, Kovacs Katalin, Bir6 Andrés, Gyarmati Katalin és Sarkozi
Andrés, tarsszerzok szélesebb korével egyitt, mint Ruzsa Imre és tébb francia kutato. Vizsgaltuk egész
szamokbol allo veletlen sorozatok kombinatorikai tulajdonsagait, igy peldaul a Sidon-tulajdonsagot is,
amely felfoghaté gy, hogy a sorozat nem tartalmaz 2-dimenzios Hilbert—kockat. Ennek
altalanositasaként vizsgaltuk azon sorozatokat, amelyek nem tartalmaznak k-dimenzids Hilbert-kockat.

Ez a megkdzelités elvezetett azon kordbbi becslés élesitéséhez is, hogy az 1-t6l n-ig terjedé egészekbol
legfeljebb hany véalaszthato ki Ugy, hogy a kivalasztott sorozat ne tartalmazzon k-dimenzios Hilbert-
kockét. Fentieken tulmendéen tanulményoztuk az additiv és multiplikativ Hilbert-kockak kiilénb6z6
tulajdonséagait.

A Fields-érmes Bourgain igazolta, hogy egy p elemii véges test (ahol p elegendéen nagy
primszam) minden elemét eléallitia az  A.A+A.A+A.A halmaz, ha A szamossaga meghaladja p ¥-ik
hatvanyat. Ennek altalanositasaként feltételeket adtunk, amelyek teljestilése esetén a véges test minden
eleme el6all k darab, az AB szorzathalmazbol valasztott elem 6sszegeként.

Ha A és B egész szdmok részhalmazai, A &tméréje egy véges n szam és minden egész
egyertelmiien all el6 egy A és egy B-beli elem 6sszegeként, akkor kénnyen belathato, hogy B periodikus
és legkisebb periddusa, k, nem haladhatja meg a 2”n értéket. Ruzsa Imre és Kolountzakis eredményének
javitasaként Bird Andras igazolta az ennel 1ényegesen jobb Cexp(n”c) korlatot, ahol c>1/3 tetszélegesen
valaszthato.

Toébb dolgozatban vizsgaltuk 6sszeghalmazok vagy differenciahalmazok szamossagat, tovabba
tobbszords 0sszegeket is. Sikertlt A_1+A 2+... A K tipusu 6sszeghalmazok elemszédmara also és felsé
becslét nyerni az olyan halmazok szamossaganak fuggvényében, amikor a fenti k halmazbdl csak k-1
tagnak az 0Osszegét tekintjuk, azaz az A 1 +... A {i-1}+A {i+1}+...A k tipusu halmazok
szamossaganak segitségével. Osszeghalmazokra vonatkozd problémakat, és altalaban algebrai egyenletek
megoldhatdsagat sikerrel vizsgaltunk véges testekben, és mas struktirakban is. A problémak
megoldasahoz szukséges modszerek karakterdsszegek becslését is igényelték. Karakterosszegek becslése
a szamelmélet legfontosabb és gyakran legnehezebb kérdései kozé tartozik.

Ezek a technikdk (t6bb mas moddszer mellett) kodzponti szerepet jatszottak a véges
pszeudovéletlen sorozatokra vonatkozd, csoportunk altal elért eredményekben. Sarkézy Andrasnak és
tarsszerzoi kulcsszerepet jatszottak a pszeudovéletlen sorozatok modern elméletének kifejlesztésében az
utdbbi 10-12 évben. Az altaluk meghatarozott kildnféle mértékek lehet6séget nyujtanak egy véges
sorozat pszeudovéletlen tulajdonsagainak jellemzesére. A probléma jelentésegét és gyakorlati fontossagat
az jelzi, hogy a modern kriptografiai modszerekben donté jelentéségiik van olyan algoritmusoknak, ahol
valamilyen véletlen sorozatra van sziikséglink. A projekt megvaldsitasa soran Sarkézy Andras és
tarsszerz6i (tbbbek kozt csoportunk tagja, Gyarmati Katalin) a pszeudovéletlen sorozatok
altalanositasaként kilénbdzo diszkrét struktdrak (részhalmazok, binaris racsok, véges testek, binaris
vektorok) pszeudovéletlen tulajdonsagait is vizsgaltak, és igen fontos eredményeket értek el ezen a
tertleten is.



