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OsszEFOGLALG A geometriai kul§ tajékozas paramétereit a pontok
képkoordinatai és a hozzajuk tartoz6 targy- vagepeoordinatak kozott
fenndlldé matematikai 0Osszefliggékblehet meghatarozni. A feladat
megoldasara a gyakorlatban mar jol bevalt kézetibdszereket léteznek.
Ezek a matematikai modellek évtizedek Ota haszvettatannak. Ebben a
cikkben javaslatot teszlink a feladat egy Uj$zegzakt megoldasara.

ABSTRACT. The parameters of geometric exterior orientatican be
determined from the mathematical relation betwéenmage coordinates of
the points and the object or terrain coordinatdsriggng to them. There
exist approximation methods for the solution oétpioblem which have for
decades been successfully applied in the pradtidghis work we propose a
new and exact solution of the problem.

1. Bevezetés

A természetben |étézosszefliggéseket, torvényeket altalaban nemlineggisnletekkel
lehet leirni, amelyeket a gyakorlatban linearizaliteraciéval szokas megoldani. A
matematikai problémak linearizalasara, iteraciou@térs megoldasara szamtalan példat
taldlunk Zavoti (1999) dolgozataban. Bizonyos ddsta ebfordulhat, hogy a nemlinearis
feladatokra egzakt, korrekt megoldasokat lehet ddmarizalas nélkdl is. Awange és
Grafarend (2002, 2003) tanulmanyaikban a 3D, ampateres hasonldsagi transzformaciora
adtak egzakt nemlinearis megoldast, amelyet Z§20605) és Zavoti €s Jancso (2006) cikkek
maédositva tovabbfejlesztettek. Battha és ZavotD@20) 2009b) tovabbi nemlinearis geodéziai
feladatokat oldottak meg analitikusan. A geometrikillss tajékozas nemlinearis
megoldasaval Jancsoé (1994, 2004) és Zavoti (2@&Vpti és Fritsch (2011) tanulméanyai is
foglalkoztak.

2. AKiilso tajékozas matematikai modellje

A geometriai kul§ tajékozas térbeli képkoordinata-rendszerének gykaordinata-
rendszerbe torténtranszformacidja hat paraméterrel (a projekciGgpbat 3 koordinatja és
a 3 tengely koruli elforgatas szége) adhaté meg.

Egy képpontnak a perspektiv leképzése a targyko@tairendszerbe Luhmann (2000)
alapjan az alabbi egyenlettel irhaté le:
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ahol

- [X 0r Yoo Zp]T targypont koordinatai,

- [X,.Y,,Z, | vetitési kozpont koordinatai,

- A, minden pontra egyedi, ismeretlen méretarany,

- R(@,a, k) forgatasi matrix,

- [%,.v,.~7" képvektor és- 2 kameraallands,

- [Xp ~Xo» Yy —yo,—z]T redukalt képpont-koordinatak, ahgl,y, a képtpont koordina-
o Az R forgatasi matrix harom figgetlen értékkel paramezieed, amely a harom
koordinata-tengely kordli ismeretlen szdgekkeléiftelforgatasbol adodik.

Az Awange és Grafarend (2002) tanulmanyukban a BDparaméteres hasonlosagi

transzformacié megoldasa soran Rzforgatasi matrixot a ferdén szimmetrik@smatrix
felhasznalasaval a kdvetkemodon fejezték ki:

R=(l,-S)"(I,+9), 2)

ahol I3 a 3D egységmatrix. AS matrix aza, b és c paraméterekkel az alabbi mdédon
parametrizalhato:

0O -c b
S={lc 0 -af. 3
-b a O

A (2) és (3) dsszefliggéseket ebben a tanulmanghfathasznaljuk.

3. A méretarany-tényezok meghatarozasa

Az ismeretlen paraméterek megoldasat harom |épékiv@mjuk elvégezni, et&ként a
méretarany-tényéket hatarozzuk meg.

A (2) osszefiiggés figyelembevételével a (1) egyehlealrdl (I, — S) matrixszal balrdl
szorozva adoédik a kovetk&formula:

1 ¢ -b||X, 1 ¢ -bj|X, 1 -c b |x
-¢c 1 a|Y, |=[-c 1 a|Y|+Ajc 1 -a|y, |- 4)
b -a 1]2Z, b -a 1]|2Z, -b a 1|-z

A (4) osszefuggeést irjuk fel 3 kulonkbpontra.



A geometriai transzformaciok egy specidlis esetd]ls) tdjékozas 15

= +X, +cY, -bz, +Ax -cdy, -bAdz -X, -cY +bZ =0
= -cX, +Y, +azZ, +cAx +Ay, +alz +cX -Y, -az =0
= +bX, -aY, +Z, -bAx +aly, -Az -bX +aYy -Z =0
= +X, +*cY, -bZ, +Ax, -cAy, —-bldz -X, -cY, +bzZ,

-cX, +Y, +aZ, +cAx, +Ay, +alz +cX, -Y, -azZ, =0
= +bX, —-aY, +Z, -bAx, +aly, -A,z -bX, +aY, -Z, =0
= +X, +cY, -bZ, +Ax -cAy, -bAdz -X, -cY, +bzZ, =0
= —-cX, +Y, +az, +cAx, +Ay, +alz +cX; -Y, -az, =0
= +bX, -aY, +Z, -bAx, +aly, -Az -bX, +aY, -Z, =0
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Osszesen van kilenc ismeretlentunk,(Y,,Z,, a, b, ¢ A, 4,, A,) és kilenc egyenletiink,
igy a feladat megoldhaténaknik. A nehézség abban rejlik, hogy a feladat azistheneket
tekintve nem linearis. A megoldas folyaman sorozamoeliminaljuk az ismeretleneket. A
vetitési kdzpont koordinatait a megfélegyenletek kivonasaval kikiiszéboélhetjik:
= fi-f,= +Ax  -AX%  -chy, +cdy, -b(A-A)z -X, -cY, +bZ, =0
= f2_f5: +CA1X1 _C/]zxz +A1Y1 _Azyz +a(/11—/12)z +cX, —Y, -aZz, =0

fa—fo= -bAx +bAx, +aly -aly, -(A-A)z -bX, +ay, -Z, =0

fo=f= A% —Ax —cdy, +CAy, b, -A)z -X, -cY, +bZ, =0 (6)

f5_f8: +C/]2X2 —C/]3X3 +/]ZYZ _/]3y3 +a(/12—/13)z +CXy; Yy —aZ, =0
= fo—fo= -bAx, +bAx, +ady, -aky, -(A,-A)z -bX, +aY, -Z,, =0
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i 1:1 = +/]3X3 _/]1)(1 _C/]e,ya +C/11Y1 _b(/]a _/]1)2 - X31 _CY31 +b231 =0
8 f2 = +C/]3X3 _C/]1X1 +/]3y3 _/]1y1 +a(/]3 _/]1)2 +CXy Yy —aZ; =0
o~ fa= =bAx, +bAx +ady, -aky, -(Ah-A)z -bX, +aY, -Z; =
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ahol az alabbi jeloléseket vezettik be:
X, =X, =X, Y, =Y,=Y,, Z,=2,-2,, i=1,2,3; j=mod(,3)+1. (7)
Az f,, f,,, f, egyenletekBl a b paramétert, illetve at,., f.,, fs, egyenletekdl az a
paramétert kifejezve, adddnak az alabbi képletek:
b=—Ax =X, =A% —c(Ay +Y, A y)||z, -(A -2)7]
a=+{Ay, —Y, - Ay +c(Ax + X, -Ax)]]z, -(A -1)7]
i=1,2,3; j=mod{,3)+1. (8)
Az fg, feo, fo;€Qyenleteket igy irhatjuk fel:
a(Ay, +Y; —Ay;) —b(Ax + X =A%) =Z; +(A - 4))z,
i=1,2,3; j=mod{,3)+1. (9)

Helyettesitsik a (8) egyenleteket a (9) osszefiaddpes néhany elemi atalakitas utan a
kovetked formulakhoz jutunk:

A +Y5 =AY Ay =Yg = A y; +e(x + X =A%)
A%+ X, =A%) % =X, =A% ey +Y, = A y)|=(z] - (4 - 4)° 7
i=1,2,3; j=mod{,3)+1. (20)
Tovabbi egyszéisitések utan az alabbi egyenletek adddnak:
(Ai)ﬁ _/]jxj)z + (/]iyi _Ajyj)z + (yi _/]j)zzz = xij2 +Yij2 + Zij2
1=1,2,3; j=mod(,3)+1. (12)
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A (11) 0Osszefuggéseket részletesen kiirva, az mldbbmogén, masodfoku
egyenletrendszer oldandé meglg A, és A, ismeretlenekre:

Af(xlz + y12 + Zz) =24 A,(%%, + VY, + ZZ) +/]§(X22 + y; + Zz) = X122 +Y1§ + 2122
06 + Y3 +2°) =20 A(%X + Y, Yy + Z2) + (6 + s +2°) = X+ e+ 27, (12)
/15()(5 + y§ + Zz) =244, (%% + Yoy, + Zz) +/1$(X12 + y12 + Zz) = X§1 +Y321 + Z??l .

A (12) egyenletrendszert vagy analitikusan, vaggnetkusan kell megoldani. Palancz
(2012) cikkében a (12) egyenletrendszer megoldasét alakban allitotta &l Battha és
Zavoti (2009) tanulmany a Sylvester-rezultans fefindélasaval adta meg hasonlo szerkezet
nemlinearis egyenletrendszer megoldasat.

Numerikus algoritmussal, példaul a Mathematicagmmrendszerrel a megoldasok
megkaphatdék. Tovabbi nehézség merilhet fel az églyendszer nemlinearitasa miatt:
egyszerre tobb megoldas is addédhat. Tobb megokitérea paraméterek jelentése miatt a
komplex gyokoket és a negativ megoldasokat ki leeti. A nemlinearis egyenletrendszer
pozitiv gytkei kdzll a helyes megoldas kivalasztsigecialis geometriai meggondolasokat
igényel. Kulon tanulmany fogja targyalni a modsakalanositaséat tetleges szamu pontra.

4. A forgatasi matrix a, b, c paramétereinek meghatarozasa

Masodik lépésben a forgatdsi matrix paramétereingdgoldasat irjuk le. Ennek
megfeleben ezen fejezet a kidlsajékozas normalegyenleteinek levezetését tamyal]

Miutan a A ismeretlenekre egy nemlineédris egyenletrendszerettienk le, és az
egyenletrendszert numerikusan megoldottuk, a ké&zkben a méretarany-tényiket
ismertnek tekinthetjik. Ezzel a kdlgajekozasi feladatot linearis egyenletekre veketti
vissza.

A (6) Osszefliggések felhasznalasavalaab, cismeretlen paraméterekre felirhaték az
alabbi kdzvetid egyenletek:

I X1 = A + A%, | 0 (A -A)z+2Z, = (A=A, Y0,) ]
Yo =AY+ Ay, - [(/]1 —A,)z+ le] 0 AX =A%+ Xy,
Zp,=(A-A)z A Pa ~ (AX =A%t X ) 0 a
KXo =A% A% | _ 0 (A =A)Z+ 2y — (A, AsYstYy) bl. (13)
Yo =AY, + Ay, _[(/12 —A)z+ Z23] 0 AXo=AXyt X
Zy3 = (A, = Ay)z A2Y2AsYst Yy, = (A% AgXyt X p3) 0
a1 = AX A% 0 (A -A)z+Z; —(AY5= Ay tYsy)
Yo =AY + Ay, - [(/‘3 —A)z+Zy 0 AXs=A X+ X5y
L Zy=(A-A)z 1 L AgYs= Ay, +Yo — (AXg=Ax +X5) 0 i

A fenti egyenletek alapjan a kdldajékozas normalmatrixanak elemeit az aléabbi
képletekkel adhatjuk meg:
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3 2 2
a; :Z [(/]i Y — /]moda 3y Ymodg 311 T Yimodg ,3)+1) + ((Ai - /]moda ,3)+1)Z + 2 nod ,3)+1) ]

i
s

3
alz = _z (/]I XI - Amodﬂ ,3)+lxmod0 ,3)+1 |mod( ,3)+1 (/] yl modd ,3)+1ymodd ,3)+1 + Yimoda ,3)+l)

)
)

3
a13 = _Z (AI XI _/]modd ,3)+1Xmod6 ,3)+l |mod( ,3)+1 ( mod( 3)+l)Z ZI mod( 3)+l) (14)

|
|

3
— 2 2
a22 - Z [(AI X| - Amodq ,3)+1Xmodq ,3)+l |mod( 3)+1 + ((A| - Amod@ ,3)+1) z+ Zi mod( ,3)+1)

=L
a23 = _Z (/]I yl Amod( 3)+1ymod( 3)+l |mod( 3)+1
i=1
3
— 2 2
a33 - Z [(/]I XI - Amodﬂ ,3)+lxmod0 ,3)+1 |mod( 3)+l) + (A yl modd ,3)+1ymodd 3)+1 +Yimoda ,3)+l) ]
i=1
Ismert, hogy a normalmatrix szimmetrikus, azgz=a,,, 8, = 8,5, a3, = ay,.
A kilsé tajékozas feladatahoz tartoz6 normalvektor mahméleti megfontolasokkal
hasonlé modon allithatocel

((Ai - /]modq ,3)+1) Z+Z; 04 ,3)+1)

(A Y = Amodd 3y Ymodq 31) Zimoda 32~ (A = Amodg 332) Z ¥modg 3)+1]

(Ai - Amod(i ,3)+1) in mod(i ,3)+1 - (AI Xl - Amod@ ,3)+1Xmod0 ,3)+1)Zi mod(i ,3)+1] (15)

(AI XI - Amod@ ,3)+1Xmod(i ,3)+1)Yi mod( ,3)+1 - (/1| yi - Amod@ ,3)+1ym0d0 ,3)+1) Xi mod(i ,3)+1]

DMeilMe i
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A normélegyenlet-rendszer megoldasara szamos modsrert a szakirodalomban. A
gyakorlati szamitasok soran a szingularis értékelkoohpoziciojan alapuldé (singular value
decomposition, SVD) médszer megféletk bizonyult a megoldasddllitasara.

5. Avetitési kozpont koordinatainak meghatarozasa

A harmadik 1épésben a vetitési kozpont koordindtatbrozzuk meg. A vetitési kbzpont
még ismeretlelX,,Y,,Z,]" paramétereit al, méretarany-tényézés a forgatasi matrix,bés
Cc mar meghatéarozott értékeivel a (1) 6sszefiiggeadetralasaval nyerhetjtk.

X1 X, ; 1+a?-b*-c?  2(ab-c) 2(ac+b) | x

— _ s A2 2 _ 2 _ 16
Yo =Y " e 2(ab+c) 1-a*+b’-c 2(2bc 2a) | (16)
zZ,| |z 2(ac-b) 2(bcta) 1-a*-b*+c?| -z

A (16) Osszefliggésben azindex mind a képkoordinatak, mind a targykoordakat
esetében az adatrendszer sulypontjara vonatkoziojdban mindharom pontra a (16)

egyenleteket megoldjuk, és &7,Y,,Z, koordinatakra kapott értékek atlagat vesszuik.
Valamennyi paraméter megadasaval a &utgjékozds alapfeladata megoldottnak
tekinthe®.
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6. Osszefoglal6

A tanulmanyban megadtunk egy U0j matematikai megodlda kil$ tajékozas
paramétereinek meghatarozasara. Ahogy a hagyomatjgo&snal is: a megoldas a pontok
képkoordinatai és a hozzajuk tartoz6 targy- vaggpteoordinatak kozott fenndllé leképezés
0sszefluiggéseinek felhasznalasan nyugszik, ugy amagoldasnak is alapja a pontok
képkoordinatai és a hozzajuk tartozé targy- vaggpieoordinatak kozott fennalld kapcsolat.
A tanulmanyban targyalt eljards a hagyomanyos ndégolmodszer helyett (j matematikai
megoldasi menetet ad medi Eltérés az 0j és a hagyomanyos maédszer kozotretanény-
tényedk kezelésében van: mig a régi modszer indirekt |lkeggem hasznalja) a
méretardnyokat, az Uj médszer minden pont esetglicié@ meghatéroz egyedi méretarany-
tényedket. A kiUl tdjékozasra ujonnan kidolgozott eljaras a hagygmsnmegoldasi
modszereknél hatékonyabb, gyorsabb algoritmusral, épirégi modszer nehézségeit
kikiszoboli: nem igényel sem Taylor-sorfejtést, skizelitt értékeket, sem iteraciot. A
modszer tovabbfejlesztése a Kiilsdjékozasba bevonhatd pontok szamanak novelése
erdekében a nemlineéris egyenletrendszerek megoldié&ezelésében képzelhet.
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