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Egy érdekes térképi vetiilet matematikai
és csillagaszati alkalmazasai

Péntek Kalman
NymE TTK, Matematika és Fizikai Intézet
pentek@ttk.nyme.hu

OsszEFOGLALG A dolgozat a szférikus csillagaszattal foglalkozés
bemutat egy, a Nap égbolton téémozgasat szemléltetforgathato
korongot (univerzalis asztrolabiumot). A készul&6ererzidjat Philippe de
la Hire (1640-1718) alkotta meg 1701-ben. A kédzlkaodern és
atdolgozott valtozatat e cikk széje készitette el. Azokat a legfontosabb
csillagészati és foldrajzi feladatokat érintjik, edlyek ezen eszkdzzel
kdnnyen megoldhatoak.

ABSTRACT. In the paper, we present the spherical astronmmoly— called
rotable daily arc plate (universal astrolabe) —cliliepresents the moving of
the Sun in the sky. The first version of this ta@s made by Philippe de la
Hire (1640-1718) in 1701. The modern and improvetsion was designed
by the author of this paper. We present the mogbitant astronomical and
geographical processes, which we can easily sgitheébusing of this tool.

1. Bevezetés

Pergai Apolléniosz (Kr. e. 265-190) gorég matemailkes csillagasz Alexandriaban
tevékenykedett, megalkotta a Kénika (Kupszeletel§ kotetes rivét, s kortarsaitdl méltan
érdemelte ki a Megasz Geometrosz, vagyis Nagy Gewnmevet. Kr. e. 200 korul
konstrudlta meg a klasszikus planiszférikus asahiam nevi csillagaszati méeszkdzt. A
miiszert a kozépkorban arab matematikusok tokéletigkités fejlesztették tovabb.

Ez az asztrolabium rogzitett foldrajzi szélességbrazolja az égboltot sztereografikus
vetlletben. Segitségével — mint analdg szamitodgépmeegoldhatok szférikus csillagaszat
klasszikus alapfeladatai. Ezek az eszktzok t@rkbsziltek nivészi finomsagu kivitelben,
hasznalatukkal eredményesen tajékozodtak a hajasoéngeren, de mérnoki, épitészeti
feladatok megoldasa soran is eredményesen alkakazt
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1. abra. Planiszférikus asztrolabium

Az asztrolabium barmely foldrajzi szélességen atkahatd valtozatat — az univerzalis
asztroldbiumot — Gemma Frisius (1508-1588) dolgiztd miiszer vetlileti rendszere itt is a
sztereografikus projekcio volt ekvatoridlis nézetbAz univerzalis asztrolabium egy masik
valtozatat fejlesztette ki 1551-ben Juan de RojaSaymiento,6 ortografikus vetdleti
rendszerrel dolgozott szintén ekvatorialis nézetben

2. 4bra. a. A Gemma Frisius-féle univerzalis aszttébium; b. A Juan de Rojas-féle univerzalis
asztrolabium; c. A Philippe de la Hire-féle univeralis asztrolabium

Mindkét univerzalis asztrolabium két rétegben abljazaz éggombot, azonban az égi
egyenli® mentén elhelyezkéd szégskala a sztereografikus projekcional az ddbitom
korongjanak pereme felé ritkul, mig az ortografikpojekcional a perem felé haladva
siirtisddik. Az univerzalis asztrolabiumok hasznalataocakétt volna lényegesen pontosabb és
eredményesebb, ha skéldzasa a vetlleti rendszérkérelitéssel lineéris lehetett volna.

A lineéris skalazas problémajat Philippe de la Hik640-1718) francia matematikus és
csillagasz oldotta meg, amikor 1701-ben publikaltzertikélis perspektiv projekcion alapuld
univerzalis asztrolabiumat, magat az eszkozt pRdigolas Bion (1652-1733) iszerterved
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konstrualta meg. A csillagaszati és navigacios #&80k elterjedésével, a logaritmus
hasznalataval az asztrolabiumok kezdtek héattérbeulsd, viszont la Hire vetlletét tobb
vilagtérképen is alkalmaztak [3].

A XIX. szdzadban a kozép- és féfiskl oktatasban megjelentek az asztrolabiumok
szerkesztési elvein alapuld, altaldban kartonbék ikt csillagaszati taneszk6zok. Francia és
német mintara hazankban a de Rojas-féle asztrot@iwalapuld forgathaté napi iv korongot
fejlesztett ki Loskay Miklos 1904-ben. A Magyar 8idjzi Intézet altal kiadott taneszkdzéhez
az utmutatd flzetet Kovesligethy Radd (1862-193Fi)lagasz készitette el 1903-ban. A
Loskay-féle korong modern valtozatat e dolgozarzge készitette el, azonban a la Hire-
projekcid ismeretében sziikségesriglkt az eszkdz finomitasa, atdolgozasa [1], [2], [8]

2. Avertikalis perspektiv projekcio

A fejezet cimében szeréptljaras egy olyan leképezés csalad, amelynekedldefe egy
egységnyi sugaru gombfelilet (Foldgomb, éggomb)ikedglgombje (Foldgomb keleti
félgdmbje, keleti éggdémb), képfelilete a félgobmbrepekorének sikja (Foldgomb kezd
meridianjanak sikja, €ggémb égi meredianjanak sikjaetités centruma pedig az alapfelilet
félgdmbjének szimmetria kdzéppontjabdl induld, apfkhilet korlemezének kdzéppontjan
athaladd félegyenesen feékva kiindulasi gombfelllet tet8leges, de rogzitett kidls
pontosabban nem bélpontja.

Specialisan, ha a vetités centruma az alapfelldahnsetria kdzéppontjanak éppen
atellenes gombi pontja, akkor a leképezés a kdztssmeereografikus projekcio. Ha viszont a
vetités centruma a fentiekben szesefdlegyenes mentén minden hataron tul eltavolodik a
kiindulasi gombfellletil, akkor jutunk az ortografikus projekciéhoz [67][

A vertikalis perspektiv projekcio vetitési egyeslaek targyalasanal az alapfelllet
pontjait a Foldgomb esetébeh @) foldrajzi koordinatakat alkalmazva a

P(x,y,z) = P(cos ¢ - cos A,cos @ - sin A, sin @), (1)
0°<1<180°-90°< @ <90°
maodon jellemezhetjik.
Ekkor a képfellletX, 2) sikjat azy = 0 egyenlettel irhatjuk le, a vetités centrumédig a
C€(0,—d,0),d = 1 koordinatak jellemzik. Ekkor az alapfeliilet (1)sdsfliggésben szerégp
pontjanak P’ képét Ugy hatarozhatjuk meg, mint RC vetitbsugar és az =0 képsik

metszéspontjat.
Szamitasaink eredményeként a
__ pr | cos@-cosA sin @
P’(x,; OrZ,) =P <cos<p~sin}LI 1 , 0' cos @sin i, 1)’ (2)
d ' d '

0° <1 <180°-90° < ¢ <90°

0sszefliggések adodnak, tehat esetlinkben a vesti@ispektiv projekcid leképezési
egyenletei az

; __ Cos@-cosi o sin @ 3
T cos @-sin i ) Z = cos @'sin A ( )
T+1 T+1

alakban irhatok fel.
Specialisan a sztereografikus projekcié leképezggenleted — 1,d > 1 esetben

P cos @-cos A ' sin @
= . , = ——, (4)
cos @-sin A+1 cos @-sin A+1
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az ortografikus projekcio leképezési egyenldtet o ,d > 1 esetben pedig az

!

x'=cosp-cosd, z'= sing (5)

alakot oltik.
Tetsdlegesd > 1 esetén az alapfelilet félegyeéij@nek egyik felét azom( @) féldrajzi
koordinaték jellemzik, amelyekré® < 1 < 90° és ¢ = 0°. Ezen negyedkor vetllete

; _ cosA
T sinA Y
a +1

z'=0, (6)

amely a képfelllet kdrlemezének egy sugara ésstdlja0 < x' < 1 egyenbtlenség is.
Vizsgaljuk meg, hogy mekkord értek esetén képdik le ezen egyenlit negyedkérének
A = 45° értékhez tartozdé kdzeppontja a képszakaszdptarjara; vagyis milyen esetén all

fenn a

Cc0s45° 1
Sin 45° = E (7)

d+1

0sszefliggés. Egyenletiink megoldasakent konnyenkaadd

1
d=1+4~17071 (8)

érték.

Teljesen hasonloan tetdegesd > 1 estén az alapfelilet centralmeridianjanak egyik
felét azon 4, ¢) foldrajzi koordindtédk jellemzik, ahol = 90° és0° < ¢ < 90°. Ezen
negyedkdr vetllete

x’=0,z’=%, 9)

=21

amely mentén a keépfellilet kbrlemezének egy, éz6el6) 0sszefliggésen szer@@ugarara
meBleges masik sugar, teljesiil tovabbé g z' < 1 egyenédtlenség is. Vizsgaljuk meg most
is, hogy mekkoral érték estén képdik le ezen centrdlmeridian félkorének= 45° értékhez
tartozo kézéppontja a képszakasz fépemtjara, tehat milyed esetén all fenn a

sin 45° 1

T (10)
0sszefliggés. Egyenletiink megoldasakéent a (7) dsggessel analég mdédon egysmsr

addédik szintén a
1

2

d=1+—=~ 17071 (11)

il

érték.
Mindkét esetben tehat azt nyertiik, hogy koékdg 1,7071 sugarnyi tavolsagbol vetitve
teljesil mindkét kir6tt feltétel.

Figyeljik meg, hogy a (6) és (9) Osszevetéséveérgms tetsdeges0® < a < 90°
esetén a

’ ° sin(90°—a) cosa ,
Z (90 - (l) = Cos(e0’-a) | 1 = sina, 1 =X (a) (12)

d ) d

0sszefliggés. Most 10°-o&réséggel kiszamitva ezek értékeit az 1. tablazatedjiny.
Megvizsgalva az értékeket megdallapithatjuk, hogyakgylatilag 2 tizedes jegy
pontossaggal a skala mindkét ,tengely” mentén aiké&n linearis.
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al°] z'(90° — a) = x'(a)
0° 1

10° 0,8939
20° 0,7829
30° 0,6698
40° 0,5565
50° 0,4437
60° 0,3317
70° 0,2206
80° 0,1101
90° 0

1. tAblazat

A képsikban az egyendités centralmerididn mé&eges atméiparjat megvizsgéalva
konnyen megallapithatjuk az alabbi szimmetridkat is

x'(180°—=2) = —x'(1), 0°<A1<90° ész'(—p) =—2z'(p), 0°< ¢ <90°. (13)

Ad=1 +\/—1E értékhez tartozo vertikalis perspektiv projekdiitilippe de la Hire alkotta

meg és irta le 1701-ben. A vetllet alapjan szetke®zasztrolabium és vilagtérkép is. A
foldrajzi fokhal6zatot megvizsgalva konnyen megdillaatjuk, hogy az egyentités a
centradlmeridian képe egy niégges atméiparként jelenik meg a vetileten, a paralelkorok,
valamint a meridianok képei is ellipszis ivek lesizn

3. abra. A Philippe de la Hire-féle vilagtérkép

A Philippe de la Hire-féle vetilet alapjan megsesdtett forgathaté napi-iv korong
megkonstrudlasa és a vele vald csillagaszati cktaspasztalatainak megallapitdsa a
kozeljow feladata lesz.

A Philippe de la Hire-féle vetllet alapjan megépitergathatod csillagaszati koronggal
szamos csillagaszati foldrajzi feladatot oldhatunkg kénnyedén. llyenek példaul a Nap
delelési magassaganak és éjféli mélységének meghasa az év egy tetdeges napjan, a
Nap delelési és nyugvasidpontjanak meghatarozasa az év egy éétges napjan, a nappal,
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a szilrkulet és az éjszakatdrtamanak meghatarozasa az év egy adott napjémlekkk és
még szamos feladat is barmely foldrajzi szélesskglyen kénnyedén megoldhatd. E
problémak részletes targyalasa azonban messze lagjgha dolgozat kereteit. Ezek részletes
bemutataséaval a jében kivanunk foglalkozni.
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Incomplete Stirling numbers

Takao Komatsu
School of Mathematics and Statistics
Wuhan University
Wuhan 430072 China
komatsu@whu.edu.cn

OsszEFOGLALG Az ebjel nélkuli el$faja Stirling szamok altalanositasaval
a hianyos, dljel nélkuli el$faju Stirling szamokat és az asszocialtiigl
Stirling szamokat definialjuk. Tovabba vizsgéljukea szadmok néhany
alapveb tulajdonsagat.

ABSTRACT. We define two types of incomplete unsigned Siylnumbers of
the first kind, named as restricted Stirling nunsbef the first kind and
associated Stirling numbers of the first kind, leneralizing the (unsigned)
Stirling numbers of the first kind. We also invegstie some basic properties.

1. Introduction and Stirling numbers of the second Kkind

Denote{Z} the Stirling numbers of the second kind ([3]) etetined by

k
M= %;(—1)1' () a—r

([3]). In place of the classical Stirling numbe{%}, we substitute the restricted Stirling

numbers of the second kirﬁg} and associated Stirling numbers of the second {l%d :
=m z2m

respectively.
The restricted Stirling number of the second k{ﬁ@ gives the number of partitions of
=m

n elements intd subsets such that none of the blocks contain tharen elements (e.g. [5],
n

[6]). The associated Stirling number of the seckind {k}>m gives the number of partitions
of ann element set int& subsets such that every block contains at keastements ([2,
p.221], [3], [7]).

Some combinatorial and congruental properties eg¢emumbers can be found in [5], and
other properties can be found in the cited papkfs|o

The generating functions of these numbers are diyen

mk 71 o ) 1 m [l k
R R e
n=k k=0

and
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S EE-e-Sh)

respectively. Since the generating functior{lg}‘ is given by

[o e}

n X _ k
P G

n=k

.., = Ui, = U

In this paper, we define the restricted and asseti&tirling numbers of the first kind by
generalizing the (unsigned) Stirling numbers of finst kind, and investigate their basic
properties.

we have

2. Associated and restricted Stirling numbers of the first kind

Denote[Z] the (unsigned) Stirling numbers of the first kiadising as coefficients of the
rising factorial

x(x+1)(x+n—-1) =i[:]xk
k=0

In place of the classical (unsigned) Stirling nunsbef the first kinc{Z], we substitute the

(unsigned) restricted Stirling numbers of the fikstd [Z] and the associated (unsigned)
=m
Stirling numbers of the first kin({Z] . The associated Stirling number of the first kind
=2m

[Z] equals the number of permutations of aMs€fN| = n) with k orbits such that each
z2m

block contains at leagt elements ( [2, p.25&57], [7]). The restricted Stirling number of the
first kind [Z] equals the number that each block contains at madements.
<m

The geﬁerating functions of the restricted Stirlimgmbers of the first kind and the
associated Stirling numbers of the first kind akeeg by the following ([1, p. 467, (12.8)]).

Lemma 1.For k > 1 andm > 1, we have

- np x" 1 x? xm\*
P B €
n=0

n xn 1 xz xm_l k
[k]zmﬁ k'< log(l—x)—x—7 ..... — ).

and

NgE

n=0

Since the generating function brﬂ is given by

_ Clog )
Z[k] T
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we have

.., = el = i

The unsigned Stirling numbers of the first kind daa calculated by the recurrence

[ T=nlel+ 12 @

for k > 0, with the initial conditions

3=l = (9 =0

for n > 0. The restricted and associated Stirling numberghef first kind can be also
calculated by the relations. It is easy to seartiial conditions

o =1 and [g] =[7]. =0
[g]Zm =1 and [g]Zm = [Sle —0

forn > 0.

Proposition 1. For k > 0, we have

"L, Z(n ikl
[n:1M1i;;Jn;o!k—1ml

n—-k+1
! .
"= 2wl =l

both relations in Proposition 1 are reduced toitt > k + 2 and ifm = 1, respectively.

Remark. Since

The classical (unsigned) Stirling numbers of thlstﬂkind[Z] satisfy the identities:

[il=e-vu [ =1 [ 2] =G) [ 25] === () [ sl = () Q)
By the definition or Lemma, we have several basmpprties about the restricted Stirling
numbers of the first kind.

Lemma?2. For0<n<k—-l1lorn=km+1,we have[ZLm = 0.
Fork < n < km, we have{ZLm = Z] (k <n<m), [Z](m =1, [n n 1Lm = (TZL)
h n\ (m> 4) -
3n-1 M , (m=3) (4—)( )
[nEZLm :{ : 1$3) 3 [ 3Lm Jsm;s)( 5) m=3),

3(4)'(m=2) k 15() m=2)

mLm=Oh4M(1SnSm)
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By the definition or Lemma, we also have severaidagroperties about the associated
Stirling numbers of the first kind.

Lemma3.Fori1<n<m-—1,we have{Z] = 0. We have
>m

[ = G2y = () memen=)

0, (m=2Yy 0, (otherwise)
ny (n
1M (=) (()G) =D
6, 2<m<4,n=4)
n _13 (m=2n=4) n = _ _
0. (otherwise) k 0, (otherwise)
n] _ {(n -, (k=1
klsp =10, Q<k<m) "’
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A geometriai transzformaciok egy specialis esete, a Kiilso tajékozas

Zavoti Jozsef
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OsszEFOGLALG A geometriai kul§ tajékozas paramétereit a pontok
képkoordinatai és a hozzajuk tartoz6 targy- vagepeoordinatak kozott
fenndlldé matematikai 0Osszefliggékblehet meghatarozni. A feladat
megoldasara a gyakorlatban mar jol bevalt kézetibdszereket léteznek.
Ezek a matematikai modellek évtizedek Ota haszvettatannak. Ebben a
cikkben javaslatot teszlink a feladat egy Uj$zegzakt megoldasara.

ABSTRACT. The parameters of geometric exterior orientatican be
determined from the mathematical relation betwéenmage coordinates of
the points and the object or terrain coordinatdsriggng to them. There
exist approximation methods for the solution oétpioblem which have for
decades been successfully applied in the pradtidghis work we propose a
new and exact solution of the problem.

1. Bevezetés

A természetben |étézosszefliggéseket, torvényeket altalaban nemlineggisnletekkel
lehet leirni, amelyeket a gyakorlatban linearizaliteraciéval szokas megoldani. A
matematikai problémak linearizalasara, iteraciou@térs megoldasara szamtalan példat
taldlunk Zavoti (1999) dolgozataban. Bizonyos ddsta ebfordulhat, hogy a nemlinearis
feladatokra egzakt, korrekt megoldasokat lehet ddmarizalas nélkdl is. Awange és
Grafarend (2002, 2003) tanulmanyaikban a 3D, ampateres hasonldsagi transzformaciora
adtak egzakt nemlinearis megoldast, amelyet Z§20605) és Zavoti €s Jancso (2006) cikkek
maédositva tovabbfejlesztettek. Battha és ZavotD@20) 2009b) tovabbi nemlinearis geodéziai
feladatokat oldottak meg analitikusan. A geometrikillss tajékozas nemlinearis
megoldasaval Jancsoé (1994, 2004) és Zavoti (2@&Vpti és Fritsch (2011) tanulméanyai is
foglalkoztak.

2. AKiilso tajékozas matematikai modellje

A geometriai kul§ tajékozas térbeli képkoordinata-rendszerének gykaordinata-
rendszerbe torténtranszformacidja hat paraméterrel (a projekciGgpbat 3 koordinatja és
a 3 tengely koruli elforgatas szége) adhaté meg.

Egy képpontnak a perspektiv leképzése a targyko@tairendszerbe Luhmann (2000)
alapjan az alabbi egyenlettel irhaté le:

X X, X

p p

Yo =Y, [+AR Y, | (1)

p

Z Z, -z
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ahol

- [X 0r Yoo Zp]T targypont koordinatai,

- [X,.Y,,Z, | vetitési kozpont koordinatai,

- A, minden pontra egyedi, ismeretlen méretarany,

- R(@,a, k) forgatasi matrix,

- [%,.v,.~7" képvektor és- 2 kameraallands,

- [Xp ~Xo» Yy —yo,—z]T redukalt képpont-koordinatak, ahgl,y, a képtpont koordina-
o Az R forgatasi matrix harom figgetlen értékkel paramezieed, amely a harom
koordinata-tengely kordli ismeretlen szdgekkeléiftelforgatasbol adodik.

Az Awange és Grafarend (2002) tanulmanyukban a BDparaméteres hasonlosagi

transzformacié megoldasa soran Rzforgatasi matrixot a ferdén szimmetrik@smatrix
felhasznalasaval a kdvetkemodon fejezték ki:

R=(l,-S)"(I,+9), 2)

ahol I3 a 3D egységmatrix. AS matrix aza, b és c paraméterekkel az alabbi mdédon
parametrizalhato:

0O -c b
S={lc 0 -af. 3
-b a O

A (2) és (3) dsszefliggéseket ebben a tanulmanghfathasznaljuk.

3. A méretarany-tényezok meghatarozasa

Az ismeretlen paraméterek megoldasat harom |épékiv@mjuk elvégezni, et&ként a
méretarany-tényéket hatarozzuk meg.

A (2) osszefiiggés figyelembevételével a (1) egyehlealrdl (I, — S) matrixszal balrdl
szorozva adoédik a kovetk&formula:

1 ¢ -b||X, 1 ¢ -bj|X, 1 -c b |x
-¢c 1 a|Y, |=[-c 1 a|Y|+Ajc 1 -a|y, |- 4)
b -a 1]2Z, b -a 1]|2Z, -b a 1|-z

A (4) osszefuggeést irjuk fel 3 kulonkbpontra.
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= +X, +cY, -bz, +Ax -cdy, -bAdz -X, -cY +bZ =0
= -cX, +Y, +azZ, +cAx +Ay, +alz +cX -Y, -az =0
= +bX, -aY, +Z, -bAx +aly, -Az -bX +aYy -Z =0
= +X, +*cY, -bZ, +Ax, -cAy, —-bldz -X, -cY, +bzZ,

-cX, +Y, +aZ, +cAx, +Ay, +alz +cX, -Y, -azZ, =0
= +bX, —-aY, +Z, -bAx, +aly, -A,z -bX, +aY, -Z, =0
= +X, +cY, -bZ, +Ax -cAy, -bAdz -X, -cY, +bzZ, =0
= —-cX, +Y, +az, +cAx, +Ay, +alz +cX; -Y, -az, =0
= +bX, -aY, +Z, -bAx, +aly, -Az -bX, +aY, -Z, =0

iy

N

w

N

()

© ~ [«2}

e T e T e
I

©

Osszesen van kilenc ismeretlentunk,(Y,,Z,, a, b, ¢ A, 4,, A,) és kilenc egyenletiink,
igy a feladat megoldhaténaknik. A nehézség abban rejlik, hogy a feladat azistheneket
tekintve nem linearis. A megoldas folyaman sorozamoeliminaljuk az ismeretleneket. A
vetitési kdzpont koordinatait a megfélegyenletek kivonasaval kikiiszéboélhetjik:
= fi-f,= +Ax  -AX%  -chy, +cdy, -b(A-A)z -X, -cY, +bZ, =0
= f2_f5: +CA1X1 _C/]zxz +A1Y1 _Azyz +a(/11—/12)z +cX, —Y, -aZz, =0

fa—fo= -bAx +bAx, +aly -aly, -(A-A)z -bX, +ay, -Z, =0

fo=f= A% —Ax —cdy, +CAy, b, -A)z -X, -cY, +bZ, =0 (6)

f5_f8: +C/]2X2 —C/]3X3 +/]ZYZ _/]3y3 +a(/12—/13)z +CXy; Yy —aZ, =0
= fo—fo= -bAx, +bAx, +ady, -aky, -(A,-A)z -bX, +aY, -Z,, =0

f

f

f

14

2

41

3

o

4

f
f
f
f
fS
f
f
f
f

3

©

6!

©

i 1:1 = +/]3X3 _/]1)(1 _C/]e,ya +C/11Y1 _b(/]a _/]1)2 - X31 _CY31 +b231 =0
8 f2 = +C/]3X3 _C/]1X1 +/]3y3 _/]1y1 +a(/]3 _/]1)2 +CXy Yy —aZ; =0
o~ fa= =bAx, +bAx +ady, -aky, -(Ah-A)z -bX, +aY, -Z; =

7

iy

8!

N

ahol az alabbi jeloléseket vezettik be:
X, =X, =X, Y, =Y,=Y,, Z,=2,-2,, i=1,2,3; j=mod(,3)+1. (7)
Az f,, f,,, f, egyenletekBl a b paramétert, illetve at,., f.,, fs, egyenletekdl az a
paramétert kifejezve, adddnak az alabbi képletek:
b=—Ax =X, =A% —c(Ay +Y, A y)||z, -(A -2)7]
a=+{Ay, —Y, - Ay +c(Ax + X, -Ax)]]z, -(A -1)7]
i=1,2,3; j=mod{,3)+1. (8)
Az fg, feo, fo;€Qyenleteket igy irhatjuk fel:
a(Ay, +Y; —Ay;) —b(Ax + X =A%) =Z; +(A - 4))z,
i=1,2,3; j=mod{,3)+1. (9)

Helyettesitsik a (8) egyenleteket a (9) osszefiaddpes néhany elemi atalakitas utan a
kovetked formulakhoz jutunk:

A +Y5 =AY Ay =Yg = A y; +e(x + X =A%)
A%+ X, =A%) % =X, =A% ey +Y, = A y)|=(z] - (4 - 4)° 7
i=1,2,3; j=mod{,3)+1. (20)
Tovabbi egyszéisitések utan az alabbi egyenletek adddnak:
(Ai)ﬁ _/]jxj)z + (/]iyi _Ajyj)z + (yi _/]j)zzz = xij2 +Yij2 + Zij2
1=1,2,3; j=mod(,3)+1. (12)
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A (11) 0Osszefuggéseket részletesen kiirva, az mldbbmogén, masodfoku
egyenletrendszer oldandé meglg A, és A, ismeretlenekre:

Af(xlz + y12 + Zz) =24 A,(%%, + VY, + ZZ) +/]§(X22 + y; + Zz) = X122 +Y1§ + 2122
06 + Y3 +2°) =20 A(%X + Y, Yy + Z2) + (6 + s +2°) = X+ e+ 27, (12)
/15()(5 + y§ + Zz) =244, (%% + Yoy, + Zz) +/1$(X12 + y12 + Zz) = X§1 +Y321 + Z??l .

A (12) egyenletrendszert vagy analitikusan, vaggnetkusan kell megoldani. Palancz
(2012) cikkében a (12) egyenletrendszer megoldasét alakban allitotta &l Battha és
Zavoti (2009) tanulmany a Sylvester-rezultans fefindélasaval adta meg hasonlo szerkezet
nemlinearis egyenletrendszer megoldasat.

Numerikus algoritmussal, példaul a Mathematicagmmrendszerrel a megoldasok
megkaphatdék. Tovabbi nehézség merilhet fel az églyendszer nemlinearitasa miatt:
egyszerre tobb megoldas is addédhat. Tobb megokitérea paraméterek jelentése miatt a
komplex gyokoket és a negativ megoldasokat ki leeti. A nemlinearis egyenletrendszer
pozitiv gytkei kdzll a helyes megoldas kivalasztsigecialis geometriai meggondolasokat
igényel. Kulon tanulmany fogja targyalni a modsakalanositaséat tetleges szamu pontra.

4. A forgatasi matrix a, b, c paramétereinek meghatarozasa

Masodik lépésben a forgatdsi matrix paramétereingdgoldasat irjuk le. Ennek
megfeleben ezen fejezet a kidlsajékozas normalegyenleteinek levezetését tamyal]

Miutan a A ismeretlenekre egy nemlineédris egyenletrendszerettienk le, és az
egyenletrendszert numerikusan megoldottuk, a ké&zkben a méretarany-tényiket
ismertnek tekinthetjik. Ezzel a kdlgajekozasi feladatot linearis egyenletekre veketti
vissza.

A (6) Osszefliggések felhasznalasavalaab, cismeretlen paraméterekre felirhaték az
alabbi kdzvetid egyenletek:

I X1 = A + A%, | 0 (A -A)z+2Z, = (A=A, Y0,) ]
Yo =AY+ Ay, - [(/]1 —A,)z+ le] 0 AX =A%+ Xy,
Zp,=(A-A)z A Pa ~ (AX =A%t X ) 0 a
KXo =A% A% | _ 0 (A =A)Z+ 2y — (A, AsYstYy) bl. (13)
Yo =AY, + Ay, _[(/12 —A)z+ Z23] 0 AXo=AXyt X
Zy3 = (A, = Ay)z A2Y2AsYst Yy, = (A% AgXyt X p3) 0
a1 = AX A% 0 (A -A)z+Z; —(AY5= Ay tYsy)
Yo =AY + Ay, - [(/‘3 —A)z+Zy 0 AXs=A X+ X5y
L Zy=(A-A)z 1 L AgYs= Ay, +Yo — (AXg=Ax +X5) 0 i

A fenti egyenletek alapjan a kdldajékozas normalmatrixanak elemeit az aléabbi
képletekkel adhatjuk meg:
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3 2 2
a; :Z [(/]i Y — /]moda 3y Ymodg 311 T Yimodg ,3)+1) + ((Ai - /]moda ,3)+1)Z + 2 nod ,3)+1) ]

i
s

3
alz = _z (/]I XI - Amodﬂ ,3)+lxmod0 ,3)+1 |mod( ,3)+1 (/] yl modd ,3)+1ymodd ,3)+1 + Yimoda ,3)+l)

)
)

3
a13 = _Z (AI XI _/]modd ,3)+1Xmod6 ,3)+l |mod( ,3)+1 ( mod( 3)+l)Z ZI mod( 3)+l) (14)

|
|

3
— 2 2
a22 - Z [(AI X| - Amodq ,3)+1Xmodq ,3)+l |mod( 3)+1 + ((A| - Amod@ ,3)+1) z+ Zi mod( ,3)+1)

=L
a23 = _Z (/]I yl Amod( 3)+1ymod( 3)+l |mod( 3)+1
i=1
3
— 2 2
a33 - Z [(/]I XI - Amodﬂ ,3)+lxmod0 ,3)+1 |mod( 3)+l) + (A yl modd ,3)+1ymodd 3)+1 +Yimoda ,3)+l) ]
i=1
Ismert, hogy a normalmatrix szimmetrikus, azgz=a,,, 8, = 8,5, a3, = ay,.
A kilsé tajékozas feladatahoz tartoz6 normalvektor mahméleti megfontolasokkal
hasonlé modon allithatocel

((Ai - /]modq ,3)+1) Z+Z; 04 ,3)+1)

(A Y = Amodd 3y Ymodq 31) Zimoda 32~ (A = Amodg 332) Z ¥modg 3)+1]

(Ai - Amod(i ,3)+1) in mod(i ,3)+1 - (AI Xl - Amod@ ,3)+1Xmod0 ,3)+1)Zi mod(i ,3)+1] (15)

(AI XI - Amod@ ,3)+1Xmod(i ,3)+1)Yi mod( ,3)+1 - (/1| yi - Amod@ ,3)+1ym0d0 ,3)+1) Xi mod(i ,3)+1]

DMeilMe i

.ﬂ

A normélegyenlet-rendszer megoldasara szamos modsrert a szakirodalomban. A
gyakorlati szamitasok soran a szingularis értékelkoohpoziciojan alapuldé (singular value
decomposition, SVD) médszer megféletk bizonyult a megoldasddllitasara.

5. Avetitési kozpont koordinatainak meghatarozasa

A harmadik 1épésben a vetitési kozpont koordindtatbrozzuk meg. A vetitési kbzpont
még ismeretlelX,,Y,,Z,]" paramétereit al, méretarany-tényézés a forgatasi matrix,bés
Cc mar meghatéarozott értékeivel a (1) 6sszefiiggeadetralasaval nyerhetjtk.

X1 X, ; 1+a?-b*-c?  2(ab-c) 2(ac+b) | x

— _ s A2 2 _ 2 _ 16
Yo =Y " e 2(ab+c) 1-a*+b’-c 2(2bc 2a) | (16)
zZ,| |z 2(ac-b) 2(bcta) 1-a*-b*+c?| -z

A (16) Osszefliggésben azindex mind a képkoordinatak, mind a targykoordakat
esetében az adatrendszer sulypontjara vonatkoziojdban mindharom pontra a (16)

egyenleteket megoldjuk, és &7,Y,,Z, koordinatakra kapott értékek atlagat vesszuik.
Valamennyi paraméter megadasaval a &utgjékozds alapfeladata megoldottnak
tekinthe®.
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6. Osszefoglal6

A tanulmanyban megadtunk egy U0j matematikai megodlda kil$ tajékozas
paramétereinek meghatarozasara. Ahogy a hagyomatjgo&snal is: a megoldas a pontok
képkoordinatai és a hozzajuk tartoz6 targy- vaggpteoordinatak kozott fenndllé leképezés
0sszefluiggéseinek felhasznalasan nyugszik, ugy amagoldasnak is alapja a pontok
képkoordinatai és a hozzajuk tartozé targy- vaggpieoordinatak kozott fennalld kapcsolat.
A tanulmanyban targyalt eljards a hagyomanyos ndégolmodszer helyett (j matematikai
megoldasi menetet ad medi Eltérés az 0j és a hagyomanyos maédszer kozotretanény-
tényedk kezelésében van: mig a régi modszer indirekt |lkeggem hasznalja) a
méretardnyokat, az Uj médszer minden pont esetglicié@ meghatéroz egyedi méretarany-
tényedket. A kiUl tdjékozasra ujonnan kidolgozott eljaras a hagygmsnmegoldasi
modszereknél hatékonyabb, gyorsabb algoritmusral, épirégi modszer nehézségeit
kikiszoboli: nem igényel sem Taylor-sorfejtést, skizelitt értékeket, sem iteraciot. A
modszer tovabbfejlesztése a Kiilsdjékozasba bevonhatd pontok szamanak novelése
erdekében a nemlineéris egyenletrendszerek megoldié&ezelésében képzelhet.

Irodalomjegyzék

[1] Awange, JL., Grafarend, EW., Linearized Least Squares and nonlinear Gauss-Bacolnbinatorical
algorithm applied to the 7 parameter datum tramséion C7(3) problem, Zeitschrift fur
Vermessungsweséd/ (2002) 109-116.

[2] Awange, JL., Grafarend, EW., Closed form solution of the overdetermined nordin@é parameter datum
transformation,Allgemeine Vermessungsnachrichtérf2003) 130-149.

[3] Battha, L., Zavoti, J., Solution of the intersection problem by the Syteesesultant and a comparison of
two solutions of the 2D similarity transformatiokgta Geod. Geoph. Hungl4(4) (2009) 429-438.

[4] Battha, L., Zavoti, J., Az elbmetszési probléma és a 2D hasonl6sagi transzfodm&eomatikai
KozleményeKkXIl (2009) 19-26.

[5] Jancso, T., Kulss tajékozasi elemek meghatarozdsa kozvetlen anaditimddszerrel,Geodézia és
Kartografia, 46(1) (1994) 33-38.

[6] Jancso, T.,Durvahiba-sfirés a fotogrammetriai hatrametszés kiegyenlitést, &ezdértékek megadasa
nélkil, Geomatikai Kézleményg¥Il. (2004) 181-195.

[71 Luhmann, T., Nahbereichsphotogammetriéerbert-Wichmann VerlggHeidelberg, (2000) 571.

[8] Palancz, B.,Dixon-rezultans alkalmazasa a fotogrammetriai ki#gékozas megoldasa sor&gomatikai
KodzleményekxV (2012) 85-94.

[9] Zzavoti, J., A geodézia korszérmatematikai médszerdgeomatikai Kézleménygek (1999), 149.

[10] zavoti, J., A 7 paraméteres 3D transzformacié egzakt megoldasamatikai KézleményekIll (2005)
53-60.

[11] Zavoti, J., Jancso, T.,The solution of the 7-parameter datum transformmagiroblem with- and without
the Grobner basig\cta Geod. Geoph. Hungt1(1) (2006) 87-100.

[12] zavoti, J., A fotogrammetriai kul§ tdjékozas egy U], alternativ megolda&eomatikai Kézleményegk
XIV/1 (2011) 55-62.

[13] Zavoti, J., Fritsch D., A first attempt at a new algebraic solution of thgterior orientation of
photogrammetryGeod. Geoph. Hung46(3) (2011) 317-325.



DIMENZIOK 19
Matematikai K6zlemények
Il. kotet, 2014

A 3D Helmert transzformacié méretarany-tényezojének és forgatasi
matrixanak becslései

Zavoti Jozsef
MTA CSFK GGl
zavoti@ggki.hu

Kalmér Janos
MTA CSFK GGl
kalmar@ggki.hu

OsszEFOGLALG A tanulmany a geometria egyik fontos elméletiiémajat
targyalja: két térbeli koordinata rendszer kozodrdsink matematikai
Osszefiiggést a két rendszerben koordinatéikkal detg&dzos pontparok
felnasznalasaval. A térképészetben, geometridbarkda@rdinata-rendszer
kozotti attérés soran a legaltalanosabban hasaljgdds a 3D, 7 paraméteres
Helmert transzformécié alkalmazésa.

ABSTRACT. The present work deals with an important thecaétproblem of
geometry: we are looking for a mathematical depeogebetween two
spatial coordinate systems utilizing common paiffs pmints whose
coordinates are given in both systems. In cartdgramd geometry the most
often used procedure to move from one coordinaeesyto the other is the
3D, 7 parameter Helmert transformation.

1. Bevezetés

A 3D, 7 paraméteres Helmert datum transzformacanétbgépes algebrai rendszerekkel
tortérd targyaladsaban Awange és Grafarend (2002, 200880b2@003c) években megjelent
tanulmanyai U0j iranyt adtak a téma kutatdsanak, mgea et al. (2004) tanulmanya
kiterjesztette a megoldasi mdédokat. A hazai szdkilmmban Zavoti (2005) tanulmanya az
elsy algebrai megkdzelitése a feladat megoldasanaklyaegguttal a matematikai modell
javitasara is javaslatot tett. A Zavoti és Jancd@0§) tanulmanya j6 alapotletet adott a
nemlinearis probléma linearisra toréévisszavezetésére, amit Zavoti (2012) cikk dolgbkiot
részletesebben. Az abszolut tajékozasi problémadekvakkal tortéd megoldasat Horn
(1987) tanulménya az éls kozott targyalta, a megoldas eltér a Zavoti (J0tikkben
leirtaktél. A Kalmar és Zavoti (2013) tanulmany jdisszefoglalta a két megoldas
kilonbdségét.
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2. A 3D, 7 paraméteres hasonlésagi transzformacié matematikai
modellje

Tegyuk fel, hogy adott két kulonb&zkoordinatarendszerben meért n kdzdés pont a
koordinataikkal. A 3D, 7-paraméteres (Helmert) &firbtulhatarozott hasonlosagi
transzformacio a kovetkézmodellel adhaté meg: Euklidészi térben keressuklgidleges
(cél) (X, Y, Z) és a masodlagos (targf®, y, z)koordinata-rendszerek kozotti leképezést az
alabbi formaban:

§=t+ARp, i=12..n, (1)

ahol

-§= [Xi Y, Z, ]T a célpontok koordinata értékei,

-t :[XO,YO,ZO]T az ismeretlen eltolasi-vektor,

- A az ismeretlen méretarany-téngez

- R(a,B,y) a forgatasi matrix,

-p= [)g Y, ,zi]T targypontok koordinata ertekei.
Az R forgasi métrixot a harom tengely koruli elforgasasge definialja.

A 3D, 7 paraméteres Helmert transzformacié algetmagoldasa érdekében Awange és

Grafarend (2002) aR forgatasi matrixot a ferdén szimmetrikGs matrix (5) bevezetésével
a kovetked modon irta fel:

R=(1,-c)*(1,+C), (2)

ahol 13 a harom dimenziés egységmatrix, €s matrix az a, b és ¢ paraméterekkel
meghatarozott:

0O -c b
C=/lc 0 -al (3)
-b a O

Ha az (1) egyenletet a (4) 0sszefliggés alapjé(rnsa-zc') matrixszal balrol szorozzuk,
akkor a kovetkez alak adodik:

1 ¢ -b|X 1 ¢ -b|X, 1 -c b|x
-¢c 1 a|Y|=sl-c 1 a|Y|+Ac 1 -a|y| i=12..n. (4
b -a 1|2 b -a 1|2 -b a 1]z

A fenti egyenletek képezik a 3D, 7 paraméteres lddintranszformacio kozvetit
egyenleteit, amelyek ellentmondasait az algebraatgds soran minimalizalni kell.

3. A méretarany-tényezo becslései

Zavoti (2012) tanulmanyaban a sulyponti koordin&tékezetésével megadta az eltolasi
paraméterek eliminaldsanak maodjat. Igazolta, hogytathatarozott egyenletrendszer
megoldasa soran az b ésc paraméterek kikiiszobdlésével ezen paraméterehdiiess a
paraméterre egy ismeretlenes, masodfokl, tulhaitregyenletrendszer all elaz alabbi
forméban:

P +y2+22)= X2 Y+ 2 =120 ()

is ?
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ahol
Xis = Xi _Xs’ Y].2 :Y]__Ys’ Zis:Zi _Zs i=12,...,n,
Xe =X =X, Ys =Y~ VYs 4 =2 — 4 i=12,...n.

(Megjegyezzik, hogy Awange és Grafarend (2002) Itadnyaban a méretarany-
tényedre egy negyedfoku egyenlet adddott.)
A (5) egyenletrendszer talhatarozott, megoldash ftéle moédon is megadhato.

3.1. L. Megoldas:
A fenti egyenletrendszert alakitsuk szorzatta aekkezs modon:
I+ 2 -+ 22 |a e yE e 2+ XE 4V Z2)=0, i=12,.0. (§)

Tekintsik a (6) formulaban szerépszorzatok els tényedit. Megoldandd az alabbi
egyenletrendszer:

N+t 2 =X +YE +Z i=12..n.  (7)

Adjuk Ossze valamennyi egyenletet! Ekkor a tulhaatt egyenletrendszer megoldasa
soran aA méretarany-tényéz értékére az aldbbi, a Zavoti (2012) cikkben megado
tapasztalatbdl is ismert 6sszefiiggés adodik:

IXE+YE+Z2
VX +YE+ 2

A szakirodalomban Albertz és Kreiling (1975) pullibja alapjan ismert, hogy.a
méretarany-tényéz szamolhaté a pontok sulyponti rendszerbeli tagukadsszegeinek
hanyadosaként is. Tehat a (5) masodfoku egyenteddkdok egyenletekre vezettik vissza.

- £

LN

A=1

(8)

3.2. II.Megoldas

Tekintsiik ismételten a (5) egyenletrendszert éskaiiysze valamennyi egyenletet. igy az
alabbi 6sszefliggés adadik:
Ry (@ +yiezt)=) (x2+v2+27) (9

i=1 i=1

A fenti egyenlet szorzatta alakitas nélkul is egysan megoldhaté. A méretarany-
tényed ertékére — a szamunkra fizikai jelentéssel birgitpogyok alapjan — az alabbi, a
Horn (1987) tanulmé&nyaban a kvaterniokkal levetefstzefliiggés adodik, amely Zavoti
(2012) alapjan a Bursa-Wolf modell megoldasa is:

3 (X2 +v2+22)
A= [ . (10)
> (¢ +y2 +2)

i=1

Tehét jelen esetben is anéretarany-tényét a masodfoku egyenleteidbegyértelniien
meghatarozhatjuk — a szakirodalombdl ismert (AwaggeGrafarend (2002)) negyedfoku
polinom gytkeinek bonyolult szétvalasztasi eljavasdzemben.
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3.3. III. Megoldas
Térjlink at a sulyponti koordinatakra: (a két kooéda rendszerbef és p a sulypontot

jelali):
As =s -S= s =As +5,

_ _ (11)
Ap=p-p=p =4p +P.
Visszairva a transzformacioé (1) képletébe kapjuk:
As +s=t+AIRI(Ap + D). i=12,...n. (12
Atrendezés utan adédik:
As +S=t+A[RIp+A[RIAp . i =12,...,n. (13)

A (13) képlet kbzepe elhagyhatd, mert az (1) 6sgppds az és p sulypontokra is igaz,
igy marad:
As = AIRI[Ap. i=12,...,n. (24)

Az ismeretlert eltolas-vektortdl igy atmenetileg megszabadultunkradnak még a és
az R valtozok. Az (1) formula alapjan a Bursa-Wolf mddeht eltolas-vektort atlagolassal
kaptuk:

t—zs ~AIRIp Zs A[Rzp—s ARp (15)

Attérve méretarany-tényézvizsgalatara, az egysi#bb Osszehasonlithatésag végett
aktualizaljuk (8) képletet a Bursa-Wolf modell jésgeivel:

Y =iJAsT s / iJAp.T 2 - (16)

A 1 méretarany-tényézbecslésére a (10) és (16) Osszefliggések alapjgegyalényeges
kilonbség: a (16) képletbensbb van gyokvonas, és utana 6sszegzés, mig (10uf&ioan
forditva — ezért megéllapithatjuk, hogy a (10)¥8) Osszefliiggések nem ekvivalensek, vagyis
a méretarany-tényéme a két képlet némileg eltéertéket szamolhat. Viszont (10) és (16)
képletek egyarant statisztikai becslések a mémyagnyedre (eltérésiik a hibaegyenletek
felirasabol szarmazik), mert fixpontjuk megegyezikduljunk ki ugyanis abbdl, hogy az
idedlis Helmert transzformacié soran minden tawpléa képének hanyadosa fi® ¢ ami
igaz a sulyponti koordinatakra is, ugyanis a tréorsaacio soran a sulypontot is athelyeztik,
vagyis a sulyponti koordinatakbadl a sulyponttolovedvolsagok is levezettidt

JAS s, Ag 2, i=12,..,n, (17
és a tavolsagok kozotti 6sszefliggést a méretagmetivel irhatjuk fel hibamentes esetben:
JAS' s =AG/Ap" [p i=12,...,n (18)

Ezt kdveben belathatd, hogy (18) dsszefliggés behelyettesi@keépletbe, illetve (16)
formulaba azonossaghoz vezet, vagyis a két st&tiszbecslés fixpontja (az elméleti
méretarany) megegyezik. Amennyiben (18) képlet jatapfelirjuk kozvetlenal a
hibaegyenleteket:

v, =/BsT s - AG/ApT Dp, i=12,...,n, (19)

akkor a kiegyenlités az alabbi (de ugyanazon fixppna korabbiaktdl eltér statisztikai
becsléshez vezet:
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A= ZJ as’ s) qap' (ap,) / Z Ap! p, - (20)

A fentiek alapjan megallapithatjuk, hogy a (16)Y23) képletek alapjan igaz a kbévetkez
dsszefliggés:

" asT s, /> oeT @, =Y. lasT ms ) ool o) /Y apT e @D)

i=1 i=1 i=1

3.4. IV.Megoldas
Hatarozzuk meg (14) formula maradék vektorait:

Av, =As -AIR[Ap, i=12,..,n. (22)
Tekintsuk a kévetkdzoptimalizalasi feladatot:

. T _ . _ T _
rmanZi:Avi mvi—rp’anZi:(Asi ARMDp,) fas -ARMAp,). (23)

Mivel R ortogonalis matrixR'R=15), az egyenlet a kdvetkéalakban is felirhato:

. T _ T 2 T
rlen{Z (As mq) ZA(ZAS [RmpiJHl Z(Api [Ap, )} : (24)
A célfiggvény szétsrtékét al szerinti parcialis derivalt dihése esetén veszi fel, igy
kapjuk, hogy
A=Y (as" Rp )/Z(ApT p ). (25)
Masrészt a (14) képlet miatt teljesul
1
;As:Rmpl, i=12,...,n. (26)
Ezért (25) 6sszefligges felirhato a
1
A= AZ(AST s )/Z(Ap,T mp,) (27)
alakban is, amifil a szakirodalomban ismert Horn-féle képlet adédik:
A= \/Z(Asf Bs) /Z(AplT p). (28)

Tehat megadtunk négy levezetést a 3D, 7 paramétdedsiert transzformaciol
méretarany-tényégenek megoldasara.
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4. A Grafarend-féle és a Bursa-Wolf-féle modell R forgatasi matrixanak
kapcsolata

Az C ferdén szimmetrikus matrix az (3) képlete alapf@(R) dsszefliggéssel defini@t
forgatasi matrix a kévetkézalakban irhato fel:

. 1+a?-bh?-c?  2(ab-c) 2(ac+h)
=— | 2(@b+c) 1-a?+b?-c*  2(bc-a) (29)
l1+a“+b°+c 2(ac—b) 2(bc+a) 1-a% —b? + 2

Masrészél R forgatasi matrix s g kvaterni6 kozott az alabbi 6sszefliggés van (Shen
és Chen, 2006):

R=(02-q" (@)0,+2{q@E" +q,C(q)). (30)
A (30) formulat részletesen a kdvetkdnrmaban irhatjuk fel:
G+o -0 -  2q0-9%%)  2(qg+ o)
R=| 2(q0,+0%) %-+a-0 2(00 - 0% (31)
0% -00,) 200 +00%) - -0+

Felmerulhet az a kérdés, hogy a (29) és (31) k&kitet adottR forgatasi matrixok
milyen esetben egyeznek meg?
Legyen

G %

a=—, b=&, c=—.
Yo Qo o

Helyettesitstik a (32) dsszefuggésekkel additésc paramétereket a (29) formulaba, az
alabbi 6sszefliggésekhez jutunk:

(32)

R i 4T —Goh G0 +9o, |
2 2 2 2 2
Oo Oe Oe
_ e 0, +0,9 Oe— G +0;— 0 0,9 —q
_2 2O2 5 2q12203 Oql22 3 22320q1 (33)
O t¢ ¥0;, +G; o o Qo
2% Gc%  ,B%tO% GG+
i e e Je

A (33) képletben aR forgatasi matrix valamennyi elemének nedjébsl kiemelve q02

értéket, a matrix skalarszorzéjanak szamlakpjatértékkel egyszésitve, és felhasznalva,

hogy q,” +a,° +q,” +q,- =1, éppen a (31) dsszefliggéssel adott azonossaghok jazaz a

(29) 6sszefuiggésba (31) formulat kaptuk meg.
Legyen most

¢4 =%a, d,=¢,b, g =q,c. (34)

Ekkor az

1= gy + 02 +0,° + 0,2 = g (L+a® +b* + ¢?) (35)
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egyenletbl kapjuk az alabbi egyefdéget:

1
=4 : (36)
% JVi+a?+b?+c?

Helyettesitsiik most (34) és (36) dsszefliggésekdiaformulaba, akkor aR forgatasi
matrixra az alabbi alak adodik:

[ 1+a%-b?-c? ab-c ac+b |
1+a®+b*+c? 1+a’+b*+c® 1+a’+b*+c?
R=| 2 ab+c 1-a?+b*-c? 5 bc-a 37)
1+a’+b*+c* 1+a’+b*+c? 1+a’+b*+c? |
ac-b bc+a 1-a®-b*+c?
1+a?+b?+c? 1+a’+b*+c® 1+a’+b’+c?

amely lathatélag megegyezik a (29) 6sszefiiggéssel.
Tehat 0sszefoglalva, a Bursa-Walf q,, 0, ésq, kvaterni6 komponensek és a ferdén

szimmetrikusC' matrix a, b és c paraméterei kozott az 1. tablazatban osszefoglalt
dsszefliggések allnak fenn.

1
RN T
q1 = qoa a:ﬂ
do
QZZQOb b:%
do
q3 = qo€ czﬁ
qo

1. tAblazat. Osszefiiggések a kvaterniok és az aédc paraméterek kozott

5. Osszefoglal6

Tanulmanyunkban a 3D, 7-paraméteres (Helmert) liébemlinearis hasonldsagi
transzformacio targyalasa soran megadtunk egy ditalénos modellt, amelyben kilonisoz
mabdon levezethéta transzformacié méreterany-tén§gezés a Bursa-Wolf modellt speciélis
esetként tartalmazza. A modszer Iényege a mérgtdéagedre levezetett talhatarozott
egyenletrendszer mas-mas elven tditémegoldasaban rejlik. A kidolgozott modelbeye,
hogy a méretarany-tény®zmeghatarozasaval az eredetileg nemlineéaris prabliénearis
feladat megoldaséara vezetheissza.

Megmutattuk azt is, hogy a Bursa-Wolf modellbendzstett kvaterniok és az Awange-
Grafarend szefik altal bevezetett ferdén szimmetrikus méatrix elekizott funkciondlis
kapcsolat van.
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Trigonometrikus polinom-becslések a gyakorlatban
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OsSZEFOGLALG  Intézetiinkben  gyakran d&brdul, hogy valtozo
id6kozonként mért adatsorokb6l a tovabbi adatfeld@gozsiribb

mintavételt igényel. Ennek kielégitésére tobb, israpproximacios, illetve
interpolacios modszert is kiprébaltunk. Tapaszsatkt szerint a
trigonometrikus polinomokkal tértén approximacié jé hatékonysaggal
alkalmazhatd a geomagneses béazisvonal becslésérejérasi hibak
kimutatasara, és akar egy Excel tablazatkertlis kivitelezhet megoldast
kinal.

ABSTRACT. In our institute it often occurs, that at varyimgervals measured
data sets the data processing needs a denser mgroplihe data. For that
purpose we have tried more known approximation amegrpolation

methods. According to our experiences the trigondmepolynomial

approximation can be used with good effectiveness éstimating

geomagnetic base line measurements, for gross detection, and is a
feasible method even by applying an Excel spreadshe

1. Bevezetés

mérések folynak, egyrészt nemzetkdzi és hazai adiatik feltoltésére, masrészt az intézeti
kutatdmunka tamogatasara. A vizsgalt esetben alAlaitn hetente egyszer mért geomagneses
béazisvonal adatokbdl (1.4bra) a tovabbi adatfglhimhshoz napi értékeket kellett
levezetnink, mely célra tobb, ismert approximacidketve interpolaciés modszert is
Kiprébaltunk: a Hermite és természetes kobos sphdgeselem interpolaciét, és a
k6zonseéges, illetve trigonometrikus polinomokkaté&ts approximaciot.

A matematikai analizis [2] garantalja, hogy a fetdomddszerek hatarértékben képesek a
(folytonosnak és differencialhaténak feltételezk#jesett figgvényt éllitani, azaz barmely
hibafeltételt kielégithetlink a fokszamot elég naywmalasztva.

2. AKiprobalt becslo eljarasok sajatossagai

A Hermite tipusu interpolécié szakaszonként harwiaafpolinomokkal becsli a keresett
fuggveényt agy, hogy éirja a polinom illeszkedését a mért adatokra,vled derivaltakra a
szakaszok végpontjaiban (szakaszonként 4 feltétdl paraméterre). Kivitelezéséhez az
alappontokban a derivalt értékét linearis vagy mdfdal flggvényillesztéssel szoktak
becsilni. Sajnos azt tapasztaltuk (2. abra), hagyaz interpolacid a szakaszokon bell
abnormalisan nagy hullamokat (kilengéseket) okazhat

A természetes kdbos spline interpolacié is szakdsad harmadfokd polinom fliggvényt
illeszt, az alappontokban biztositja a mért értékakeszkedést, illetve az éles masodik
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derivaltak folytonossagat a bélmérési pontokban. Nagyon keddeiteszkedést biztosit (3.
abra), de hatranya, hogy olyan nagyméfettételi egyenletrendszerhem @lappont esetén
4-(m=1) valtozohoz) vezet, melynek nincs lokalis (kisweletigényi) megoldasa.
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0 100 200 300 400
-50

-100 W

Bazisvonal értékek
H-komp
+——+— D-komp
F———=<> Z-komp

-150

1. abra. A hdrom komponengi geomagneses bazisvonal mérések 2013. évi diagramja
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2. abra. A 2013. évi D komponenklermite-féle végeselem becslésének diagramja
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3. abra. A 2013. évi D komponens kéb&pline becslésének diagramja

A teljes adatsorra (1) képlek6zdnséges polinom-interpolaciot alkalmazva azés$n)
f(X) = @ + Y1 anX’ 1)

alappontra illeszkedés feltétele elfogadhatatlamadjas polinom-fokszamhomyl), és kozel
szingularis matrixhoz vezet, amit a Hermite intédpobnal latott kiszamithatatlan kilengések
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kisérnek. Viszont ha 6tnél kisebb a bégsblinom fokszama, akkor nagyon leegysizéett,
az alappontokra rosszul illeszKeblecslést (és gorbét) kapunk (4. abra).

80
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O O O D-mert
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D-poli6
D-poli8
D-poli10

4. dbra. A 2013. évi D komponens 3-6-8-10 folpblinomosbecsléseinek diagramja
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5. abra. A 2013. évi D komponens 3-4-5 fokifigonometrikus polinombecsléseinek diagramja

Ha a teljes adatsorra a (2) trigonometrikus polirapproximaciot alkalmazzuk, akkor a
trigonometrikus sor fontos (abszollt-értekben Ilgyobb a, b, egyitthatoju) tagjait
kivalasztva kevés bazisfliggvénnyel is j0 becsléaptkk (5. abra).

f(X) = @ + Yn>1{ arcognx) + bysin(nx)} (2)

Sajnos aa,, b, amplitidokat tulajdonképpen a Fourier transzfoidgtaa ismert képletek
szerint kellene szamolni:

a =i af(t) dt(2n); @ = limaf@®)-co(nt) dt/m; by = [l 4 f(t)-sin(nt) dt/ 7.

Ezen képletek diszkrét pontokban ismert fliggvényekiodositott FFT (Fast Fourier
Transform) alakjai sem sokkal egysiaoek, bar az FFT mar tébb igényes programcsomag
(pl. MatLab, Maple V) beépitett szolgaltatdsa. Alswsos eljaras aa, b, amplitidok FFT
meghatarozasa utan az, hogy kivalasztjuk a legrisgla, |, | ba| egyiitthatokat, és a begsl|
flggvényben csak az ezekhez tartozé bazisfliggvénysderepeltetjik, mert a tobbi tagnak
mar nincs lényeges befolyasa az illesztés pontéssafp sin és cos bazisfuggvények
mindendtt [-1;1] korlatosak, ami nem igaz a kdz@esepolinomokral).

Az FFT elkerllése végett lazitottunk az elméleigasmn, és feltételeztik, hogy ismert a
becst trigonometrikus polinom legfontosabb hullamhosgzagy alapfrekvencigja), és a
bazisfuggvényként csalét, illetve néhany felharmonikusat hasznaljuk. A rhadfokd
trigonometrikus polinom-approximacional pl. a kdwethképpen néznek ki az illesztési
feltételek:
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yi = aptag-coqX)+b1-sin(x)+az-coq2x)+b,-sin(2x)+asz-cod3x)+bs-sin(3x), i=1,....m. (3)

A (3) feltételek alapjan a trigonometrikus sef, b, amplittdéi mar FFT nélkdl is
meghatarozhatok ([1], illetve Id. a kovetkeejezetet), pl. a legkisebb négyzetek médszerét
alkalmazva. Erdemes még bevezetni a (3) approxéméibavektoranakdt; euklideszi
normajat:

3= [2.m{Yi— (80 + arcogx) + basin(x) + az’cog2x) + bzsin(2x) + az-cog3x) +
+ bgsin(3x))}N1/2), i=1,...m. 4

A hibavektordt; hossza tajékoztat arrél, adott alaphullamhossB¢#ldsztési feltételek
mellett milyen pontos a becslés a mérési pontokbseyfeleb skalazas (alaphullamhossz)
hianyaban a trigonometrikus begglolinom egyrészt rosszul illeszkedik a mérési phkrs,
masrészt indokolatlanul sok hullamot tartalmazh&t.geomagneses bazisvonal fizikai
természete és az adatsor hossza (1 év) alapjargampoltuk, hogy az;, b paraméter
bazisfuggvények alaphullamhossza kb. 365 nap lésza becslés finomitasat majd a
felharmonikusok biztositjak aa,, b,, as, b paraméterekkel. Mindenesetre az alaphullam
hosszat atirhatd paraméternek valasztottuk, égadtoiztatva figyeltikdts viselkedését, hogy
a polinom fokszamanak emelése nélkil hatarozzuk mndggjobb becslést, vagyidts
minimumat kerestik az alaphullamhossz figgvényében.

3. Az approximacio megvalodsitasa Excel tablazatkezel6vel

Adatsorainkat legkényelmesebben tablazatkeetl(pl. Exce) dolgozhatjuk fel, de nincs
minden feladatra kdzvetlen megoldas, beépitett\fiéigg. Az Excel program alaphelyzetben
csak lineéris regresszid (egyenes illesztés) almmslésre képes, de tdbb dimenzidban is
(sikillesztés a hipertérben), ezért kicsit trikkidal mar a polinomos approximacional is:

X X X X X X
yz 2 2 2 2 2 2 d;
\ X X 2 X 3 X 4 X > X 6 d
m m m m m m m m
\ X X2 X3 X4 X5 X6

Lathato, hogy azy; (i=1,...m) mérési eredményeket ax oszlopba, a mérések
idépontjait aB oszlopba, ezek hatvanyait pedigCa..G oszlopokba irtuk. irjuk ezutan a
becslésx idejét és hatvanyait an+1-dik sorbaB-t6l G-ig, akkor azAm+1 cellaban az alabbi
képlettel hatarozhatjuk meg a kereseiiggvényx-beli értékét:

=TREND(A1:Am;B1:Gm;Bm+1:Gm+1).
Erdemes kiszamolnild oszlopban @ hibavektor-komponenseket is:
=TREND(A1:Am;B1:Gm;Bi:Gi)-Ali.
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A H-beli hibavektor hossza egyrészt Iéiwet teszi a becslés pontossaganakosiigsét,
masrészt az ott esetlegéfrduld (abszolut értékben) kiugréan magas egyetékék a
mérések durva hibaira utalnak, mert az approximiogbnséges hibai a normalis eloszlast
kovetik.

Most pedig attérink a trigonometrikus approximaexceles kivitelezésere. Azy;
(i=1,...,m) mérési eredményeket most isAapszlopba, a mérésakidépontjait aB oszlopba,
ezek trigonometrikus bazisfiiggvényeit pedig.a.H oszlopokba irtuk. irjuk ezutan a becslés
x idejét és trigonometrikus flggvényeit mz1-dik sorbaB-t6l H-ig, akkor azAm+1 celldban
az alabbi képlettel adhatunk trigopnometrikus patinioazisu becslést a keresgttiggvényx-
beli értékére:

=TREND(A1:Am;C1:Hm;Cm+1:Hm+1).
Erdemes most is kiszamolni kpszlopban a; hibavektor-komponenseket:

=TREND(A1:Am;C1:Hm;Ci:Hi)-A..

Y, X cos(x ) sm(x ) cos(2x ) sin(2x ) cos(3x ) sin(3x )

Y, X cos(xz) sm(x2) cos(2x2) sm(2x2) cos(3x2) sm(3x2)

y X cos(xm) sin(xm) cos(2xm) sin(2xm) cos(3xm) sin(3xm)

m+1 y X cos(x) sin(x) cos(2x) sin(2x) cos(3x) sin(3x)

Az | oszlopbeli hibavektor hossza egyrészt léhetteszi a becslés pontossaganak
mindsitését, masrészt az ott esetlegfaetuld (abszolat értékben) kiugroan magas egyedi
értékek a mérések durva hibaira utalnak, mert @roxpméacio kdézonséges hibéi a normalis
eloszlast kovetik. A hibavektor hosszat a (4) keplepjan azm+1 cellaba szamoltuk ki,
mert azx-ek skaldzasdhoz (az alaphullamhossz meghatarazdsstiikség van a hibavektor
minimalizalandé hosszképletére. Az alaphullamhdsszds értékét (Z) beirtuk aJm+1i
cellaba, éx vektor B oszlop) skalazasahoz olyan lineéris transzforrkéfiletet hasznalunk,
amelyB;-be 0-t,Bn-be pedigim+1 értékét tolti:

Bi=Jm+1* (Xi — %)/ (Xn- %)- (5)
Elsé kisérleteinket azlm+1 ceIIa (hibavektor hossz) minimalizéléséra.]mﬂ ceIIa

kivalthato-e valamely beépitetExcel funkC|ovaI Egy fluggvény széierteket azExcel
kozvetlenil nem képes meghatarozni, viszont remadélk iterativ, egyparaméteres
egyenletmegoldd képességgel, az Geélértékkeresésseimi az Adatok/Lehefségelemzés
blokkban talalhato. Ezen funkcionak 3 paramétere fial van a megoldando6 képlént1)?

mi legyen ennek az értéke (0)? és hol van az aatdthaté paraméter, alita képlet
(akarcsak kozvetetten) fuggni+1)? Természetesen tisztaban voltunk vele, hogy ez az
egyenlet tulajdonképpen nem megoldhatd, mert avhliar sose lesz nullvektor, de biztunk
benne, hogy azxcel ott fejezi majd be az iteraciot, ahol a képletéket legjobban
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megkozeliti a nullat, vagyis a minimumban — ez aldmhossz [0l megvalasztott
kezdbertékénél tobbnyire teljesult is.

4. A becslések pontossagvizsgalata

Az approximéciés mobdszerek 0Osszehasonlitdsdnél tmekedtliink, hogy azonos
paraméterszamu eljarasokat hasznaljunk. A harmadfogonometrikus polinomnak a (2)
képlet szerint 7 paramétere vamy, a, b, &, by, as, bs. Ezért a hatodfoku kdézbnséges
polinom-becsléssel {(1Réplet} hasonlitand6 6ssze, mert az is 7 parangetafea;, &, &, as,
as, a. Hasonloképpen a negyedfoku trigonometrikus polirapproximaciét a nyolcadfoku
polinom-becsléssel vetettik 6ssze, mert mindegygafmeéteres, ezértdps ésdts, illetve
dps és dty hibavektor normékat hasonlitottuk 0ssze a bedsléséativ pontossdganak
meghatarozasakor.

Legrészletesebben a 2013. évi D komponensen vinggd approximaciok pontossagat.
Azt tapasztaltuk, hogy a beéskdzénséges polinom fokszamat emelve a hibaveldssZa
lépésenként eleinte 10%-ot cstkkent, de ez a jakddébb 3% alé esett.

A 7,9 és 11 paraméteras=@, 4, 5 foku) trigonometrikus polinomokat is illesztettiink
D komponensre arREND fliggvénnyel és alaphulldamhossz optimalizaldssal,reigire
révidebb hibavektort kaptunk, mint a nekik megfigdtdtt, n=6, 8, 10 fokl kdzbnséges
polinomokndl. A kilonbség kozel 5%-nak adodott, angy is értelmezhéf hogy a
kozonséges polinom- becslés kedl tobb paraméter hasznélata esetén éri el a
trigonometrikus polinom-becslés pontossagat. Mielezmellett az alaphullamhossz
meghatarozasa (és meghatarozottsaga) elméleti§sten hordozhat, hiszen a geomagneses
bézisvonal ciklikus tulajdonsdgéanak alapfrekverdtidgolgaltatja. Ezutdn a 2013. évi H és Z
komponenseket is bevontuk a vizsgéalatba, és azo#igdwbgy az alaphullamhossz a (407;
475) napos intervallumba esik, azon belll is azsalayabb értékek minden komponensben a
magasabb fokszamu trigonometrikus becsléseknéltakio&idertlt, hogy a hibavektorok
hossza nem haladja meg a 16 egységdd. &datsornal kapott becslési hibakat az 2. tablazat
foglalja dssze.

Miutan a 2013 évi adatokat igy feldolgoztuk, a edkdzésre allo tovabbi 2009-2014 évi
adatokat mar csak a tizedfokd polinom-becslésdédiveé a harmad és negyedfoku
trigonometrikus polinom-becsléssel vizsgaltuk mesgg@mpont szerint:

a. Az alaphullamhossz hogyan valtozik az évek soran?
b. A hibavektor hossza hogyan valtozik az évek soran?
c. Lehet-e kovetkeztetni a hibavektorbdl a hibas nedae®

A vizsgalatok eredményeit az 1. tAblazatban fogkattssze. JOl latszik, hogy 2012-ben a
D komponens, 2014-ben pedigHaésD komponensek hibavektora f@ben hosszu a tobbi
komponenshez képest.

Ebbsl arra kdvetkeztettiink, hogy ezen években a kiugymponensek durva mérési
hibakat tartalmaznak, melyek pozicidjat a hibavddda lathato kiugrasok réven talaltuk meg.
Ezutan elledriztiik a mérések eredeti dokumentacidjat, vajor-ga sejtésiink a durva hibak
eléfordulasat illeben? A kézi egyeztetések révén a 13 gyanus alapfloftb bizonyult
ténylegesen hibasnak, melyek kozul tizet toroltigk egyet javitottunk Szerdlr J.
munkatarsunk segitségeével.

A javitott mérésekre alkalmazott becslések ezutan jobban illeszkedtek (csdkkent a
hibavektorok hossza), a Z komponens viszont allgpzatt, mert ott csak egy adatot kellett
tordlni (részletekért Id. az 1. tablazat).

Nem csak évenkeént kilon, hanem a teljésadamra nézve is elvégeztik a komponensek
becslését, melynek eredményét az 1. tabl@sazrovata mutatja be. Kideriilt, hogy az alap
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hullamhossznal nem egy é&lbhanem a teljes mérési adatsorbdl (6 év) célskandulni,
illetve az 0Osszesitetz komponens hibavektordnak hossza tobb mint dupdajaéves
hibavektorok 6sszhosszanak, ami felettébb kulorss,arra gondolunk, hogy az évek
egymashoz illesztésekor tortént eltolodas okozzsszabb illeszkedést.

EREDETI MERESEK JAVITOTT MERESEK
EV trig3h | trigdh | trig3e | trigde | polil0 | trig3h | trigdh | trig3e | trigde | polil0

465 410 6,8 6,56 6,56 465 410 6,8 6,96 6,56
2480 2480 5,2 4,3 4,26 2480 2480 572 4,3 4,P6
380 390 7 6,87 6,98 380 39(Q 7 6,87 6,98
350 349 9,09 8,6 8,66 350 349 9,09 8,6 8,66
353 355 4,4 4,26 4,47 353 355 4.4 4,26 4,47
402 412 9,21 8,69 8,92 402, 412 9,21 8,69 8,92

7,b6

402 455 7,63 7,56 7,56 402 455 7,63 7,56
5000 1467 4,33 4,29 4,27 5000 1447 4,33 4,P9 4427
600 425 8,9 8,69 8,76 600 429 8,9 8,69 8,6
428 2434 9,56 9,09 9,03 428 2434 9,56 9,09 9,03
7211 7211 | 1796] 1796 | 1795 | 9958 | 14091 12,9 12,9 12,9
856 402 12,18| 11,64 11,3b 856 446 10,13 9|6 8|81
416 412 15,95| 15,71 15,5 414 401 14,32 13|55 13,55
462 419 10,8 10,6 10,2 462 419 10,8 10,6 19,2

475 407 9,04 8,08 8,55 475 407 9,04 8,08 8,p5
4,22 4,22 13,22 11,51 | 16,65 | 3,47 3,47 10,98 6,73 10,04
98 98 32,22 | 26,63 32,09 94 94 7,85 7,77 9,03

279 246 3,68 3,6 3,67 279 246 3,68 3,6 3,67
2603 2700 | 66,95 65,27 64,71 2590 2700 66j01 64,1136 6
71311 | 5300 49,3| 48,34 49,3 468%6 5300 31,59 30,510,453
2226 2100 | 108,92 102,16 101,k6 2226 20p2 108,461,51] 100,8

Ossz| 2014 | 2013 | 2012 | 2011 | 2010 | 2009
N|O|I|N|O|T|N|O|I|N|O|T|N|O|IT|N|O|I|N|O|T

1. tablazat. A trigonometrikus becslések alaphullaninosszai (trig3h, trigdh), és
a hibavektorok (trig3e, trigde, polil0) nagysaga é@nként és komponensenként

5. Osszefoglalas

Intézetlinkben az altalaban hetente egyszer mégh@é& ozott) geomagneses bazisvonal
adatokbol a tovabbi adatfeldolgozashoz napi beekéiskell meghatdroznunk, mely célra
tobb, ismert approximacios, illetve interpolacié®dszert is kiprébaltunk: a Hermite és a
kobos spline végeselem interpolaciot, illetve agragpimaciot kdzénséges és trigopnometrikus
polinomokkal.

A kbbos (harmadfoku), Hermite féle végeselem irdkEgiot elvetettik, mert a valosagtol
idegen kilengéseket produkalt. A hasonléan harmadfepline interpolacié tal sok
(szakaszonként 4) paramétert igényel, és a horaabalinearis egyenletrendszer megoldasa
nagy miveletigényi, bar kedve& megoldast adott. A k6zdnséges polinom-approximésak
legaldbb nyolcadfoku (9 paraméteres) polinom hdam@setén tudta visszaadni a adatsorok
finomszerkezetét. A trigonometrikus polinomok mérrhadfokon (7 paraméterrel) is j6
becslést biztositottak, ha sikerult j6I meghatar@nalaphullam hosszat, ami elkeruthet
tette a Fourier transzformécio elvégzéseét az aauik szamitdsanal.

Megmutattuk, hogy a becslfuiggvények azExcel tablazatkezél eszkoztaraval is
meghatarozhatok, és a hibavektorok elemzésévdirkisék a durva méreési hibak is.
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Nap | D-mért poli3 polié poli8 poli10 trig3 trigd trig5

1 63,4 -2,62736| 0,26285¢ -1,31144  -0,99766 -1,61070,92179| -1,83322
7 65,75 0,123026 1,27828 1,537756 1,497195 0,95629,275655| 1,27093
14 65,3 0,10539 -0,2012 1,0799831 0,696843 0,6400,574281| 1,279636
28 63,55 -0,88831 -2,7062 -1,448b -1,83881  -1,34P51,68986 -0,8047
34 64,55 0,393104 -1,6394 -0,78589 -0,96825 -0,84100,83251| -0,26339
48 67,35 3,754655 1,88280 1,683148 2,031698 23597 1,97345 1,57743
55 64,2 0,837415 -0,7255 -1,33021 -0,83868 -0,80420,97486 | -1,68279
62 65,35 2,189482 1,02000 0,1503f2 0,656027 0B320,49909 -0,28306
70 64,45 1,4841 0,81548 -0,17591 0,19705 -0,21p85090065| -0,48175
84 64,8 2,085756 2,28737 1,485785 1,393303 0,96685,479333| 1,699324
92 63,45 0,831279 1,46636 0,9313F5 0,561551 09¥830,746958| 1,36236
101 59,05 -3,50095 -2,4701 -2,64327 -3,23491  B129 -2,99922| -2,2159]
107 61,35 -1,17813  0,05291 0,1252p8  -0,53222 05,44 -0,30849 0,3876
123 60,65 -1,89947 -0,4039 0,200279 -0,2758 0,66719-0,22756| -0,30137
133 58,75 -3,86952 -2,4039 -1,62926 -1,79053 7I/93 -1,88717| -2,43534
141 62,05 -0,65464, 0,69021 1,491606 1,620299 9B8B1 1,435876] 0,74330p
147 65,15 2,365542 3,57089 4,329135 4,660527 4485 4,441314) 3,82038p
154 62 -0,89399| 0,10433 0,750262 1,269127 1,27721%49429| 0,688369
161 59,65 -3,37024, -2,6166 -2,13865 -1,51212 -1,65-1,69013| -1,67122
169 59,7 -3,48373 -3,0415 -2,80411 -2,17468  -2,44[16-2,26373| -1,79947
182 63,7 0,210546 0,1177¢ -0,07979 0,27946 -0,07R®4377026| 1,202311%
189 62,05 -1,62272 -1,9965 -2,41508 -2,31059  -2181f -2,12028| -1,40267
196 64,55 0,682226 0,046574 -0,56094 -0,74705 1395 -0,48671 -0,0774
211 70,05 5,729166 4,642158 3,804144 3,068639 BB8 3,36707| 2,84151%
225 67,15 2,370154 1,053216 0,2746[((6 -0,60249 3024 -0,41408| -1,35696
232 67,25 2,23009 0,881863 0,2359p2 -0,51254 6832 -0,42139| -1,2206%
9

4

ISSARSANENIES]

el

TF

PO O[PS N[RN[R

240 67,95 2,648807 1,33782 0,91623  0,477985 028990,436389| 0,06554¢
244 69,1 3,655816  2,39287 2,107042 1,878817 232111,766558| 1,678536

251 65,4 -0,29746 -1,4303 -1,45252 -1,25486  -1,22091,48928| -1,05749
258 64,2 -1,75377| -2,70104 -2,44384 -1,79542 -BU1PD -2,13788| -1,26576
269 66,2 -0,16031] -0,71861 -0,04548 1,196689 0,88850,754036] 1,90687]
294 66 -1,28277| -0,7120% 0,3592%3 1,311722 0,7162TI@66375| 1,11464¢4
301 63,75 -3,78606 -2,90839  -1,94806 -1,5542 -11.800 -1,32474| -1,89417
308 64,95 -2,83533 -1,69092  -0,95097 -1,20961 8663 -0,69594| -1,4818]
321 70,5 2,265761 3,716808 3,8089p2  2,60558 3,41078,378675| 2,87298

328 67,15 -1,31659 0,14841 -0,1711 -1,41359 -0,6185-0,8386 | -0,91135

336 69 0,277518 1,580438 0,837697 0,168579 0,4806@910858 | 0,56326/

343 68,8 -0,13684] 0,832000 -0,13479 0,193071 -®B08 -0,70746| 0,04852%

349 | 68,35 -0,7627| -0,25031  -1,20286 0,080898 -BI71 -1,50162| -0,72874

358 67,9 1,46143] -1,98047 -2,32633 -0,70216  -£047-2,09048| -1,8451

364 71,5 1,983698 0511122 1,138855 0,730804 1¥H771,678008] 1,195111

365 71,1 1,558791 -0,09551 0,751041 -0,30899 18%391,325603 0,69561
Hibavekior 14,40 12,00 11,05 10,20 10,80 10,6( 9,8

hossza

2. tblazat. A polinomos és trigonometrikus becslég hibai a 2013. évi D komponensben

Irodalomjegyzék

[1] Reichel, L., Ammar, G.S. and Gragg, W.B.Discrete least squares approximation by trigonometr
polynomialsMath. Comp57 (1991) 273-289.

[2] Newbery, A.C.R.,Trigonometric interpolation and curve-fittinglath. Comp 24 (1970) 869-876.

[3] Newbery, A.C.R.,Interpolation by algebraic and trigonometric palymals,Math. Comp 20 (1966) 597-
599.



DIMENZIOK 35
Matematikai K6zlemények
Il. kotet, 2014

Toréspontok keresése meteoroldgiai idésorokban,
és azok hatasainak vizsgalata
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OsszEFOGLALO Az iddsorban toréspontként definialhaté az a pont, amely
mentén az adatsort kettébontva a két részintemalladatai kozott
statisztikailag is igazolhato eltérés mutathatéAitoréspontok felfedésére
tobb statisztikai eljaras is ismert Az ilyenésbrok kozotti kapcsolatok,
pontosan a fuggvagy fuggetlen valtozéban talalt téréspont(ok) tmieem
tekinthebek alapveaten a teljes vizsgalati idzak vonatkozasaban stabilnak.

ABSTRACT The point at which the time series is divided imotand
differences between the data in the two subintergah also statistically be
confirmed can be defined as a breakpoint. Sevéatisical procedures are
known to detect breakpoints in time series. Suddtiomships between the
time series, exactly because of the breakpointsctkd in the dependent or
independent variable, may not therefore be consitistable over the whole
studied period.

1. Bevezetés

Megfeleb hosszUsagu idsorok esetében fennall annak a I6kége, hogy a teljes adatsor
nem feltétlenil homogén, lehetnek komoly, ugrassaeitozasok benne. Ezért az ilyen
idésorokat felhasznalé elemzések, dsszefliggés vizegalam tekinthdéiek minden esetben
a teljes vizsgalati itkzak vonatkozasdban stabilnak. Kilondsen igaz eermészeti
kornyezetiinkkel kapcsolatos vizsgalatokban felh@szadatokra, hiszen mi magunk is
tapasztalhatjuk, hogy éhrasunkban, klimankban valtozasok zajlanak le. IAnatikus
komponensek kozil leggyakrabban @mkérsékletvaltozas kilonbdz eseteit szoktak
vizsgalni, mert ez egy olyan kdrnyezeti jellegimaminek valtozasait a hétkdznapi emberek is
kozvetlen modon érzékelhetik.

A megfeleb hosszusagu meteoroldgiai adatsorokban a térédpowmizsgalatanak
mobdszerét egy meteorologiai adatsor, a torésponipggalatdnak fontossagat fak éves
novekedési adatai és a klimatikus komponensek k&agazefliggéseken keresztil mutatjuk
be. Az dsszefliggés vizsgalatok mddszertani hagkrpontos bemutatasa, definialasa és az
eredmények bemutatdsa nem része jelen munkanalerigynem térink ki. Arra kivanunk
ravilagitani, hogy egy-egy ilyen toéréspontnak milyéontos szerepe lehet ezekben a
vizsgalatokban, mert sok esetben azdls®tgét, de akar iranyat is befolyasolhatja.
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2. Anyag és modszer

2.1. A felhasznalt adatok

Egy mintaterilet havi meteoroldgiai adatait (cs&@p@dszeg mm-ben és atlag
hémérséklet °C-ban mérve), felhasznalva mutatjukaktéréspont keresés maddszertanat és
annak néhany eredményét. A meteorologiai adatokémejyanezen terilet éves atlagos
fandvekedési adatait hozzavéve és ezek 0Osszefiiggese kapott toréspont figyelembe
vételével — vizsgalva tamasztjuk ala a toréspofaakossagat az dsszefliggés vizsgalatokban.
A meteoroldgiai és ndvekedési adatok 1983-2007 tkomdsaban allnak rendelkezésre, igy
25 éves idsorokat vizsgaltunk. Megjegyezzik, hogy a metegiaiéadatok ennél hosszabb
intervallumban is rendelkezésre alltak, azonbar\aekedési adatok miatt egységesitettiik a
felhasznalt idsorokat.

2.2. Toréspont keresés néhany mddszere

Toréspontok kimutatasara tébbféle modszer is ismstatisztikaban [3], mint példaul

. a szOrasok minimalizalasanak modszere,

. az anomaliak kumulativ 6sszegzése,

. a Pettitt-féle nemparaméteres préba,

. a jel-zaj arany vizsgalata,

. a részatlagok dsszevetése Student#glsbaval.

A moédszerek mindegyikének a lényege, hogy a reedélire allo teljes adatsort egy-egy
adott év mentén kettébontjuk és az alkalmazott merdé fliggd statisztikai probaval,
modszerrel vizsgaljuk, hogy az igy kapott két rdézzak megfelél jellemzi kozott
kimutathat6-e statisztikailag is igazolhatd, sZig@ns eltérés. Az issorok felbontdsa soran
figyelemmel kell lenni arra, hogy a kapott résarakok hossza egyéee definialt minimum
értéket elérien a statisztikailag korrekt Osszest8feég miatt. Ezen minimumérték
meghatarozasa részben flgg a rendelkezésre algoadi@sszatol, részben pedig statisztikai
értelemben is megfelelkell, hogy legyen. A tovabbiakban rdviden ismégiiletaz egyes
modszerek I1ényegét.

2.2.1. Szordasok minimalizdlasanak modszere

Az eljards lényege, hogy a potencidlis toréspontoikndegyikére vonatkozoan
meghatarozzuk az altaluk definialt két-két (1-e24s indexszel jeldlve) réssskzak k6zos
szorasnégyzetet:

_ (n1—1oZ+(ny—-1)o%

n1+n2—2

SZ

(1)

Ezt koveben kiszamitjuk a teljes, rendelkezésre all6 adaszdrasnégyzet értéket is,
Z?:l(xi_f)z

g% = = és ezt vetjuk Osszg? -préba segitségével az aktudlisan vizsgalt két
részidbszak k6zos szorasaval. Az alkalmazott statisztika
2 a?
X¥*=m-15 )

alakt, aholo? a teljes, rendelkezésre all6ostak,S? pedig a két részidzak kozos
szOrasnégyzete, n pedig a minta elemszama. Azdfiyiat probastatisztika megkozélieg
n — 1 szabadsagi fok@? eloszlast kovet [1].

Azt a pontot tekinthetjik a jeloltek kozll ténylsgédréspontnak, ahol @2 -érték
maximalis (lokalisan), mert ezekben a pontokbaretér két részitkzak kozbs szorasa lefele
a teljes idszak szordsadhoz képest.
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2.2.2. Anomaliak kumulativ 6sszegzése

Altalanosan megfogalmazva azt mondhatjuk, hogy atiamek tekinthetjik azt, ami az
atlagostol eltér. Természetesen nem mindegy, hgyyaelat mennyire tér el az atlagtol,
példaul outlier, kiugré adatok definialdsanak eg@ly hevalt modja az atlagtol legalabb az
interkvartilis terjedelem (IQR) masfélszeresévdb\altérés merték.

Meteorologiai adatsorok esetében — altalanos anawigdgalat kapcsan — is az
anomalianak az atlagtol valo eltérését tekintjikt, @&onban jelefisen befolyasolhatja a
klimatikus idbsorokban tapasztalhatd havi, évszakos trendekksaok jelenléte. Utdbbiakat
megfeleb technikakkal ki kell kiiszobélni az adatsorokbdl aromaliak definidlasa dt,
illetve az éves bontas mellett a vizsgalatokat Bairiten is célszérelvégezni.

Altalanos értelemben az; (1 < i <n) adathoz tartozé anomadlia az alabbi egyszer
modon definialhatéa; = x; — x, 1 < i < n, aholn az adatsor hosszapedig a teljes adatsor
atlaga. Ezek alapjan minden potencialis téréespomeghatarozzuk az anomaliak kumulalt
értékét:

Aszum = Z;‘czl aj, k <n. 3)

Azt a pontot tekinthetjik tdréspontnak, ahol efsgzeg extrém nagy vagy eppen extrém
kicsi. A modszernek két nagy hatranya is van, agkelgogy az idsorok részletesebb és
bonyolultabb elkészitést igényelnek, mint a tébbi mddszer esetélietve nem teljesen
definidlt az sem, hogy a kumulalt anomalidk esatabé tekintiink extrém nagynak, illetve
extrém kicsi értéknek.

2.2.3. Pettitt-féle nemparaméteres préoba
A préba lényege, hogy minden potencidlis toréspsstében kiszamitjuk az

prébastatisztika értékét, ahgl, =Z}‘=1rj ésr; az x; elem — rangkorellaciok esetéhez
hasonléan definidlt — rangszama. A teljes mintansl&man, ésk = 1,2, ..., n. A tdéréspont
az ak pont lehet, ahol aX,, értéke maximalis vagy minimalis, attol fligan, hogy a tapasztalt
ugrasszdr valtozas fel- vagy lefele iranyul-e.

Annak eldontésére, hogy a moédszer altal aklpterték valoban tényleges, statisztikai
értelemben is kimutathaté toréspontot hataroz-e nkegkell szamitani az annak
valbsziriségét ado, aX, értékhez tartoz6 szignifikanciaszintet. Ezt azbbiddsszefliggés
szolgaltatja [2]:

—6(Xextrem)?
xX= 2e n3+n? | (5)
aholx,yirem aZX, extrém értékéhez tartozd elemszamnak felel megaztaértéke kisebb
volt, mint 0,05, azx.,.em €rtékhez tartoz6 pont altal elvalasztott részetéré&sének
valoszirisége meghaladta a 95%-ot, azaz szignifikans adfsifeéréspont. A moédszer a
2.2.5. nemparaméteres valtozatanak tekifithet

2.24.  Jel-zaj ardany vizsgdlata

A determinisztikus modellezés esetében feltételeamidsor vonatkozasdban egyfajta
allandossagot, ez a tartosnak tekinthetndencia, a szezonalitas és a ciklikussag, mig a
véletlent egy zavard tény@zek, zajnak tekintjik. Ez a fajta megkdzelités enszen a
sztochasztikus modellezéssel — ezért inkdbb leékegi, a hosszabb tava hatasok
feltérképezésben &s, a véletlennel kevéssé foglalkozik.

A statisztikai szakirodalomban a hosszu tavu, poédisan ebre jelezhed valtozasokat
jelnek (ami mérhét tervezhet), mig a természetes valtozékonysagot zajnak fékint
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Toréspont keresh@ét ezen két komponens dslorban tortéh eldfordulasi aranyainak
vizsgalataval is. A jelzaj arany becslésére tobbféle modszer létezik ikgzéldaul az alabbi,
Yamamoto altal ajanlott és alkalmazott [2]

—6(Xextrem)?

X= 2e n3+nZ (6)
aholx,, X, éso, éso, a két vizsgalt részizak atlagai és szérasai. Toréspontnak ezl
arany maximumat produkald valasztépontot tekinthetvagyis ahoW;,,,,,; @ maximalis
értéket veszi fel. A téréspontot a gyakorlatbanoak@rtjuk realisnak, hdj,;/,q; = 0,5.

2.2.5. Részatlagok dsszevetése Student-féle t-probaval

A modszer alkalmazhatésaganak feltétele, hogy sgait adatsorok normalis eloszlasuak
legyenek, amit példaul a Kolmogorov-Szmirnov, vagghapiro-Wilk teszttel vizsgalhatunk.

7z

Az atlagok 6sszevetésére a proba soran genendéik alkalmazhato:

t=-22 (7)

1 1

nq nz
ahol x; ésx, a két minta atlagan,; ésn, azok elemszamat pedig a két minta k6zos
szorasat jelenti. Utobbi a két részminta szérasdoakso,) ismeretében az alabbi médon
kénnyen szamithato:

nitny,—2

— N2 — N2
S:\/(Tl1 Doy +(n, 1)0'2_ (8)

Minden egyes potencialis téréspont altal meghatitd®t részszakaszhoz kiszamitjuk a
Student-félet-probahoz tartoza-értéket, a valasztépontot pedig azéelshetseges értait
egy-egy évvel mozgatjuk @e az utolsO lehetséges értékig. Az igy kapdttértekek
sorozatabol a maximalis mutatja azt a pontot, eregly mentén az ésdort kettévalasztva, a
két részsorozat atlaga kozott maximalis az elténéstéeke. Amennyiben ez az eltérés
statisztikailag kimutathatéan szignifikdns is azothdmegbizhatésagi szinten, akkor
mondhatjuk, hogy ez a pont egy téréspont a vizeghdtsor tekintetében.

Amennyiben a vizsgalt &borban statisztikailag alatamasztva trendszeds
toréspontszér valtozas is kimutathatd, akkor feltétlentl kérdémgy hogyan tudjuk
meghatarozni, hogy a kimutatott valtozas inkabb fefjjamat kovetkezménye, vagy valéban
egy hirtelen, ugrasszewraltozas tortént-e a kijelolt évben.

A kérdés eldontéséhez 6ssze kell hasonlitani gdlizéolyamatot leird lineéris trend és a
kapott toréspont jellenéit, pontosabban az eltérés négyzetdsszegeket (BSpzink az
idésorunkra regresszids egyenest, legyen,£z,, = mt + b alaku trendvonal. Hatarozzuk
meg a trendegyenes adott pontokhoz tartozo hedyeise értékeit, jeloljuk ezeket, eng; =
mt; + b-vel,1 < i < n az n adatot tartalmazé adatsor esetében. Képezzak eltérését az
adott pont tényleges értékeil, majd szamitsuk az eltérés négyzetdsszeget,

2
SStrena = Z?:l(xi - xtrend,i) . (9)

Adott ekkor tovabba az &dorban kimutatott toréspont altal meghatarozott két
részidbszak és azok atlagair{ ésx,). Az el részidszak elemei,,x,,...,x;, Mmig a
Masodikéxy 1, Xx12, -, X,,. Allitsuk el a két részifiszakra kuldn-kilon az egyes tényleges
mérési adatok és a rés&stak atlaganak kulonbségeit és képezzikélelaz eltérés
négyzetdsszegeket:

SStP = Z{'czl(xi - fl)z + Z;‘lzk.ﬂ(xi - fl)z. (10)
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Az illeszkedések josaganak, pontossaganak oOsszdltasara képezzik a két eltérés

SStrend

négyzetdsszeg hanyadodat= .t A kapotth hanyados értéke alapjan meghatarozhato,
tp
hogy melyik eljards ad pontosabb eredményt, hidzeh > 1, akkor a toréspontok altal
meghatarozott atlagok, ha< 1, akkor a teljes adatsorra illesztett trendvonkdsikedik

jobban a vizsgalt adatsorra.

3. Eredmények, kovetkeztetések

3.1. Toréspont keresés

A 2. fejezetben bemutatott mdédszerek k6zll a résgpsit t-probaval tortéé 6sszevetését
alkalmaztuk (az alapadatok normalitdsanak élegsét kdveten). A toréspont keresést mind
a csapadék, mind admérseklet adatsorokra elvégeztik, illetve éves, légv évszakos
bontasban is vizsgaltuk azégbrokat. A minimélis intervallum hosszéat 5 évbefirdétuk,
igy a potencidlis toréspontok szama 22. A munkatsak az éves adatokra vonatkozoé
eredmények szerepelnek, mert az Osszeflggés \arskalis éves szinten keriltek
végrehajtasra.

Az éves éatlagbmérsékletek vonatkozdsaban a toréspont 1998-raottd@id tablazat),
mely statisztikailag valéban egy ugrasszéirtelen valtozas.

ev atlag ebtte (°C) | atlag mogotte (°C)| eltérés (°C)
1998 8,01 9,05 1,04

1. tAblazat. Toréspont az éves atlagimérséklet adatsorban

I éves atlag h6m idGszaki atlag h6mérséklet

t-érték ——Linearis (éves atlag h6m)
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1. 4bra. Toréspont az éves atlagimérséklet vonatkozasaban
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A csapadék adatsor esetében a maximaégék (1,46) 2000-ben adddott, azonban
p = 0,16 érték mellett, igy ezt nem tekinthetjik szignifisaeltérésnek az altalunk kijeldlt
95%-0s szinten (de még 90%-0s szinten sem). Az ésapadékosszeg tekintetében nem
jellemzs a komoly valtozdsa, azonban annak éven belili zElsgdban mar komoly
atrendeédés érzékelhét Utdbbit tAmasztjak ald a honapok és évszaki cEisszegek
vizsgélatara vonatkoz6 eredmények.

3.2. Osszefiiggés vizsgalatok

Az éves atlagos ndvekedési adatsor és éménséklet kozotti Osszefuggésekkel
kapcsolatos eredményeket jelenitink meg. Az eleehkztedjesebbé tételéhez alkalmaztuk a
CReMIT modszert [4] specialisomérséklet adatsorok képzéséhez. Ennek lényege, dogy
szimpla havi adatok mellett kilonh®moszaki Bmerseklet atlagokat is képeztink és ezeket
is dsszevetettilk a ndvekedési adatokkal, mintd(ggraméterrel. Ehhez a tovabbiakban az
alabbi jeloléseket alkalmazzulka az aktudlis,p az ebz6, pp a ketbvel korabbi éve
Osszefliggéseire, szam pedig a honapra utal. Pdawd2: elbz6 év oktdberétl adott év
februarig tartd iélszak atlagbmeérséklete. Az alkalmazott ©sszefiiggés vizsgalat
szignifikancia vizsgalattal egybekotott linearigiadacio-analizis.

mettél | meddig 1983-2007 1985-1998 1999-2007
H.p8 | H.pl11 -0,53 -0,69
H.p10| H.p11 -0,65 -0,73
H.p5 | H.p6 -0,43
H.a4 | H.a5 0,65
H.a6 | H.a8 -0,41 -0,6
H.a7 | H.a8 -0,69

2. tablazat. Osszefiiggés a réssiszakokban, lsmérséklet

Az Osszeflggés vizsgalatokat a telje$shk (1985-2007) és a toréspont kereseés
eredményeként kapott év (1998) mentén kettéboittészakokra (1985-1998 és 1999-2007)
is elvégeztik. A tablazatban csak a 90%-o0s szistiisztikailag szignifikans eredményeket
jelenitettik meg. Azt vizsgéltuk, hogy mennyire drdéak, vagy eltérek a kapott
eredmények. A 2. tdblazatban szedekbrrelacios értékek alapjan jol lathatd, hogy &b e
részidbszakban alig adodott szignifikans kapcsolat. Aetelpbszak tekintetébe mar tobb, bar
inkdbb kozepes éssédginek nevezhét oOsszefliggés latszik. Ugyanakkor a masodik
részidbszakban mar ésnek mondhaté 0Osszefliggéseket lathatunk jebemzugyanazon
id6szakokra, mint a teljes ddzak vonatkozadsaban. Fontos megjegyezni, hogytabBzat
csak néhany, onkényesen kiemeltdsdakot mutat, de a tobbi vizsgalt intervallum
tekintetében is hasonlo eredmények fogalmazhat@k m

4, Osszefoglalo

A dolgozat az iélsorokban toréspontok keresésére vonatkozo jellestatisztikai
modszereket mutatja be réviden. Egy konkrét péllkalmaztuk a részatlagok 6sszevetésén
alapul6 eljarast és vizsgaltuk ennek jebségét fak ndvekedésére vonatkozé Osszefliggés
vizsgalatokban. A bemutatott eredmények arra hiWghla figyelmet, hogy az alkalmazott
elemzési moddszer tekintetében (linearis korreldztiais) a flggetlen paraméterekben
bekovetke# valtozasok komoly hatassal birnak az 6sszefiiggégalatok kimenetére. Azt is
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lathatd, hogy a hosszabb vizsgalatbsdakra vonatkozé Osszefliggések, kapcsolatok nem
feltétlendl allnak fent annak egy-egy rovidebb nézvallumara, & akar az 6sszefliggések
irdnyat tekintve is bektvetkezhetnek valtozasok.
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OsszEFOGLALG A dolgozatban az NymE SKKimész szakos hallgatéinak
az Abrazolé geometria tantargy keretein beliilizénsiéletének fefidésére
kovetkeztetink a Mental Rotation Test (MRT) alkatdmaval, amely a
forgatasi elképzelés képességet méri.

ABSTRACT. In this article, we examine the spatial rotatahility of the art
students at NymE SKK according to Mental Rotati@stT(MRT) and we
draw conclusions of the development of their spadiality. The MRT
survey was joined to the Descriptive Geometry lasso

1. Bevezetés

Mindenki szamara |ényeges a j6 térbeli tajékozokidendsen a vizudlis abrazolas terén.
A j0 miszaki szakember, a j0iwész egyik legfontosabb képessége a fejlett térnetein
Napjainkban a szamitégépes CAD rendszerek maxirkifilgsznalasa is szintén megkdvetel
a térszemléletet. Habar arra nézve, hogy pszicleagdszertani szempontbol mit értsiink
pontosan a térszemlélet kifejezés alatt, még ninegallapodas. Ennek a képességnek az
altalanos mérésére nincs lelsglg, de néhany mérési modszerrel lehet ra kovetkezA
szakemberek a térszemlélet egyes részeinek, a emdddethez kothét specidlis
feladatmegoldd képességek mérésére tobbféle mddkAgoztak ki. Ezek kozil az egyik a
Mental Rotation Test (MRT), melyet 1971-ben ShepgsdVetzler [6] vezetett be a térbeli
forgatas elképzelésének mérésére. Szamos egyetiedseitettek mar felmérést az MRT
alkalmazasaval. Az utobbi hazai felmérések eredeiéiy[l], [3]-ban olvashatunk. E
dolgozatban mi is ezzel a teszttel foglalkozunkzleissebben. Megvizsgaljuk, hogy a
Nyugat-magyarorszagi Egyetem Simonyi Karolyiddaki, Faanyagtudomanyi ésiészeti
Kar mivészeti alapszakos hallgatoinak a teszt eredmémgginyit javultak az Abrazolo
geometria tantargy keretein belll, és ezt asdigbst 6sszehasonlitjuk néhany korabbi, mas
egyetemen mért eredménnyel. A térszemlélet vizsgaigenetadl, modszereifl egy roévid
0sszefoglalét taldlhatunk [1] és [2]-ben.

2. Az MRT felmérés koriilménye, Kiértékelésének modszerei

A 2013-14-es tanévben a Nyugat-magyarorszagi EgyeSémonyi Karoly Miszaki,
Faanyagtudomanyi és iMészeti Kar Epéimivészet, Formatervezés és Telbgafika
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alapszakos hallgatdk térszemléletét, illetve aztdrdéletik fejpdését vizsgaltuk a ,forgatas
elképzelése” képességik alapjan a Mental Rotatest Jegitségével. A hallgatok az abrazolo
geometriat két szemeszteren keresztil tanultdkkBetjyakorlati éraban. A két félév soran a
két-képsikos-, az axonometrikus- €s a centralisazaddssal, alakzatok vetlleteivel,
sikmetszeteinek és athatasainak szerkesztésévedz éarnyékszerkesztési technikakkal
ismerkedtek meg. A hallgatok &szi szemeszter élsorgjan és a tavaszi szemeszter utolsé
orgjan irtak meg az MRT-t. A teszt egy A4-es lamaRket oldalan 10-10 feladatbol allé
feladatlap. Minden kérdés egy alakzatnak négy $éuets elforgatottjat abrazolja, melyek
kozil kett helyes, kett pedig rossz. Az 1. abra egy tesztkérdést mutdiallyatoknak egy-
egy oldal kitdltésére csak 3, 6sszesen 6 percedittelkezésére.

® @D

1. &bra. MRT egy kérdése. A bal oldali &branak kéelforgatottja szerepel a jobb oldali abrak kozoétt

o w4

A teszt régebbi szakirodalomban talalhaté kiériésenél (,Answer Key for MRT”) 2
pont jart egy feladat megoldasara, ha mindkét gglasolt, 1 pont, ha csak egy valaszt adott
a teszt kitolbje és az jo volt, minden tovabbi esetben nem jérit.pAz utébbi idben a
szakemberek egy kicsit valtoztattak a kiértéketsqarasan ([1], [3]). Ez a kévetkez
2 pont, ha mindkét vélasz helyes,

3/4 pont, ha az egyik valasz helyes, a masik nem,

5/4 pont, ha csak egy valasz van és az helyes,

az egyéb esetekben nem jar pont.

A kapott 6sszpontszamot egészre kerekitjik, a laiudit kitoltott teszt pontszama igy 40. A
tesztek kiértékelésénél mi is az utdbbit, az [1I}-bevezetett redlisabb pontozast alkalmaztuk.
A hallgatdék a pontozasi szabalyt nem ismerték attewgirasanal, csak azt az instrukciot
kaptak, hogy két valasz helyes, és csak amibendaktazt jeloljek meg.

3. MRT kiértékelése

A szeptemberi teszt megirasanal 6sszesen 54, mjgsimal9 hallgaté volt jelen. A
tesztek atlagpontszama 19.19, illetve 23.98 volkofabbi kutatasok alatdmasztjak, hogy a
nemek kozott a térszemlélet kilonBo@4]). A tovabbiakban mi is nem csak 6sszesitve,
hanem nemek szerinti bontdsban is vizsgaljuk atekseredményeit. A nemek szerinti
atlagpontszamok és szorasok az 1. tablazatbaridiatha

szeptember majus

- — - — atlagértékek kilonbsége
f6 | atlag| széras f6 | atlag | szoras
férfiak | 13| 21.54| 7.13 | 9| 30.11 6.90 8.57
nok 41| 18.44| 5.84 | 40| 22.60| 6.50 4.16
Osszesef 54 19.19| 6.31 | 49| 23.98| 7.19 4.79

1. tAblazat. Az MRT atlag pontszamai
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A tovabbiakban csak azokat a hallgatokat vessziefembe a vizsgélat soran, akik
mindkét tesztet megirtdk. Osszesen 40 ilyen hallgatt, ebldl 7 férfi és 33 6. Az
eredmények a 2. tablazatban talalhatok.

A mivész szakos hallgatok atlagpontszama a felmérgdnetzeptemberben 19.63, a
felmérés végén méjusban 25.08 volt. Ez egy 5 épdatos javulasnak felel meg. A férfi
hallgatok atlagpontszama mindkét alkalommal jovalgasabb volt adn hallgatétarsaiknal.
El6bbiek esetében, a két felmérés eredményeinek ksigyeb7.71 pont, mig utébbiaknal ez
alacsonyabb, 4.97 pont. A felmérés szerinbla a tanév végeére érték el a férfiak tanév eleji
pontszamat. Habar a @ hem sok, igy nem lehet messzethemegallapitasokat tenni, de ugy
tinik, hogy az MRT szerint a ferfi inész szakos hallgatok térszemlélete, forgatasi
elképzelése meghaladjé tarsaikét, s egy év alatti fégésik is nagyobb Iéptélazokénal.

szeptember majus . o . )
- — 1 — atlagértékek kilonbsége
atlag | szoras atlag | széras

férfiak (7 ©) | 25.00| 7.17 | 32.71] 2.76 7.71

nék (33 H)| 18.48| 6.20 | 23.45 6.32 4.97

egyutt (408) | 19.63| 6.85 | 25.08 6.83 5.45

2. tablazat. Az MRT atlag pontszamai a mindkét dajozatot megirt hallgatok kozott

Férfiak m NGk ™ Egyitt

2. dbra. Az MRT eredmények (1. felmérés)

A 2. és 3. abra mutatja, hogy szeptemberben, dletajusban milyen pontszamokat értek
el a hallgatok. Az els sorban a férfiakét, a masodikban ékét és a harmadikban az
Osszesitett értékeket latjuk. Szeptemberben aakédontszamat tekintve elég nagy a minta
terjedelme (14 és 38 pont kdz6tti), mig majusbariikik mar senki sem volt 30 pont alatt. A
legalacsonyabb pontszamot tekintve, ez tobb mitszieges javulast jelent. ASk esetében, a
masodik felmérésre a pontszamok terjedelme csoklantekkor kapott legalacsonyabb
pontszam (13 pont) kozel kétszerese voltéazinek (7 pont). Ugyanakkor a legmagasabb
érték nem valtozott (33 pont). A minta szérasdbiame&rtéki ndvekedés figyelhétmeg, a
pontszamok eloszlasa egyenletesebb, sulypontjalsé fartomanyba helyédott at. Az

0sszpontszadmok azébbiek eredjeként, szintén jeletis eltolodast mutatnak a jobb értékek
iranyaba.
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Férfiak B NGk ™ Egyitt

3. abra. Az MRT eredmények (2. felmérés)
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4. abra. Az MRT eredmények eltérése a két felméré®zott, hallgatonkeént

A 4. abra a szeptemberi és majusi felmérés eredmiéigitti pontszambeli kilénbséget
mutatja, hallgaténként. Lathatjuk, hogy a hallgatdknt része a masodik felmérés
alkalmaval tobb pontot ért el, mintéskor, sok esetben a javulas jetentmérték. A
magasabb ke#gontszammal a javitasok kisebbek, de ez egyéitedmNehanyan egy vagy
néhany ponttal kevesebbet értek el. Ennek okat mdideriteni, lehet figyelmetlenség,
nemtobdoémség (nincs tétje a felmérésnek) vagy példauladhlt tippszeér kitbltés
alkalmazasébdl. Statisztikai szamoldsok alapjagfelebb két lehdiséget valasztva a
feladatlap véletlenszékitoltésével is atlagosan 14 pontot el lehet érni.

Az 5-7. 4bra mutatja a féflést nemenként és dsszesitve. Férfiakndl a leghbggoulas
16 pont, mig 6knél 13. Ebbbiek 71.4%-a ért el a kordbbinal magasabb pontsgzam
utobbiaknal 78.8%-uk javitott. Erdekes latni, hagyérfiak esetében a legkisebb javulas 6
pont, ez bizonyara az alacsony minta-elemszamhadikdAz 6sszesitett adatokat tekintve,
lathatd, hogy a vizsgalt 40 hallgatd tébb mint @§#82.5%-a) ugyanolyan, vagy alacsonyabb
pontszamot szerzett majusban (2. felmérés), miab av szeptemberében (1. felmérés).

Mi lehet az oka a férfiak eredményének? HogyantldBeponttal jobb tesztet irni egy
evvel késbb? llyen mérték javulas érhét el egyénileg, két félév alatt, mig masok
térszemlélete a masodik teszt alapjan is nagyonngfyek mondhaté? E kérdések
megvalaszolasa jelenleg még nem deaxl megalapozott, tekintve a férfiak esetében atgcso
minta-elemszamot (76f. Talan javithaté lenne a felmérés megbizhatoshgayalamilyen



NymE SSK nivész szakos hallgatok térszemlélete az MRT szerint a7

modon novelnénk a felmérésben részt dvanallgatok motivaltsdgat a teszt kitoltésével
kapcsolatban, példaul a legjobb eredménytsklgutalomban részesiinek. igy nem csak egy
szamukra feleslegesnekinb, a gyakorlat idejéll 7-8 percet elve¥ foglalkozasként
tekintenének ra.

2
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0
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5. abra. Az MRT eredmények valtozasa férfiaknal
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6. abra. Az MRT eredmények valtozasa éknél
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Pontszam valtozasa

7. abra. Az MRT eredmények valtozasa dsszesitve
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4. Az eredmények 6sszehasonlitasa korabbi eredményekkel

A felmérés eredményeit 6sszevetjik az egyetemigkdmas egyetemen korabban mért
eredményekkel, akkor azt mondhatjuk, hogy @&vész szakos hallgatok atlagos eredménye,
fejlédése egy kicsit jobbnak mondhaté az atlagosnaluka dredménye, fejldése viszont
nagyon jonak tekinthét Természetesen ainesz szakos hallgatok térszemléletét, akar csak a
tobbi hallgaté esetén nem csak az abrazol6 geanédjiesztette, hanem tébb hasonlo,
térszemlélet fejlesét tantargy is. A mivész szakos hallgatok a két félév soran abrazolo
geometridval toltétt Osszes Oraszama nem tobb, mds hallgatok esetén, akik
térszemléletének valtozasat egy félév alatt vizdgatle az egy év alatt tobb lebsddik volt
a térszemlélet fejleszffeladatok megoldasara.

Az SSK faipari mérndk és ipari terv@mérnok hallgatok egy féléves felmérés
eredményének hasonlé atlagpontszamai: szeptembdéoiak 23.73, Bk 16.00, egydtt
21.32 pont; decemberben 27.8, 21.00, 26.37, ugyemed sorrendben. A féfés atlagosan 5
pont minden esetben. Az Ybl valé felmérés pontszdrasonlok, habar a fégiés valamivel
kisebb mérték. Részletek a [3]-ban talalhatok.

5. Osszefoglalo

A NymE SKK mivész BSc hallgatoi korében kerilt sor két alkalomr{2013
szeptember és 2014 majus) a Mental Rotation Te®RT(Melvégzésére. Az eredmények
kiértékelése soran csak a mindkét felmérésben nésxi hallgatdk pontszamait vettik
figyelembe (40 ). Az értékelés soran, &k és férfiak esetében kulon-kilon és egydtt is
vizsgaltuk a javulas meértékét. A hallgatok atlago$ad5 %-os javulast értek el, a férfiak
ebben nagyobb szerepet jatszottak. Ugyanasékarsupan 17.5 %-at adtdk a mintanak, igy a
rajuk vonatkoz6 éatlag- és szords adatok megbizhgadosebsen kérdéses. A felmérés
megbizhatésagat tovabb kell ndvelni, példaul aghédk valamilyen formaban tortén
Osztonzésével. Osszességében elmondhatd, hogy féléées abrazold6 geometria oktatas
kimutathaté mértékben pozitiv hatdssal van a hialigrszemléletére.

Irodalomjegyzék

[1] BOLcskEl, A., KOVACS, A. Zs., KUSAR, D., New Ideals in Scoring the Mental Rotation Té&t) Journal
of Built EnvironmentVolume 1, Issue 1 (2013) 59-69.

[2] BOLCsKEl, A., KOVACS, A. Zs., Measurement of Spatial Abilities of Architect Statkeat Ybl Faculty by
Mental Cutting Test (HunDebreceni Miszaki K6zlemények (2012) 35-44

[3] KovAcs, A. Zs.,, NEMETH, L., Development of spatial ability according to memtahtion test at SKF and
YBL, Ybl Journal of Built EnvironmenY/olume 2, Issue 1 (2014) 18-29.

[4] NEMETH, B., HOFFMANN, M., Gender differences in spatial visualization ame@mgjineering students,
Annales Mathematicae et Informatic&3 (2006) 169-17.4

[5] NeEMETH, B., Measurement of development of spatial ability byerital Cutting Test,Annales
Mathematicae et Informaticad4 (2007) 123-128.

[6] SM Shepard, R. N., Metzler, J.,Mental Rotation of Three-Dimensional ObjecBsience, New Series,
Vol. 171, No. 3972 (1971) 701-703



DIMENZIOK 49
Matematikai K6zlemények
Il. kotet, 2014

Az informatika eszkoztaranak alkalmazasa a matematika és
statisztika egyetemi oktatasaban

Bischof Annamaria
NymE KTK Kdzgazdasagi és Modszertani Intézet
bischof@ktk.nyme.hu

Hoschek Monika
NymE KTK Kdzgazdasagi és Modszertani Intézet
hmonika@ktk.nyme.hu

OsszEFOGLALG Az informacids tarsadalom térnyerése folytan ktatdsban

is elvarasnak tekinthétaz informatika eszkoztaranak alkalmazasa. A kor
kihivasaira valaszul az NYME Kozgazdasagtudomamgialk a 2010/11-es
tanévtl kezdidéen a statisztika oktatasa szamitdgépes kornyezetben
torténik. Gyakorlatokon a didkok dee elkészitett feladatsorokat oldanak
meg az Excel program segitségével.

Ennek tapasztalatairél, azkbzben felismert problémakroél, azok lehetséges
okair6l adunk képet. Mindehhez ¢sszefoglaljuk aalé@hos és kdzépiskolali,
valamint az egyetemi informatikaoktatas témankatt@&teruleteit és annak
valtozasait. Valamint leh&égeket fogalmazunk meg a matematikaoktatas —
statisztikAhoz hasonl6 — ,gépesitéséhez”.

ABSTRACT. The headway of information society in educatidnis a
requirement to apply tools of computer sciencesaAsanswer of the time
challenge in University of West Hungary at the Hgcaf Economics from
academic year 2011/2011 the lecture of the swmtistourses are
computerized. On practices students solve put-@pceses by using Excel.
We size up experiences, problems recognized me#nvarid possible
reasons of this. With this end in view we summaifieéds of computer
sciences tough in elementary, secondary and higigeicational level.
Moreover we frame possibilities of computerizatmihmathematics, as we
did with statistics.

1. Az informatikaoktatas kezdetei

Magyarorszagon a koz- és fébktatds oktatasi programjainak mar az 1980-as évek
része az informatikai ismeretek tanitasa. Kezdetergeneracios ,kis” gépeken (ZX
Spectrum, HP, Videoton TVC, Commodore, Primo, sthjjott a targy oktatasa fakultaciok,
szakkorok keretében. Az itt feldolgozott ismeretmnytobbnyire a BASIC programozasi
nyelv elsajatitdsa, 6néllé programok készitése volt

Az 1990-es évekit jelents valtozas kbvetkezett be az eddigiekben. Haz&dtawan is
megjelentek, majd teret hoditottak a PC-k. Az egyetken mar a nem informatika szakos
hallgatoknak is érarendi orék keretében tanito#Aknformatikai alapismereteket, valamint
felhasznaldi ismereteket (DOS, Norton, SAS, dBate)
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2. Tablazatkezel6 programok

Ezzel parhuzamosan rohamos dd@gsnek indult mindenhol a szamitogépek alkalmazasa
a ,k6znapi” munkaban. Az egyik fontos felhasznatigramtipus a tablazatkeagirogramok
voltak.

Az els, az 1979-es, Dan Brickin és Bob Frankston altalizkétt VisiCalc volt, mely
egyarant futott APPLE Il. és IBM PC gépeken is. Entette 19844l 1992-ig a LOTUS. Ez
mar DOS operacios rendszerre készuilt, és WYSIWY@gzet (,what you see is what you
get”, ,azt kapod, amit latsz”) volt. A LOTUS mellefl988-t6l terjedt el a Microsoft
QUATTRO programja, mely mar MS Windows operaciorndszerrel rendelkézgépekre
készllt. 19854, ill. 1987-%1 (Mac OS, majd MS Windows alapokon) pedig gyakildg
egyeduralkodova valt az EXCEL.

Ez a tény vonta maga utan logikus kévetkezménykdégy az oktatasba is ezen program
kertlt bevonasra ekkortol.

2.1. Az EXCEL lehet6ségei

Az MS OFFICE programcsomag részeként értékesit¥iCEH. szamos lehéséget
biztosit a felhasznaldknak:

* A cellakban numerikus és szdveg tipusu adatokHatok.

» Hivatkozasokat hasznalva szamitasi képletek ddfiatiak.

* A szamitasok eredményei azonnal megjelennek a tkgfoer

* Az adatok megvaltoztatasaval a képletek eredmémygitmatikusan Ujra szamolja a

program.
» Beépitett flggvények széles valasztéka hasznéalhato.
» Diagramm-készt varazslo.

Ezek a jellemé&k nagyon jo0l hasznalhatdva teszik az Excelt az tegyestatisztika példak
megolddsaban is. Bischof Annamaria koll&gdn az ELTE-n folytatott informatika
tanulmanyai soran (2002-2005) hasznos otletekeittl&rra, hogyan lehetne mindezt
hatékony, de mégis praktikus, hallgatdbarat modmpheni az oktatasba.

Ezen kivlil szamos felhasznalasi |éiséget kinadlnak az EXCEL lelisgégei a
matematika oktatasaban is. Nagyon jol hasznalhapgdogram egyrészt onellérzésre, a
mechanikus szamolas kivaltasara pl. mattixatetek végzésekor. De komolyabb léiséigek
is rejlenek a programban. Példaul kilonbémmerikus matematikai szamitasok vegeihat
SOLVER eszkoztar segitsegevel.

Karunkon tobbszor is tortént arra probalkozas, ha@jgszthato tantargy keretében ilyen
jellegi ismereteket is tanitsunk hallgatéinknak, azonba&tékszamua jelentkez hijan
torekvéseink mindig kudarcba fulladtak.

3. Kozgazdaszképzés Sopronban

A kbdzgazdaszképzés Sopronban 1995-ben indult megld évfolyam leveleg képzés
keretében kapta meg a sziikséges ismereteket. i8zstat targyat ekkor még Miskolcrol
érkezett oktatok tanitottdk 2+1 félévben. Az alak statisztika 2 féléve és a
gazdasagstatisztika targyak a modszertani szig@daet kepezték (a valosigegszamitas és
operaciokutatas targyak mellett).

Az el nappali képzésben tanuld hallgatok 1996-ban k&zelt@z egyetemet. Ennél az
évfolyamndl a statisztika targy oktatasat Prof.Zévoti J6zsef és Dr. Melega Tiborné vette
at. A Kozgazdasagtudomanyi Kar 2000-es létrejottdiidon Matematikai és Statisztikai
Intézet is alakult.
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A statisztika targy oktatdsaban jelémtvaltozast hozott a Bologna-rendszer 2006-0s
bevezetése. Ekkortdl amellett, hogy jete®n lecsdkkent az altalanos statisztika targyak
Ooraszama, megsat a gazdasagstatisztika targy.

A miskolci oktaték altal tanitott tananyaghoz a &sahozott feladatok és sajat
képletgyijtemény tartozott. Zavoti tanar Gr azoéaflasinak anyaga mellett kotedez
irodalomnak elirta az akkori érvényes statisztika tankényvez intézet munkatarsai
0sszeszerkesztett, év elején kodzreadott feladdtokktak a hallgatokat. A szamonkérés a
félév soran az elméleti anyaghbol és gyakorlatidatakbol allt és az éadas keretében 1,5
oraban lehetett megirni.

3.1. Az elso fejlesztések

A statisztika targy fejlesztése akkor kéddtt, amikor a képletek mar sajat,
megvasarolhato képletggeménybe lettek egybeszerkesztve. Ezzel ed¢pad a gyakorlati
feladatok terén is tortént fejlesztés. Benedek tJédi Dr. Szalay Laszld elkészitették a
Statisztika | targy feladatgjteményéf. Ebben az egyes fejezetekre lebontva voltak
megtalalhatéak a példak. Néhany teljesen kifejettezetett és elmélettel alatdmasztott,
megoldott feladat utan javasolt feladatok is elérble benne. (A javasolt feladatok
megoldasai megtalalhatéak a konyv végén.) Ez avébbzas jeleritsen megkdnnyitette a
tanulast, tanitast.

Az oktatdst segitették az irdsvétifolidra ebre kidolgozott feladatok is. Ezek
segitségével a hosszabb feladatok kiszamitasaepkjelenssen lecsokkent.

3.2. A szamitogép bevonasa a statisztika oktatasaba

A félidkra irt anyagok az Excel program segitséydésziltek. igy merilhetett fel az
egész gyakorlati oktatds modernizalasanak otleigyis a szamitégépes kornyezetbe vald
athelyezése. Az otlet magvalositasat a kar szagpggytermeinek kapacitasa hatraltatta. A
2010/11-es tanéwszére azonban ezek a gondok elharultak, igy medlbetett a
Statisztika I. és Il. targyak szamitdégépen val@tidga 15ds gyakorlati csoportokban.

A kérdés mar csak az maradt, hogy hogyan, milyeagram segitségével lehetne a
legkdnnyebben, legérthiddben a statisztikat bemutatni a hallgatoknak. A rbBoft Excel
programra (pontosabban annak akkor rendelkezésidlkie 2003-as verzidjara) esett a
valasztas tobb ok miatt is:

» Az irasvetit folidk anyagai is ezzel a programmal készultek.

» A zérthelyi dolgozatok és vizsgak feladatainak negdulcsai is Excellel készultek.

* Az egyetemeknek és a hallgatéknak (amennyiben Hegrtek jogtiszta Windows

operaciés rendszerrel) a program ingyenesen hahzedféolt.

* Az el félév soran az informatika targy keretében a laadlig mar megszerezhettek

olyan alapismereteket a programrdl, ami a stakiaalitatast is segitette.

Attol a félévtl kezdidéen nemcsak a tanitds, de a szamonkérés modszesgtana
megvaltozott. Az elméleti tudasukrdl a hallgatkabobra is az éhdas keretében papiron
megirt elméleti dolgozaton adhattak szamot. A gylakiorész azonban a gyakorlati 6ran,
szamitdgépen kerilt megirasra. A két rész egykibtait egy zarthelyi dolgozatot.

A tananyag Utemezése is moédosult. A ejgakorlati 6rdn az informatikai ismereteket
frissitették fel a hallgatok. A fajl az egystikb fliggvények ismétlése mellett a formazasokra,
sorozatok kialakitdsara, diagramok készitéséremklkeztette a didkokat. Ezen alagvet
kompetenciak meglétéraztan a harmadik gyakorlati 6ra elején szamdéeltett adniuk egy

! Hunyadi-Mundruczé-Vita: Statisztika, AULA, Budape2001.
2 Benedek Judit - Dr. Szalay L&szl6: StatisztikaaBatgyijtemény I. Sopron, 2001.
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révid ,beugrd” dolgozat keretében. Akinek ez a dalgt, vagy a potlasa nem sikertlt, az nem
kapott alairast a targybdl. A félév soran a gyaktol menete kdvette azéadasét. Az 6rak
elejen a http://titanic.nyme.hu/~bischof oldalr@llktt letblteni az aktualis feladatsort. A
megoldott fajlokat az éra végén a hallgatok eltidetelkildhették e-mailben) haza.

A dolgozatok att minta-feladatsorok kertltek fel a tarhelyre. Maaydolgozat is itt volt
megtalalhato rejtetten, igy a zarthelyik kezdetémen kellett letlteni. A kész dolgozatokat
aztan mar e-mailben kuldték el a hallgatdk a gylakidanaraiknak.

A dolgozatok irasa soran felmeflilegnagyobb technikai problémat a kulondhoz
leveledrendszerek lassusaga okozta, hiszen amig a tamgjeirett vissza, hogy a dolgozat a
fiokjaba megérkezett, addig nem lehetett a zh-¢jbehi. Néhany esetben ez eltartott akar 15-
20 percig is, ami a kdvetkézanora kezdéseét kedvilentil befolyasolhatta.

A 2012/13 tanév masodik felében — a Microsoft tgtéseinek koszontien — az addig
hasznalt Excel 2003-t az egyetem gépein lecseré@elExcel 2010-es verzidjara. Ennek
kovetkeztében azszi féléevbl a tavaszi félévre kellett a hallgatoknak atélkniaz U;
programra. A valtozasok nemcsak a kéfadliletet érintették, hanem a statisztikahoz hdszna
fluggvényeket is. Mddosultak fliggvények nevei, Wetnéhdny esetben az addig nem
megfeleben mikdds fuggvenyek helyett Gjakat tettek be, megkdnnyéxeel a szamitasokat.
A képletgyijteményben 1é¢ eloszlasok értékeit tartalmazé tabldzatok adatai (g
fuggvenyeknek kdszonhign pontosabban meghatarozhatova valtak.

3.3. Valtozasok 2013-tol

Az éraszamok csokkentése, az 0j mintatanterve leédsz a Karon a 2013/14-es tafévt
kedvedtlenul érintette a statisztika targyat is. Ez aratds, a tananyag atgondolasat vonta
maga utan. igy ébzor is a hallgatok ismereteinek felfrissitéséralggdd bevezét ,excel-
ora” és annak szamonkérése maradt el. Az ezzet mgeel lehetett kompenzalni a kiesett
heti 6raszamot. Az elméleti 6raszam csokkentésé miér nem volt megengedidehogy ott
irjak a diakok az elméleti dolgozatot. igy a dolgti’ds menete szintén atalakult: attol
kezdidéen a gyakorlati 6ra él20 percében irjak az elméletet és aztan kovetkezgy oras
gyakorlati rész.

Mésik fontos valtozas volt, hogy az egyetem titan@f{i szerverén megéntették a
tarterlleteket, igy az addig jol bevalt feladatkéisi lehetség megsint. Ez hozta a legujabb
véltoztatasi lehéséget/kényszert. A tananyagok jetenétszerkesztés utan keriltek fel a Kar
Moodle alapu e-learning rendszerébe.

Az egyes témakorok felépitése ugy modosult, hogyimdlis elméleti bevezétutdn a
korabbinal joval tobb példa kertlt egy fajlba. Edéwil az otthoni gyakorlas megkdnnyitése
érdekében minden példa megoldasa is fel lett toHveendszerbe. Zh-k @&t minta-
feladatsorok megoldasara van léisél.

Maguk a dolgozatok is itt lettek elhelyezve elrgjferméban. A dolgozat irdsadtl a
gyakorlati tanar a rejtett fajlt ,mutat™ra allitjdgy a hallgatok letolthetik a megoldando
anyagot. A visszatoltés is az e-learning rendsz#itiénik egy feladat mappaba, ahonnan a
feltdltés utan az oktatd le tudja hivni és kijamitazokat. A kapott pontszam is berégzithet
ide, igy azonnal megtudhatjdk a didkok az eredmketyeAz e-learning rendszer dolgozat
irasa soran valo hasznalatanak a legnagyabiye] hogy a visszatoéltés gyors, igy nem kell
varni a levelegrendszerre.

4. ,Felemas” informatikai ismeretek

A sok valtoztatas és fejlesztés ellenére még mimdimak olyan problémak, amelyek az
informatikai ismeretekdl, illetve pontosabban ezek hianyabdl adodnak.
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Annak ellenére, hogy a mai egyetemistak mar azé¥ asZ generacido gyermekei, és a
szamitogép-hasznélafivkorében Bnek fel, informatikai ismereteik felemasak.

Tudnak szorfélni a neten, latszélag kénnyedén hplttak az okostelefonokkal, de
valgjdban tdbbnyire komoly gondot okoz szamukra ewpppa létrehozasa a szamitdgép
valamely meghajtéjan, vagy egy fajl csatolasa dggroe-mailhez, melynek targyat is adnak
meg.

Mi okozhatja ezt? Miért lehet az, hogy annak eltenéogy ezek a fiatalok sokszor napi
4-6 Orat toltenek a ,neten logva”, és mar egy pérces varakozasnal isdéekszik a
.mobiljukat”, hogy ne unatkozzanak, mégsem tok&leke még az alapuetinformatikai
ismereteik sem? Mint a beveékén mar irtunk réla, Magyarorszagon az informatikeatasa
majd harom évtizedes mudiltra tekint vissza. Enndiétien pedig tényleg érthetetlennek
tinhet ez a jelenség!

4.1. NAT és Nat

A didkok szervezett formaban mar az altalanos &ah, majd a kdzépiskolakban is
részesllnek informatika oktatdsban. A kozoktatapedVeit, céljait, legfontosabb feladatait
megfogalmazo iskolai alapdokumentum, a NAT {kés Nat) mar a 90-es évek elgjet
besorolja az alkalmazott ismeretek korébe az infbicdt. Ma pedig a tiz 6nallo
miiveltségterilet egyike az Informatika.

A 2004-es Kerettanterv altaldnos iskolakra és gmumaokra vonatkozo informatika
Oraszamait lathatjuk az 1. tablazatban. (Forrasn2éi Ebforras Minisztérium, 3. szamu
melléklet a 17/2004. (V.20.) OM rendelethez.)

Evfolyam Oraszam
1-4. 3.és4. osztélyban heti 0505 ofa
VAGY 4. osztalyban heti 1 6ra
5. Heti 0,5 6ra
6-8. Evfolyamonként heti 1-1 6ra
1-8. évfolyamok 6sszesen: Heti 4,5 ora
9. Heti 1,5 6ra
10. Heti 1 6ra
11. Heti 1,5 6ra
12. Heti 2 6ra
9-12. évfolyamok 6sszesen: Heti 6 Ora

1. tablazat. A Kerettanterv informatika 6raszamai— 20&

4.2. Informatika kerettantervek valtozasai - 2012

Ehhez képest jeledd valtozas kovetkezett be 2012-ben. Az oktataandltkarsag és az
Oktataskutato és Fejlegzintézet (OFI) Uj koncepcidja az lett, hogy az mfiatikai ismeretek
nagy részeét mas tantargyak keretei kozé integkditaktatni.

A Kerettanterv hivatalos allaspont szerint ,az mfatikadrakon elsajatitott alapok
lehetvé teszik azt, hogy a tanulé6 a mas tantargyak &maulsoran keészitett feladatok
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megoldasakor informatikai tudasat alkalmazza. Aprmatika tantargy feladata a formalis
aton szerzett tudas rendszerezése és tovabbfégesza nem formalis médon szerzett tudas
integralasa, a felmerdiproblémak értelmezése és megoldasa.”

Ennek kdvetkeztében az informatikadrak szama jétemtértékben csokkent. Az &tél
tizenkettedik évfolyamig 7 tanévre kevesebb, migii Bgy tandras targy lett az informatika
(2. tablazat. Forras: EMMI, 51/2012. (XII. 21.) sad EMMI rendelet 2. melléklete,
Mdédositva a 34/2014. (V. 29.) EMMI rendelet 3. fékletének megfelékn).

Ez azt jelenti, hogy a gimnaziumokban, ahol mar &lymismeretanyag elsajatitasara
lennének képesek a tanuldk, egyharmad részére esbikantargy oraszama a korabbiakhoz
képest. Az informatika dveltségteriletre szikséges 6raknak kevesebb, mifeiealett
kimondott informatikadra.

Evfolyam Oraszam
1-4. 4. osztalyban heti 1 6ra
5-6. Osszesen heti 1 6ra
7-8. Osszesen heti 2 6ra
1-8. évfolyamok 6sszesen: Heti 4 6ra
9-10. Osszesen heti 2 6ra
9-12. évfolyamok dsszesen:;  Heti 2 o6ra

2. tablazat. Informatika ma a kdzoktatasban

5. Osszefoglalo

Mindez azonban nem csak a mi, hanem sok mas okshti@glalkoz6 szakember szerint
sem volt j6 dontés. Hiszen az integralt informatidatdsnak sem a személyi, sem a
szervezeti, sem az anyagi feltételei nem allnalletuezésre a mai magyar iskolarendszerben.
A nem informatika szakos tanarok informatikaifivaltsége vegyes képet mutat. Sokan nem
tudjak kozuluk készség szintien hasznalni a sz@@pét, alkalmazni a felhasznaloi
programokat (szovegszerke$ztablazatkezél prezentaciokészitprogramok). igy résziikt
legfeliebb az elvards fogalmazodik meg a tanulééte fa kilonbé& tandrakra az
informatikaval tAmogatott anyagok elkészitésérdemteges segitséget azonban nem tudnak
nyujtani a felkészuléshez, az anyagok elkésziteséhe

Ezen kivll — tapasztalataink szerint — nem csalar@arbknak nincs sokszor sajat
hasznalatu szamitégépiik, de azok a diakok semkjgtyakorlasi lehdéiséghez, akiknek nincs
otthon a csaladjukban szamitdgép. Ugyanis az ikkal@nincsenek nyilvanosan, a tandrakon
tul is hozzaférhétszamitogepek.

Mindennek lehet az a kordbban emlitett visszasdéiyetkezménye, hogy a ,technikai”
jellegi, szinte mindennapinak mondhat6 informatikai isrreekeis hianyosak a mai egyetemi
hallgatoknak. Ezzel rontva a kulonozszaktargyak, koztik a statisztika oktatasédnak
eredményességét.
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OsszEFOGLALG A sik- és hegyvidéki erdeifey fébb fizikai
paramétereinek tébbvaltozds regresszidjat egy dmppds regresszio &ti
meg. Ez egyben az alkalmazott tangens hiperbolikd&ggvény
alkalmassaganak tesztelése. Kimutathatd segitsbgé®h szoveti részek
eltérése a (siiség és nyomoszilardsag kapcsolatdban. Az ezt &ovet
tobbvaltozés regresszié a nyomdszilardsag kapéaiemezi aisiiség és
pasztaarany fuggvenyében. A sik- és hegyvidékiifer® esetén kapott
regresszidés egyutthatok jellemzik az anyagok edtdteéLeirjak megfelél
szorossaggal a vizsgalt fizikai paraméterek kaptaol

ABSTRACT. The multivariate regression has been precededebgne variate
regression. This has been at the same time aoaiifih of the suitability of
the applied hyperbolic tangent function. By mearfisthat function the
differences of the main anatomical parts can beaked with respect to the
relationship between density and compressive dineribhe multivariate
regression that follows analyses the compressieagth as a function of the
density and the latewood-earlywood proportion. Ha tase of the Scotch
pine on lowlands and highlands the received regmesgoefficients
characterize the deviations of the materials. Tegcribe at an adequate
tightness the relationship of the examined physioefficients.

1. Bevezetés

Mint ismeretes tény, az orszag teriletének 19 $&éaaboritja erd, melynek tovabbi
megoszlasa: lombos €rd5, fenyerdd pedig 15 szazalék [3]. Fafaj szerint a tolgy vezet
teljes erdterilet 21,9 szazalékaval, majd az akac kovetk2@iR szazalékkal, a harmadik
helyen pedig a ferdy all. A fenyberdsk egyharmada sikvidéken, az Alféldon talalhato,
allomanyalkotéi 98 szazalékaban erdei- és fekeyéfeMivel a sikvidéki feny mostoha
kordlmények kozott novekszik, szerkezetében, #etizikai- mechanikai tulajdonsagaiban
eltér a hegyvidéki terihelyiitél. A nagy tbmegben kitermelketanyagmennyiség miatt
feltétlentl sziikséges, hogy ismert legyen az aekémértéke, valamint az anyag
anizotropiaja miatt az egyes jellebhz kapcsolatanak véltozasa. Fontos tovabbéa, hogy
jellemezhet legyen az egyes vizsgalt tulajdonsagok egymadéshanegfelél matematikai
modszerrel.
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2. Anyag és modszer

Els |épésként egy kismintas kisérletre kerult sor,ymek targya a sikvidéki erdeifefy
makroszkopos szerkezeti részeinek — geszt, samgsvenilis fa —&iség-nyomadszilardsag
fluggvénykapcsolata UjsZgr nem linedris meghatarozasa volt. Ezt kovette 209-200
mintaelentt févizsgalat a sik- és hegyvidéki erdeiférg, egy nem linearis tébbvaltozés
regresszio alkalmazaséaval. Vizsgélati jelléként a iriség, mint univerzalis anyagjelle)z
a pasztaarany (korai/kései), mint az éirgjyszerkezetd jellemzje [6] és a nyomaoszilardsag,
mint a faanyag legfontosabb szildrdsagi tulajdoasagrilt kivalasztasra. A fizikai
értelemben is alkalmas tobbvaltozos fiiggvénip;K). A fuggvény illesztése mindkét

kilonbod szarmazasu fedymintara megtortént, az eredmények dsszeuidthetemezhéi a
flggetlen valtozok hatdsa a fiiggvaltozoéra, illetve ezek dominans szerepe a
fuggveénykapcsolatban.

3. Eredmények kiértékelése

3.1. AKkismintas el6vizsgalat

Mindharom makroszkopikus részre vonatkozban iaiis®eg — nyomoszilardsag
kapcsolatanak vizsgalatara egy alkalmas regressaaitell igénye mertilt fel. Egy olyané,
melynek a lehéségekhez mérten jOl kell kbvetnie a mérési adatokhmlmazat. Jellemezze
a fuggvenyt aszimptotikussag, korlatossag, aminmévéligd valtozo értékei, jelen esetben a
nyomaoszilardsag még fizikailag értelmezhkatarok kozott marad. Rendelkezzen a fliggvény
egy olyan jellegzetes ponttal, melynek koordinatéint specialis atlagértékek dsszeveiket
az egyes illesztések soran. A felsorolt igényekttimigdutasithatdé a gyakorlatban eddig
eléforduld lineéaris fuggveény illesztése [2], és a midxabban alkalmazott polinomialis
fuggvényeké, melyek valojaban fizikailag nem éretimetk, €s nem jellemzik a két valtozo,
nevezetesen dikiség €s nyomoszilardsag kapcsolatat helyesen, Ihét, leogy csak tisztan
statisztikai szemszo¢b nézve szoros korrelacio mutathaté ki vellk a ozdk kozott.
Mérlegelve ezen tényeket, keresni kellett egy olfyzikailag is és statisztikailag is megfdiel
fuggvényt, amely az emlitett feltételeknek elegstzt Kedvednek bizonyult az alabbi modell

[1];
o=alth(d(p-b))+c, (1)

melynek inflexiés pontjd:’(b;c).
Az eredményeket az 1. tablazat tartalmazza. (Efeifenys, sikvidek)

a b c d r
EFqes: 8,793 477,5 36,199 0,0149 0,8056
EFsijace 12,687 546,6 53,457 0,0247 0,7486
EFuveniiis 12,397 494 .4 46,283 0,0149 0,7571

1. tAblazat. Az ebvizsgélat regresszios eredmeényei.

A kismintas ebvizsgalatok eredményeibréviden a kdvetkedket lehet 6sszefoglalni: Az
illesztett flggvény nemcsak hogy jél leirja, illetkdveti a 8riiség fuggvenyében valtozo
nyomoszilardsagot megfetelilleszkedés mellett, hanem ugyanekkor inflexiosmtaval
kimutathat6 a harom anatdmiai rész kiloris@ge. Az eltérések, illetve a szijacs - juvenilis
fanal mutatkozo labilitas azt indokolja, hogy mird févizsgalat soran, mind pedig a
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felhasznalas szempontjabdl célszer mintaanyag geszaibtortent vétele a juvenilis rész
kihagyasaval.

3.2. A sik- és hegyvidéki erdeifenyo vizsgalata (nagymintas vizsgalat)

A regressziés fuggveny kivalasztasa nehéz égyédyes feladat, mivel egy fizikai
értelemben is aIkaIma:ép;K)Ha(p;K) modell szukséges a valtozok kapcsolatanak
jellemzésére. Mind e mellett az illesztett fUggwairszembeni kdvetelmények a kdvetilez

1)
2.)
3.)
4.)

5.)

6.)

7)
8.)

9.)

Az illesztett fuggveny adjon meg egy specialis gtldatharmast @, K éso
vonatkozasaban mindkét anyagra.

Az illesztett flggvény adja meg az egysegpywaltozasara éso valtozas értéeket
(novekedési meérték) mindkét anyagra.

Az illesztett figgvény adja meg az egysegHKyvaltozasra €so valtozas értékét
(csOkkenési mérték) mindkét anyagra.

Az illesztett fuggvény adja meg a technologiailag elfogadhato legalso és
legfelss értékét, valamint az intervallum nagysagéat mindk@&tagra nézve.

Az illesztett fiuggvény derivaltjai segitségével yeg meghatarozhatd, hogy a
novekedési mertek ertekéhez milyen hatarértékek (.., ; Pm) tartoznak

(technikailag értelmezhétp intervallum).

Az illesztett fuggvény derivaltjai segitségével yeg meghatarozhatd, hogy a
csokkenési mérték értékéhez milyad hatarértékek Kmin ; Kmay tartoznak
(technikailag értelmezhéK intervallum).

Az illesztett fuggvényben éflorduld egyutthatdk fizikailag és technoldgiailag
értelmezhetk és megfeldlen dimenzionalhatdk legyenek.

Az illesztett figgvény minél tobb olyan egyltthatattalmazzon, melyek a kétféle
faanyag vizsgalatanal elt€értékeket mutatnak.

Egymagaban a magas korrelacié nem ele§eedmellett az illesztett modellnek
eleget kell tennie a fent felsorolt nyolc feltéteknis egyittesen.

Mint ismeretes az 8k6 vizsgalatnal a {gtiség és nyomoszilardsag vonzataban
megfeleb modellnek bizonyult a tangens hiperbolikusz flggwé melynek
kivalasztasat aszimptotikus mivolta, valamint ktoksaga indokolta. Ezt
figyelembe véve a kétvaltozoo;K)—o(p;K) regresszids fiiggvény parcialis
fuggvényeksl, illetve azok &sszevonasabdl kialakithatod, igy pas o(p;K,)

kapcsolatban hasznalhaté ismét a tangens hipedsaikfiiggvény, melynek
alkalmazasat a vetileti ponthalmaz is alatdmasztodt Ko (p,;K) parcidlis

fiuggvény meghatarozasaban is a korlatossidg valamintaszimptotikussag
vezerelt. A vetlleti ponthalmaz itt nem ad segietég jelends szdértsaga miatt,
feltételezni kell tehat, hogy ld értékének mérési pontossaga kedvwkenebb volt.
Ez nyilvanvaléan bizonytalansagot okozhat, amitediileti ponthalmazban tébb
szél$séges helyzét mérés is alatamaszt. Mindezek ellenéreKasa(g,;K)

esetében is a mar emlitett tangens hiperbolikusanyult kedveének a felsorolt
tulajdonsigai miatt. A fentiek figyelembevételévat illesztend kétvaltozos
fuggvény két tangens hiperbolikusz fluggvéélyblett kialakitva megfeldl
transzforméciok felhasznalasaval.

Az illesztésnél felhasznalt regresszios flggvémkjal:

o=2ath(0,00627p-a,))- 2565h(a, (K —a,))+a,. )
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Az illesztés eredményeinek kozlésetelbizonyithatd, hogy a modell eleget tesz a

kovetelményrendszernek:

1)

2)

3)

4.)

5.)

6.)

7))
8.)

9.

Az illesztett fliggvény megad egy specidlis éatlagathdrmast ap, K és o
vonatkozasaban mindkét faanyagra:

0 =a,;K =a,; 0 =a,.

Az illesztett figgvén megadja az egysegnpyivaltozdsara éso valtozas eértékét

(nbvekedési mérték) a specidlis atlag adatharmastasmnzo helyen mindkét
faanyagra (a parcialis derivaltak alapjan):

J—

Nm = OAJp(IO ) = a:l.az-
Az illesztett fuggvény megadja az egysegnyi K vaAftsra e§ o valtozas eértéket
(csOkkenési mérték) a specidlis atlag adatharmastartozd helyen mindkét
faanyagra (a parcialis derivaltak alapjan):

C, = 6,;(?): 8, .

Az illesztett figgvény megadja @ technoldgiailag elfogadhatd legalsé és ledfels
ertékét, valamint az intervallum nagysagat mindk@tagra nézve:

Umin :a7_a1_a4 1 amax=a7+a1+a4 1 aint :2(a1+a4)'

Az illesztett figgvény derivaltjai segitségével matarozhatd, hogy a ndvekedési
mérték ertekéhez milyeno hatarértékek (p,., ; Pmax) tartoznak (technikailag

értelmezheat p intervallum).
Az % értékhez az alabbi 6sszefliggéssel szamithatoki&lzed:
10=ch? (az (,0 - as))'

Az illesztett fliggvény derivaltjai segitségével rhatarozhatd, hogy a csodkkenési
mérték értékehez milyenK hatarertékek Kmin; Kmay tartoznak (technikailag
értelmezhet K intervallum).

A (1:—8 ertékhez az alabbi 6sszefliggéssel szamithatokiélzed:
10=ch?*(a (K - a,)).

Az illesztett fuggvényben é&forduldé egyltthatok fizikailag és technoldgiailag
ertelmezhetk és megfeldlen dimenzionalhatok.

Az illesztett flggvény elegefidolyan egyltthatét tartalmaz, melyek a kétféle
faanyag vizsgalatanal eltéertékeket mutatnak.

A magas korrelacid mellett az illesztett modelleget tesz a felsorolt nyolc
feltételnek.

Mind a sikvidéki, mind pedig a hegyvidéki erdeifényizsgalata soran azébekben

felirt modell kerilt alkalmazésra. Az eredményekel. tdblazat tartalmazza. A fellleteket a
ponthalmazokkal a sikvidéki feéyél az 1. abra a hegyvidékinél a 2. abeanonstralja.
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q a3 a; 35 a; R
Sikvideki 29,7093 | 419,4039 0,65208| 3,1378| 34,969 | 0,8449
erdeifeny
Hegyvidéki 18,9087 | 483,9016 2,24991| 17,451 | 46,443 | 0,8906
erdeifeny

2. tAblazat. A sik és hegyvidéki erdeiferéiyregressziés eredményei

Megjegyzés: A jelolt értékek’ egyuttal a feliilet tigynevezett sikpontjanak kocdthin
Slp; K; a(p:K)).

1. abra. A sikvidéki erdeifenybre illesztett felllet

WNOIZS

2. &bra. A hegyvidéki erdeifenyre illesztett fellilet

Az illesztésnel adodd korrelacios egyltthatdk . =0.8449 R, .. 6 =0.8906
kielegitk, annal is inkabb, hiszen itt mar egy felidétvan sz6. A parcidlis korrelaciés
egyutthaték vizsgalatabdl (4), (5) egyértébn kimutathatd mindkét faanyagra, hogy a
kapcsolatban aisiiség a dominalo tulajdonsag, a pasztaarany befokyashb, de a sikvidéki



60 Csanéady V.

anyagnal jeleris mértéki, igy nem hagyhatd figyelmen kivil a szerepe. Allétek
kilonbodsége arra utal, hogy jelést az eltérés a két szarmazashelyi anyag kdzott. Ezt
alatamasztjak az ugynevezett sikpont koordinatédyeR fizikailag értelmezhétjellemz
adatat adjak ausiségnek valamint a nyomoszilardsagnak. A pasztaaearhegyvidéki
erdeifeny esetén tul magas értéket mutat, ami egyben azt gy itt rendkivil jelerdts az
eltérés a sikvidéki anyaghoz képest. Kiulénbség thatik a firiség és a nyomaszilardsag
vonatkozasaban is, ami természetesen a hegyviddkifenyd javara irhatd. Az egységnyi
valtozasra ds o valtozas értéke (novekedési mérték) a sikpontb@ma atal, hogy a
hegyvidéki erdeifeny szilardsagi szempontbdl kedébb, a valtozas mértéke kisebb. Az
egységnyiK valtozasra dso valtozds meértéke (csokkenési meérték) a sikpontiesygélva
ismét csak a jeleis kulbnbségre utal a két faanyag kozoétt, de ez m&miekado értek. A
kovetelIményekben felsoroltaknak megfélh szamithatok az intervallumok, a vizsgalt
jellemzok hatarértékei, ennek maodja a leirtaknak megéeleltorténhet.

4. Kovetkeztetés

A kapott eredményeket figyelembe véve javasolhst@mben az eddigi irodalmakban
eléforduld regresszios modellek helyett, az 0Osszdtettemodell hasznalata. A
nyomoszilardsagisiség kapcsolatabdl nem célskeeliminalni a pasztaaranyt, és igy
szikséges a Kkétvaltozos tangens hiperbolikusz &mggvalkalmazdsa. Segitségével
megadhatok a kulénbézechnologiai intervallumok aisiség €és nyomoszilardsag esetében,
valamint. az illesztett felllet sikpont koordinatéégy Ujszel, nem aritmetikai atlaggal
jellemzik a vizsgalt anyagi tulajdonsagokat. Ezénikismeretet kapunk az adott pontban az
egységre juto fizikai jellendzvaltozasi sebessé@érami felhasznalas szempontjabdl fontos
tényed lehet.
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Osszefoglalo. A fskomponens-analizis és faktoranalizis sok esetben
hatékonyan hasznalhaté a kisérletek kiértékelésdbé&dt moédszer nagyon
hasonlit egymasra, de van kdzottik néhany fonttinkgég. A két eljarast
egy niiszaki teruletél vett példa segitségével szeretnénk bemutatni.

Abstract. The principal component analysendfactor analysisan be used
effectively in many casesgvaluation ofthe experimentsThe two methods
are very similarbut there are some importadifferences between there
wantthese twanethods with an exampie atechnicalarea to illustrate.

1. Bevezetés

A tébbvaltozos statisztikenodszerei kozih fokomponens-analizig?¢incipal component
analysis; PCA) és faktoranalizigFactor analysis; FA)alkalmazasara mutatunk egy példat.
Ezeknek az eljarasoknak a hasznalata akkor jaydsalthagyszamua flggetlen valtozéval
dolgozunk, mert ilyenkor elvész az abrazolhatédagye, és lecstkken a valtozék tényleges
fuggetlenségének valosdsege. A fliggetlen valtozok kozott kdlcsonods, tédotyd
Osszefliggések lehetnek, azaz multikollinearitdsaéifenn. Mind aPCA mind aFA esetén
ugyanaz a cél: dimenzioszam csokkentés a legkisgfiobmacidvesztés mellett. Ezt Ggy
érhetjik el, hogy kevesebb szamu Uj valtozét vewetibe (kbzben a varianciat
maximalizaljuk). Az Uj valtozokatPCA esetén nem mindig lehetséges azonositAi,
alkalmazasakor viszont elvaras, hogy megnevezi#kit. Ezt koveten az U valtozok
(fékomponensek/faktorok) alkotta Uj bazisban a rédiozdk é€s a meérési eredmények
koordinatéit felirjuk, ebtl probalunk kdvetkeztetéseket levonni, illetve gy adathalmaz
abrazolasa kényelmesebb és sokkal tobb informabmridoz. A példara vonatkozdé
szamitdsokat STATISTICA 1programcsomag segitségével végeztik.

Mind aPCA mind aFA kiindulhat a kovariancia-, illetve korrelacios métlemzésédl.
Mindkét esetben a kovariancia-/korrelacios-matrajagertékei alapjan hatarozzuk meg a
fékomponensek, illetve faktorok szamatPEA ésFA modszerei kdzott [ényeges eltérések is
vannak. A 6komponensek az eredeti valtozok olyan lineéaris koadidi, amelyek minél
nagyobb szamu eredeti valtozoval allnak szorosekixioban. Mivel legtdbbszor az eredeti
valtozok is nagyon sokfélék, igy a linearis kombin&k csak ritkan értelmezhit. A
faktoranalizis az adathalmaz mogott meghuzédé rimédattér-osszefliggeéseket tételez fel, és
a faktorok az () ,hattérvaltozok”. A faktorokat ndienképpen értelmeznink kell, ebben
segitenek a kulonbézrotacios eljarasok. llyenkor a hattérvaltozok kboata-rendszerét
addig forgatjuk, amig olyan helyzetbe nem kertgyha mérési eredmeények koordinatai csak
egy-egy tengely (faktor) iranydban rendelkeznek amsagoordinatakkal, igy a faktorok
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értelmezheivé valnak. A STATISTICA 11 programcsomag tébb kilonkHztipusu
faktorrotaciot tesz lehété. A legismertebb derékszbdaktorrotacids eljarasok aarimax
quartimax és equamaxforgatas, a ferdesztigforgatasok kozul leggyakoribbak direct
oblimin éspromaxforgatasok. Legtbbbszor a varimax rotaciot hagakakz szinte mindig
célravezat. A faktorok szamanak viszonylag szubjektiv megloat@sabdl, illetve a
valaszthatd sokféle forgatasbél adéddéan a fakttimmamodelljének nagyon nagyszamu
alternativ megoldasa van.

2. Lancfiirészek miiszaki paramétereinek és aranak oOsszehasonlitasa
PCA és FA segitségével

Husgvarna benzines landfészek niszaki paramétereit és arat hasonlitjuk 6ssze
fékomponens-analizis és faktoranalizis segitségévekbvetked valtozokat vettik be a
vizsgélatba:

Varl: lokettérfogat (c);

Var2: teljesitmény (kW);

Var3: teljesitmény (LE);

Vard: a motor fordulatszama alapjaraton (fordpkait);

Var5: a motor maximalis fordulatszama (fordulatépe

Var6: lancsebesség maximalis teljesitményen (m/s);

Var7: egyenértdkvibracios szint (ahv, eq) eli#li$ogantyt (m/9);
Var8: egyenértékvibraciés szint (ahv, eq) hatsé fogantyt @Gn/s
Var9: zajszint (dB(A));

Varl0: hangteljesitményszint (LWA; dB(A));

Varll: tomeg (kg);

Varl2: ar (Ft).

Mind a PCA mind aFA alkalmazhatdsaga ell@nzhe® a korrelacios matrix értékeinek
vizsgélataval. Kivanatos, hogy minél tobb korredaabszolut értéke legyen magasabb, mint
0,3. Ezt a 12x12-es matrixot itt nem kdzoljuk, Gau@z észrevételt, hogy szinte csak a Varb
és Var9 valtozék soraban (oszlopaban) vannakdobikritériumnak nem megfelélelemek,

a tobbi érték a valtozok kozoéttésr vagy kdzepesen & linearis korrelaciés kapcsolatot
mutat.

2.1. Az adatok elemzése PCA-val

A Kkorrelaciés matrix sajatértékei és a kumulativiarecia segitségével dontfiedl, hogy
hany tkomponenssel dolgozunk tovabb (1. tablazat). Eldxed-nél nagyobb sajatértékek
szama, illetve a minimum kb. 80%-0s kumulativ vacia a meghataroz6. Ezek alapjan
esetlinkben 26komponenst érdemes valasztani, a &kbmponens egyltt a teljes adathalmaz
varianciajdnak 85%-at magyardzza. A valtozok eésokomponensek kozotti korrelacio
ertékeit (vagyis a faktorsulyokat) a 2. tablazattatja. Ez alapjan azt mondhatjuk, hogy a
vizsgalt valtozok két csoportbakomponensbe) sorolhatok. Az @ig&komponenssel nagyon
szoros negativ korrelaciot mutatnak a Varl, Var2r3y Varll, Varl2 valtozok, szoros
negativ korrelaciét a Var6, Var7, Var8 valtozok, @ el$ fokomponens és pozitiv
korrelacioban all a Var4 valtozoval. A masodikdmponens a Var5 és Var9 valtozokkal van
erds negativ korrelaciéban.
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Eigenvalues of correlation matrix, and related statistics

Active variables only

Eigenvalue | % Total | Cumulative | Cumulative
Value number | variance | Eigenvalue %
1 7.627127! 63,55939 7,62713 63,5594
2 2,585850| 21,54875 10,21298 85,1081
3 0,880319 7,33600 11,09330 92,4441
4 0,424628 3,53857 11,51792 95,9827
5 0,287477 2,39564 11,80540 98,3783
6 0,088861 0,74051 11,89426 99,1188
7 0,044033 0,36695 11,93830 99,4858
8 0,034643 0,28869 11,97294 99,7745
9 0,012806 0,10672 11,98574 99,8812
10 0,011746  0,09788 11,99749 99,9791
11 0,002432  0,02027 11,99992 99,9993
12 0,000079 0,00066 12,00000 100,0000

1. tblazat. A korrelaciés matrix sajatvektorainak sajatértékei

A fékomponensek elnevezésével a tovabbi elemzés e@pbzienne, de ez azonban nem
feltétlendl szlikséges. Az elnevezés akkor konnykhalg faktorok csupan egy-két valtozoval
mutatnak szorosabb (akar negativ, akar pozitivesalptot. Esetiinkben &komponensek
értelmezése nem ilyen egyértélmaz el$ fokomponenst esetleg ,negativ robosztussag”
fokomponensnek, a masodikat ,fulkirtigég mérteke” dkomponensnek nevezhetjuk. A
valtozok faktor-koordinatait egységkdordon abrazodva. abran lathatjuk. A valtozok kozotti
linearis korrelacié mértéke a vektorok altal kozoezsz6g koszinuszaval aranyos. Példaul a
Var5-Var9, Var6-Varl0, Varl-Varll, Var 2-Var3-Varl2ar7-Var8 valtozok vektorai kicsi
szdget zarnak be, kdzottiik nagyon szoros a pazitirelacio. Amely vektorok kozott 9Ga
kozbezart sz6g, azok a valtozok korrelalatlanokneta feltétlendl fliggetlenek. Ez azt jelenti,
hogy nincs ko6zottik linearis kapcsolat, viszont égyflggvénykapcsolat lehetséges.
Esetlinkben példaul a Varl és Varll vektorok kddelit meblegesek a Var5 és Var9
vektorokra, ez alapjan mondhatjuk, hogy ezek aozék korrelalatlanok egymassal. A Var2-
Var3 és a Var4 valtozok vektorai kozélég 180-os szoget zarnak be egymassal, kozottik a
korrelacio értéke —1. Az egyes mérések faktor-kioatdi az 2. abran lathatjuk. Ez sok
informaciot hordoz, pl. a legrobosztusabb és egyrisszes kozul legfulkim#db” firész
a 19. sorszamu, a legzajosabb a 22., amely egypkéea robusztudifész, a 4. sorszamu
pedig csak egy kis hoblfiifész, és minimalis az altala kibocsatott zajtedhedé igy tovabb.

Factor coordinates of the variables
Variable | Factor 1 | Factor 2
Vart -0.978678! 0,159274
Var2 -0,991602 -0,013815
Var3 -0,991131 0,005830
Vard 0,830783 -0,057137
Varb -0,237294 -0,799889
Varb -0,687961 -0,537629
Var7 -0,795482 0,467865
Varg -0,780855 0,494073
Var9 -0,233723 -0,892897
Var10 -0,592591 -0,546530
Var11 -0,949116  0,244617
Var12 -0,966831 -0,096539

2. tAblazat. A valtozok és a faktorok kozotti korréacio (faktorsulyok)
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Projection of the variables on the factor-plane ( 1 x 2)

05

Factor 2 : 21,55%
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1. &bra. A valtozok faktor-koordinatai egységkorénabrazolva

Projection of the cases on the factor-plane ( 1x 2)
Cases with sum of cosine square >= 0,00
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2. abra. A véltozok faktor-koordinatai a faktorok sikjaban abrazolva

2.2. Az adatok elemzése FA-val

A 2. tablazatban léy sajatértekeket alapjan 2 faktort érdemes valastfadb egynél
nagyobb sajatérték van). A programcsomag altaifélkscree-tesgrafikont is meg szoktuk
vizsgalni (itt hely hianyaban nem ko6zdoljuk), amedigna ,konyoke” a 3-as sajatérteknél
lathatd, igy ez alapjan 3 faktort valasztanank. dhtdst az alapjan hozzuk meg, hogy a
vizsgalat soran kapott 2 vagy 3 faktor értelme&l@ban. A vizsgalt adathalmaz esetében az
elemzés I|épéseinek tobbféle variacidjat (2, illet@e faktor, kilonbd& forgatasok)
kiprobaltunk. A faktorok értelmezhiége, illetve a fizikai (gépészeti) ismereteinkpia a
kétfaktoros modell és a varimax rotacié mellett tdthink. A kapott eredmény az 5.
tablazatban lathaté. Az élIs faktor a Varl-Var2-Var3, Var7-Var8, Varll-Varl2
(I6kettérfogat, kétféle teljesitmény és kétféleratdds adat, valamint a tdmeg és az ar)
valtozokkal nagyon és pozitiv, a Var4 (fordulatszam alapjaraton) vada nagyon s
negativ korreldciéban van. A masodik faktor a VEe6 és Var9-Varl0 (maximalis
fordulatszam, maximalis lancsebesség, valamint zirdjs és hangteljesitményszint)
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valtozékkal viszonylag szoros pozitiv korrelaciobalh (Megjegyezzik, hogy a masodik

faktor oszlopaban a Varl0-nél

€0,6976 értek majdnem eléri a tobbi pirossal kientel’-

nél nagyobb értéket, igy ezt is figyelembe vettlzgk alapjan a kovetkéanddon nevezzik
el a faktorokat: 1. faktor: teljesitmény-ar fakt@., faktor: zajterhelési faktor. Az egyes
motorfiirészeknek ebben a kétfaktoros rendszerbet kéordinatait a 6. tablazat mutatja.
Ebbsl leolvashatd, hogy a teljesitmény-ar faktor (lktda) tekintetében legnagyobb

koordinataval a 19. sorszamu,

legkisebbel a 6zaard motoriirész rendelkezik. A 2. faktor-

koordinatak (zajterhelést mutato faktor) kozil legyobb a 22. motaifész koordinataja,
legkisebb pedig a 4. sorszamué. TehB®Rasoran kapott eredmény 6sszhangban vVRCA

val kapott eredménnyel.

Variable

Factor Loadings (Varimax raw) (motorfiirészek)
Extraction: Principal components
(Marked loadings are >,700000)

Factor Factor
1 2

Var1

0.9819021 0,138017

|Var2
|Var3
Vard
Varb
|Var6
|Var7
|Varg
|Var9
|Var10
Varl1
Var12

0,942932 0,307156
0,948306 0,288255
-0,810376  -0,191718
-0,010502 0,834279
0,497655 0,717409
0,898422| -0,211011
0,892223| -0,240377

| -0,041485 0,922047

0,403933 0,697637
0,978968 | 0,047747
0.894751 0.378818

Expl.Var_
\Prp.Totl

7,184080 3,028896
0,598673 0,252408

3. tablazat. Faktorsulyok kétfaktoros modell eseténvarimax rotacié

Factor Scores (motorfirészek)

Rotation: Varimax raw

Extraction: Principal components
Factor Factor

Case 1 2

4 -0.8216571 -1,99525
5 -0,819273 -1,20563
6 -0,900248 -0,96009
i -0,881303 -1,21540
8 -0,798061 -0,04291
9 -0,641048 -0,17487
10 -0,354525 1,31215
11 -0,660770 0,65486
12 0,070805 0,04880
13 0,296651 0,38089
14 1,072381 0,80045
15 | 1,734104 -0,70547
16 0,301177 0,92195
17 0,318815 0,93370
19 2,860845 -1,26529
20 0,312018 0,37123
21 0,103923 1,08214
22 -0,662828 1,39699
23 -0,531005 -0,33824

4. tblazat. Faktorsulyok kétfaktoros modell eseténvarimax rotacio
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Mindenképpen szoélnunk kell arrol, hogy a faktorémal megbizhatésaga a rezidualis
korrelacios matrixszal vizsgalhatd, amely a mératakl kozotti, és a feldllitott modell
segitsegével szamitott értékek kozotti korreladibleesonlitja 6ssze. Ha a matrixbarbatkon
kival nincs tal sok 0,1-nél Iényegesen nagyobbkéf@zeket pirossal jeldli a program), akkor
megallapithatd, hogy a modell joI reprodukélja arésé eredményeket. Példankban a
rezidudlis korrelaciés matrixot kielégiek taldljuk (ennek kozlése itt a terjedelmi kalét
miatt nem lehetséges), igy a felallitott modell biebatonak mondhato.

3. Osszefoglalas

Napjainkban legtobb tudomanyterileten szinte eléletetlenek a nivosabb publikaciok
statisztikai alkalmazésok nélkil. AKomponens-analizis és faktoranalizis a tobbvaltozés
adathalmazok vizsgalataban nagy segitséget nyl@raeljarasok matematikai hatterének
vazlatos megismerése — kulonds tekintettel a kdkdévo hasonldsagokra és kilénbségekre
nagyon fontos, ezek hianyaban a programcsomagstaiabja nehezen tudja értelmezni a
kapott eredményeket és mindvégig bizonytalansamgpéfezni. Szeretnénk, ha a matematikai
ismeretek szikségességét a szakmai targyakat oktdgaink kozul is egyre tobben
felismernék, és ezdltal mar az alapskimatematika tananyagtél kezdve alaposabb tanulasra
buzditanak hallgatoinkat.
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Osszefoglald.lsmert tény, hogy a 18. szazadban Eurépaban tdm o

iskolat alapitottak, melyek a maii$koladk és egyetemekdelei. Ezek kozott

volt a Selmeci Banyaszati Iskola, melyet 1735-b&pitottak (280 éve).

Abbdl fejlédott ki a Banyaszati Akadémia. A Banyaszati Akademi
Matematika—Fizika—Mechanika tanszékét 1765. augasiB-an (250 éve)
alapitottak [1].

Abstract. The University of West Hungary has grown out of taing
Academy and Forestry School of Selmecbénya in Klavalhe first was
founded in 1735, the second one by the Queen Mdrezesa 1770. The
Department of Mathematics-Physics-Mechanics wasded in 1765.

1. A kezdetek

A Selmeci Banyaszati Iskola élsanara Mikoviny Samuel kora egyik legkitbb
mérnoke volt [2]. Mikoviny az ets évben Mathematicd cim alatt szamtannal, mértannal,
meérési, gépészeti, mechanikai, épitészeti, bangydedamanyokkal és rajzzal foglalkozott, a
fenti gygjténév alatt a folyamszabalyzassal, térképészettelé@seszettel kapcsolatos
tudnivalokat adta él Ebkdl is lathatd, hogy a matematika akkor nem azt jelié®, amit ma
és a matematikus inkdbb mérndkot (minthogy a geemtétképészt) jelentett.

Az akkori matematika pontosabb maghatarozasamoatiematica puraaz elméleti
matematikahoz (geometria nélkil) andthematica aplicata pedig a mai alkalmazott
matematikahoz hasonlithato.

Az iskola szabalyzata, azinstructid' volt [3]. Az eldirta az oktatdshoz hasznalt
konyveket is. Ezek egy részét ma a Soproni, illethiskolci Miemlékkonyvtarbadrzik. A
legrégebbi i aDie sechs erste Blicher Euklidasel 1562 [4].

A Selmeci Banyaszati Iskola hallgatéi altal hastzrkdinyvekben, érdekes az anyag
targyalasa, azért is, mert még nem nagyon haskriddasszamtant, az egész elmélet gyakran
két szemeély parbeszédéeben van bemutatva.

Mikoviny Samuel tanitvanyai kozul kilén megemlith@&elius, Traugott Christof, aki a
Selmeci Banyaszati Iskolaban 1750 koril végzet70iden nevezték ki mar az Akadémia
tanarava. & mive, mely évtizedeken keresztll a banyaszképzeékdaigpe volt [5].
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2. Az Akadémia

A 18. szdzadban az Osszesitatiiszaki tudomany“a montanisztikumvolt. Ennek
fejlédése kozben fdjinie kellett a Banyaszati Iskolanak is, és 1762-bmgkezddott a
felséfokl banyasz—kohdsz—erdész képzés megszervezésedkddémia, mint egyetemi
jellegi intézet, alapszabalyzatat Maria Terézia kiral§i@70-ben hagyta jova.

Az Akadémia alapitasakor beszerezték az oktatastsarikséges konyveket,
segédeszkozoket is. Ezek egy része Sopronban, ik pgisg Miskolcon van. Valdsziieg
ez volt a vilag el§ miiszaki jelled kbényvtara mintahogyan az Akadémia is a vilag elsna
is "mikods” — miszaki jelledi féiskolainak egyike volt.

Az Akadémia szabalyzata 8ystemavolt [6].

Matematikat az ets évben oktattak, merta’” matézis minden banyaszati, kohaszati
tudomanyhoz sziikséges, és a banyamérésnek, gepksist az egész banyaszatnak-
kohaszatnak alapjat képézi

Az el konyvek kozil, melyek ma is megtalalhatok Soprontzaszerék neve mellett
gyakran az akkori Eurdpa tudomanyos tarsasagaigészesora van feltlintetve, pl. Karsten,
Wencesl. Joh. Gustav [7]. A szérél: ,Der Phil. Doctor, Hofrath und Professor der
Mathematik und Naturlehre auf der Universitaet zallel der Churfl. Akademie der
Wissenschaften in Minchen, der Hollandischen Gadwlft der Wissenschaften in Harlem,
und der Konigl. Daenischen Gesellschaft in Kopemmagauch der 6konomischen
Gesellschaft in Leipzig Mitgliede.”

Abbol a tényldl, hogy a kor kerlletének és atrdgnek az aranya még nem volt
nevesitve, a feladatok megoldasanak a leirdsahgagolultnak bizonyult (pl. 1878-1879.
old.).

Mér a 18. szdzad utolsé évtizedeiben a selmeci &kath kilbvitették a tananyagot
differencial- és integralszamitassal, bar kezdetiman koteleé jelleggel. Az 1800-as éveht
a fohatdsag ezt betiltotta, mert az oktatott tananylegaarosan igazodnia kellett a banyaszat
szikségeihez.

A konyvtarak alloményaval foglalkozé timvek emlitik a 18. szazad grandiozusivet,
melyben megtalalhatdé nfinden, ami az em#&épek leirasahoz, @llithsahoz és
mikodtetéséhez sziikséhgd8]. (Jacob Leupold, Mathematico u. Mechanico, nikb.
Preussischen Commercien-Rath, der Koénigl. Preusd. 8iaechs, wie auch Forlischen
Socieraet der Wissenschaften Mit-Glied.)

Erdekes az elején az Gjjakkal valo szamolas bedsdgtl. abra).

Ezekben a kdnyvekben sok olyan mechanikai alapak6kods, alapos matematikai
megfontolast igényél berendezés leirasa talalhatd, melyek megvalositédsg technikai
nehézségekbe tkdzott. llyenek példaul a kuloabémebgépek. Selmecbanya koérnyekét
allandéan fenyegette a banyakat elaraszté viz.

Hell Maté Kornél és Hell J6zsef Karolggépmesterek egész sor vizebgélpet épitett.
Ezek gyakran Mikoviny matematikai tudasanak ésdsaiaiak segitségével lettek jobbak.

3. A Matematika-Fizika-Mechanika tanszék

Az 1765. augusztus 13-an alapitott Matematika—Bizdikechanika tanszék éldanéra
Boda (Poda) Miklos pater volt és mechanikaval fikglzott. Miveiben megorokitette a
Selmecbanya kornyékén felépitett banyagépek lejragikodését. Sajnos a iimeit nem
sikertlt megtalalni a Memlékkonyvtarban [9], [10].
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A Miemléekkonyvtar konyvei kdzott olyan széket is megtalalunk, akik az egyetemes
magyar matematika jo hirnevéhez is hozzajarultak.

« PASQUICH JANOS [11]. Inké&bb csillagaszként volt & Sokat levelezett Gauss-szal.
Lipcsében jelentette meg Jézsef Mitterpacher Arsaliz

+ SEGNER JANOS ANDRAS. Aki az dsolyan magyar matematikus, aki vilaghirnevet
szerzett. 1725t Jendban tanult orvostudomanyt és természettudgokan
Tanulméanyai utan néhany évet Magyarorszagon tohddid Halléban telepedett le. Az
egyik munkdja cimlapjarél idézemerster Lehrer der Mathematik und Naturlehre bey
der Konigl. Friedrichs Universiaet zu Halle, Mitglle der Kaiserlichen Academie zu
Petersburg, der Konigl. Societaet zu London und d&nigl. Academie der
Wissenschaften zu Berlin

Ki kell emelni, hogy Segner munkaiédi a matematika tankdnyvek nem torekedtek a
pontos bizonyitasok és definiciok leirdsara. A talek pontosan a mar emlitett szgez
Sturm (1707), Kaster (1758), Karsten (1767-1778).

A Soproni niiemlékkdnyvtarban Segner Janos Andras latin riyaehunkaja talalhato
[12]. Ebben érdekes a komplex szamok targyaladamiat a teljes differencial és magasabb
derivaltak kiszamitasa (amit ma is igy lehet okjatn

4, Osszefoglalé

A Selmeci Banyaszati iskolat 1735-ben alapitottaBO( éve). Abbdl fefldott ki a
Banyaszati Akadémia. Az Akadémia Matematika—FizMaehanika tanszékét 1765.
augusztus 13-an (250 éve) alapitottak.

Tobb névvaltoztatas utan az Akadémia 1920-ban $bpr&oltdzott. Itt talalt otthonra, és
tébb atalakulas utan 1962 ota az Erdészeti és fr&iggetem cimet viselte. Jelenlegi karai a
Nyugat-Magyarorszagi Egyetem keretébeikaunek.

Az Akadémiaval Sopronba koltoztetett konyvek didvhlék konyvtarban tekinthik
meg. Ezek kézll néhanyat itt megemlitettiink.
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