Legyen H komplex Hilbert tér. A T:'H — 'H lineéris leképezést kontrakcionak ne-
vezzik, ha a vektorok hosszat nem néveli meg, azaz ha ||T]| < 1. Invaridns altérhaléi-
kat tekintve a kontrakcidk ugyanazt az altaldnossagot képviselik mint ‘H korlatos linea-
ris operatorai, hiszen barmely operator valamely nem-nulla konstans-szorosa kontrakcio.
Ugyanakkor a kontrakcidk joval konnyebben kezelheték az altaldnos operatoroknal, mivel
kapcsolatba hozhaték unitér operatorokkal. Nevezetesen, Sz.-Nagy Béla hires dilatacids
tétele azt allitja, hogy minden T kontrakciéhoz, amely a ‘H Hilbert téren hat, 1étezik egy
bévebb K Hilbert téren haté U unitér operator, melynél (T"x,y) = (U"z,y) igaz minden
n természetes szamra és minden =,y € H vektorra. Ha az U unitér dilatdcié minimalis
— abban az értelemben, hogy a legsziikebb H-t tartalmazoé redukalé altere U-nak maga
a I —, akkor U izomorfia erejéig egyértelmiien meghatarozott. A T kontrakcié és az U
minimalis unitér dilatacié kapcsolatabdl kiindulva sziiletett meg a Hilbert térbeli kontrak-
ciék elmélete, alapvetéen Sz.-Nagy Béla és Ciprian Foias kozos kutatasainak koszonhetéen.
E vizsgdlatokba azutan sokan kapcsolédtak be a vildg minden részérol, hozzajarulva egy

gazdag, s sokrétli alkalmazasokban bovelkedd diszciplina kidolgozasahoz.

Az eredmények Osszegzéseként jelent meg Sz.-Nagy és Foias sokat idézett monografidja,
el6szor francia nyelven 1967-ben, majd angolul és oroszul 1970-ben. Az angol kiadas cime:
Harmonic analysis of operators on Hilbert space. Fz a konyv nem csak az operatorelméletre

gyakorolt nagy hatast, hanem szamos mérnoki alkalmazasra is taldalt.

Sz.-Nagy Béla kiemelt tervei kozt szerepelt egy olyan 14j kiadas megjelentetése, amely
tikrozi az 1970 6ta végbement hatalmas fejlodést. Erre hatdrozott biztatast is kapott a
kiadétél. Sajnalatos modon ez a tervezett Gj kiadas Sz.-Nagy Béla életében nem valdsult
meg. Az Uj kiadas el6készitésében nagy 1épést jelentett a témavezeté vendégprofesszori
meghivasa a Texas A&M University-re. 2005 tavaszi féléve soran Ciprian Foias-sal kozosen
atdolgoztuk az el6zo kiadas szévegét, kijavitva az el6forduld pontatlansagokat, tobb ponton
kibovitve és atstruktaralva a targyalt anyagot, vigyazva arra, hogy megérizziik az Sz.-Nagy
Bélara jellemz6 elegans stilust. Ebbe a projektbe aztan bekapcsolodott Hari Bercovici is az
Indiana University-rol. A kontrakciéelmélet ijabb eredményeirol a konyv két 1j fejezetében
adtunk képet. Az egyik ezek koziil az aszimptotikusan nem-eltiiné kontrakciokrél, a masik
pedig az un. Cy-kontrakciokrol szél. Az elobbi elsé valtozatat a témavezetd, az utébbiét

H. Bercovici irta.

Aszimptotikus viselkedésiik alapjan a kontrakciok kiillonb6z6 osztdlyokba sorolhatdk.

Ha ||T'|| < 1, akkor barmely = € H esetén a {||T"z|}52, sorozat monoton csékkend, s
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igy létezik az Lp(z) := lim, .~ ||[T™z| hatarérték. Ha Lp(x) = 0 minden z-re, akkor
a T kontrakcié stabil, vagyis Cy.-osztalya. Ha viszont Lp(z) > 0 minden nem-nulla z-
re, akkor T aszimptotikusan nem-eltiinG, mas széval C;.-osztalyui. Ha a T adjungaltja
Cy.- vagy C.-osztalyu, akkor maga a T C.o- illetve C.i-osztalyd. Végtelen dimenzidban
egyik Cj; := C;. N C.; osztaly sem iires. A Cyo-kontrakciok egy alosztalyat képezik azok
a kontrakcidk, amelyeket kinulldz egy nem-nulla H°°-beli fliggvény; ezeket hivjuk Cpy-
kontrakciéknak. A témavezeto altal kezdeményezett, s f6ként sajat kutatasait tartalmazo

fejezet a C7.-beli és a C'11-beli kontrakcidkkal foglalkozik.

2008 végére az 1j kiadas elokészitésébol mar csak az maradt hatra, hogy egy ro-
vid kiegészit6 fliggelékben Osszefoglaljuk azokat a legfontosabb kontrakcidkkal kapcsolatos

eredményeket, amelyeket a két 1jabb fejezetben sem targyaltunk.

A fenti projekttel kapcsolatos kozos munka soran sziiletett a témavezeté és Hari Ber-
covici Spectral behaviour of Cho-contractions cimi cikke, amit 2008 0szén nyujtottunk be
publikalasra. A Cyp-kontrakcidk invarians altérhaléi az altalanos operatorok invarians al-
térhaldit adjék, hiszen minden operator egy nem-nulla skalar-szorosa Cyg-kontrakcié. fgy
az invarians altér probléma Cyg-kontrakcidkra ekvivalens az altalanos invarians altér prob-
léméval: nem tudjuk, hogy van-e minden Hilbert térbeli operatornak valédi invaridns
altere. Ugyanakkor a Ci-kontrakciok szerkezetérol sokat tudunk: minden ilyen T kont-
rakciénak (amely nem az identitds skaldr-szorosa) van valédi hiperinvaridns altere, azaz
olyan valédi invarians altere, amely a T-vel felcserélheté operatorokra is invarians. Ez
abbdl kovetkezik, hogy T' kvazihasonld egy egyértelmiien meghatarozott W unitér opera-
torhoz, vagyis léteznek olyan X, Y kvaziaffinitasok (kolcsondsen egyértelmi, siiri képterti,
korldtos linedris transzformécidk), melyekre XT = WX és YW = TY teljesiil. Ilyenkor a
T hiperinvarians altérhéléjanak van olyan részhalmaza, amely izomorf a W hiperinvaridns
altérhalojaval; ez utobbi pedig szeparabilis esetben a W spektralis altereibdl all. A Cig
kontrakcié-osztdly bizonyos értelemben az altalanos vonasokat mutatd Cyg-osztély s a jol
leirt C1-osztély kozé esik, ezért is remélhetd, hogy a C71-nél alkalmazott technika finomi-
tasaval az invaridns és a hiperinvaridns altér problémék a C'ig-osztalyban is megoldhatdk.
E kérdések azonban az egész Cp-osztalyra vonatkozéan még mindig nyitottak. Természe-
tes modon vetddik fel a kérdés, hogy vajon a ciklikus Cfp-kontrakcidk spektrumanak van-e
valamilyen megkiilonboztetett jellegzetessége az altalanos Cg-kontrakcidkhoz képest. A
fenti cikkben negativ valaszt adunk erre a kérdésre. Ebben a dolgozatban 1j megkoze-

litéssel targyaljuk a T' kontrakciéhoz tarsithatd unitér aszimptotat. Nevezetesen, akkor
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mondjuk, hogy az (X, W) par a T unitér aszimptotdja, ha W unitér operator, XT = WX
teljesiil az X kontraktiv linedris leképezésre, s valahanyszor (X', WW’) hasonlé tulajdon-
sagu par, mindannyiszor létezik egy egyértelmiilen meghatarozott Y transzformacd, melyre
YW =W'Y, YX = X' és ||Y] < 1. E megkozelités elonye, hogy nem az (X, W) vala-
milyen konkrét realizaciéjahoz kotott; ezaltal rugalmasabba valik az aszimptota kezelése,
s egyuttal lehetoség nyilik a konkrét szituacioban leginkabb alkalmas megvaldsitas véalasz-
tasara. Teljes leirasat adjuk a T és W lehetséges spektrumainak, ezek kapcsolatanak,

jelentOsen élesitve a témavezetd korabbi eredményeit.

A J. Functional Analysis-ben 2007-ben megjelent cikkében a témavezetd a Chg-kont-
rakcidékra vonatkozo hiperinvarians altér probléméat arra az esetre vezette vissza, amikor
a kontrakciénak sok invarians altere van. Az invaridns altérhalé gazdagsagara egy fon-
tos faktorizaciés tétel segitségével kovetkeztethetiink. E faktorizacids tételt a témavezeto
egy kordbbi cikkében bizonyitotta be, a most idézett cikkben pedig élesitette a bizonyitas
lényeges modositasaval. Az allitas a kovetkezé médon fogalmazhatéd meg. Legyen T Chg-
kontrakcié, W a T unitér aszimptotaja, s d a W spektral-multiplicitas fiiggvénye. Tegyilik
fel, hogy d(¢) > n a T egységkorvonal pozitiv mértékli w Borel halmazinak minden ¢
pontjaban; 1 < n < Ny megszamlalhaté szamossag. Legyen &, n-dimenziés Hilbert tér,
s tekintsiik a Lebesgue mértékre nézve négyzetesen integralhaté f: T — &, fiiggvények
L?(&,) Hilbert terét, s ennek Hardy-féle H?(E,) alterét (ahol a negativ indexti Fourier
egyiitthatok 0-val egyenl8k). A J, : H2(E,) — xwLl?(En), f — Xof bedgyazés kdlesono-
sen egyértelmii kontrakcid; x,, az w karakterisztikus fliggvénye. Az identikus x fliggvénnyel
valé szorzas a H2(E,) téren az n multiplicitdst S, egyirdnyt eltolds-operdtort adja, mig a
x-vel valé szorzés M, ., operatora a x,, L?(&,) téren olyan abszolit folytonos unitér opera-
tor, melynek ny,, a spektral-multiplicitas fiiggvénye. A faktorizacids tétel szerint minden
e > 0 esetén megadhatdk olyan X: H?(E,) — H és Y:H — x,L?(&,) lineéris transzformé-
cidk, melyekre XS, =TX, YT =M, .Y, YX =J, ., [|X|| <1+eés|Y| <1+ec. Ha
w =T, akkor J, ,, izometria, s {gy T megszoritasa az X H*(&,) invaridns altérre az S,-hez
hasonlé operator lesz, rdadasul a hasonlésdgot megvalésito affinitas e-nél kozelebb van egy
unitér transzformaciohoz. Mivel a lehetséges X transzformdcidk képterei kifeszitik a ‘H Hil-
bert teret, ezért T-nek valéban sok olyan invarians altere van, ahol T' megkozelitoleg ugy
hat, mint az S,, eltolas-operator. Ez utébbi invarians altérhalojarél a Beurling—Halmos—
Lax tétel ad pontos képet. Meglepé és reményt kelto, hogy a C1g-kontrakcidkra vonatkozd

hiperinvarians altér probléma az el6z6 specidlis esetre vezethetd vissza, amikor is a kont-

3



rakcié bovelkedik invaridns alterekben. Ez az eredmény rokon Ciprian Foias és Carl Pearcy
(mas szerzotarsakkal egytitt elért) eredményeivel. Ok azt mutattak meg, hogy az altalanos
hiperinvarians altér probléma arra az esetre redukdalhato, amikor az operator olyan kont-
rakcié, ahol a (bal 1ényeges) spektrum egy korgytirti, melynek kiilsé hatara T. Ekkor a

dudlis algebrak elméletébdl tudjuk, hogy az operatornak sok invarians altere van.

A Vladimir Miillerrel k6zo6s, IEOT-ben 2007-ben megjelent dolgozataban a témave-
zeto a stabilitas alterekre valo 6roklodését vizsgalta. A kérdés pontosan a kovetkezo médon
fogalmazhaté meg. Legyen T a ‘H Hilbert téren hato stabil, azaz Cy.-osztalyd kontrakcio;
legyen M tetszoleges altér H-ban, s tekintsiik a 7" operdator M altérre valdé kompresszidjat:
Tr = PyT| M, ahol Py az M-re val6 ortogondlis projekcié. Igaz-e, hogy T is stabil
kontrakcié? A vélasz bizonyos kiegészit6 feltételek mellett (pl. || 7] < 1 vagy dimH < oo
esetén) pozitiv. Ugyanakkor bebizonyitottuk, hogy a T\ kontrakci6 lehet nem-stabil is.
Mivel minden (szeparabilis téren hatd) stabil kontrakcié a B, := SZ, csonkité hatrato-
l4s megszoritdsa annak egy invaridns alterére (itt oo := W), ezért az el6bbi eredmény
tigy is megfogalmazhaté, hogy vannak olyan M alterek a H?(E,,) térben, melyeknél a
(Boo)m kompresszié nem stabil. Pontos leirdsét adtuk azon nem-stabil silyozott egy-
és kétiranyu eltolas-operatoroknak, amelyek ilyen kompresszioként felléphetnek. Meglepd
modon ezek kozott vannak Chi-kontrakcidk is. FEzek az eredmények szorosan kapcsoldd-
nak K. Takahashi, P.Y. Wu, C. Benhida és D. Timotin k6zonséges (azaz nem Sz.-Nagy-féle

hatvéany-tipusi) dilatacidkkal kapcsolatos vizsgalataihoz.

A szegedi Acta-ban 2005-ben megjelent cikkében a témavezetd erds ciklikus tulajdon-
sagu reprezentaciokkal foglalkozott. Emlékeztetiink ra, hogy a H Hilbert téren haté T
operétort akkor nevezziik ciklikusnak, ha létezik olyan x € ‘H vektor, melynek {77z}
palyaja kifesziti H-t (azaz e vektorok linedris kombinéciéi slirlin vannak H-ban). Ha vala-
mely x vektorra maga a {T"z}2° , sorozat slirti H-ban, akkor a T" operator hiperciklikus.
Ha pedig van olyan z € H, melyre a {\T"z : A € C,n € NU {0}} halmaz stirti H-ban,
akkor T' szuperciklikus. E kaotikus viselkedésti operatorokat sokat vizsgaltak az utobbi
évtizedekben. Az un. hiperciklikussagi kritérium kénnyen ellenérizhetd elegend6 feltételét
adja a hiperciklikussagnak; alkalmazasaval addédik, hogy pl. a ¢S} operator hipercikli-
kus, ha |¢| > 1. A hiperciklikussigi kritérium sziikséges volta sokdig nyitott kérdés volt;
a negativ valaszt M. de la Rosa, C. Read, valamint F. Bayart és E. Matheron adtdk
meg 2007-ben. Ha a T operator hiperciklikus, akkor nyilvan nem lehet hatvanykorla-

tos, azaz sup{||T"| : n € N} = oo; ugyanakkor ¢I" szuperciklikus minden nem-nulla ¢
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konstansra. S.I. Ansari és P.S. Bourdon érdekes Osszefiiggést fedezett fel a szupercikli-
kussag és a stabilitas kozott. Nevezetesen, bebizonyitottdk, hogy ha egy hatvanykorlatos
operator szuperciklikus, akkor sziikségképpen stabil. Ezt az eredményt altaldnositotta a
témavezeto diszkrét félcsoportok reprezentacidira, valamint az egyparaméteres folytonos
operator-félcsoportokra. Az idézett dolgozatban azt is megmutattuk, hogy egy szupercik-

likus operator-félcsoport allhat csupa nem-szuperciklikus operatorbdl.

A témavezetd és Léka Zoltan a lengyel Studia-ban 2007-ben megjelent k6zos dolgo-
zatukban a lokalisan kompakt félcsoportok reguldris norma-viselkedésii reprezentaciéinak
stabilitasat tanulmanyoztak, kiterjesztve a témavezetd kordabbi, diszkrét félcsoportokra vo-
natkozé eredményeit. A regularitast az invaridans kozepek segitségével értelmezett konver-
gencia fogalommal definialjuk. Legyen S olyan zart részfélcsoportja a G lokalisan kompakt,
kommutativ, additiv csoportnak, amelyre S —S = G és SN (—S) = {0}. Jeldlje u a G-ben
értelmezett Haar mérték megszoritasat S-re, s tekintsiik az L°>°(S) := L>°(u) Banach teret.
Egy m: L*°(S) — C linedris funkciondlt invarians kzépnek neveziink, ha ||[m|| = m(1) =1
és m(fs) = m(f), ahol fs(t) = f(s+t). Akkor mondjuk, hogy f € L°(S) majdnem
konvergdl a ¢ € C szamhoz, ha m(f) = ¢ minden m invarians koézépre. A p: S — [1,00)
leképezést normalizalé fliggvénynek nevezziik, ha lokalisan korlatos, mérheto, tovabba bar-
mely s € S esetén ps/p € L>(5) és létezik olyan c,(s) € (0,00), melyre |ps/p — cp(s)|
majdnem konvergal nulldhoz. Legyen X komplex Banach tér, s jeldlje £L(X) az X-en haté
korlétos linedris operatorok Banach algebrajit. Az erésen folytonos p: S — L(X') reprezen-
tacio regularis norma-tulajdonsigui, ha megadhat6 olyan p normalizalé fliggvény, melynél
lp(s)]] < p(s) (s € S) és ugyanakkor ||p(s)||/p(s) nem konvergal nullahoz a majdnem kon-
vergencia értelmében. A p specidlis valasztdsatol fliggetlen ¢, := ¢p: S — [1, 00) funkcional
a p limesz-funkciondlja. E limesz-funkciondl segitségével értelmezhetjiik a (nem feltétlen
korlatos) p reprezentacié o(p) spektrumét és oper(p) periféridlis spektrumat. Az el6bbibe
S azon x karakterei tartoznak, melyekre [x| < ¢, és \f(x)| < |I7(p)| teljesiil minden

~ -~

kompakt tartéjd, folytonos f fiiggvényre. Itt f(x) és f(p) a megfelel6 Fourier transzfor-
méltakat jeldlik: f(y) := Js f(s)x(s) du(s) és Flp)z = [ f(s)p(s)zdu(s) (z € X). A
periférialis spektrum definicié szerint: oper(p) := {x € o(p) : [X| = ¢,}. A p reprezents-
ciét izometrikus reprezentacioval kapcsolatba hozva, s felhasznalva C.J.K. Batty és Q.P.
Vu izometrikus reprezentaciokrél szoloé eredményeit, a kovetkezd moédon sikertilt altalano-
sitanunk a jol ismert Arendt—Batty—Lyubich—Vu stabilitasi tételt. Ha a p reprezentacié

periféridlis spektruma megszamlalhaté és a p? adjungalt reprezentécié pont-spektrumaban
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nincs olyan x karakter, melyre |x| = ¢,, akkor p a p normalizalé fiiggvényhez viszonyitva
stabil abban az értelemben, hogy minden z € & esetén ||p(s)z|/p(s) majdnem konvergal

nullahoz.

A szegedi Acta-ban 2008-ban megjelent cikkében Léka Zoltan igazolta, hogy az el6z6
eredmények érvényben maradnak akkor is, ha az L°°(.S) invarians kozepei helyett a topolo-
gikusan invarians kozepekre szoritkozunk. Ez utébbiak olyan kozepek, amelyek az eltolas-
invariancidnél er6sebb m(f * g) = m(f) feltételnek tesznek eleget, ahol f € L*>(S), g >0
mérhetd és | g gdp = 1. A topologikusan invarians kozepekkel azért elényosebb dolgozni,
mert a segitségilikkel definialt konvergencia fogalom pontosan jellemezheto integralkozepek
konvergencidjdval. Nevezetesen, az f € L°°(5) fliggvényre akkor és csak akkor igaz, hogy

m(f) = ¢ minden m topologikusan invarians kozépre, ha

n—oo

fim (1) [ Ay (s)dus) = o

all fenn az y € S-re nézve egyenletesen, ahol {K,, }°° ; tetsz6legesen vialasztott Folner so-
rozat. Az egyparaméteres folytonos operator-félcsoportok, S = R valasztassal adédéd, s a
gyakorlati alkalmazasok szempontjabdl kiemelked6en fontos esetére koncentralva, kifejezte
e reprezentacidk fentiekben definidlt spektrumat az infinitezimalis generator spektruma-
nak segitségével. A cikk f6 eredménye a T:R; — L(X) operitor-félcsoport reguldris
norma-viselkedésének teljes karakterizacidja. A megadott feltétel formailag a témavezetd
és Vladimir Miiller diszkrét esetben adott feltételének analogonja, a bizonyitas azonban

nem a diszkrét eset egyszerli adaptacidja, hanem szamos 1j gondolatot igényel.

Léka Zoltan a Proc. Amer. Math. Soc.-ban kozlésre elfogadott cikkében a ne-
vezetes Katznelson—Tzafriri tétel kovetkezo kiterjesztését igazolta. Legyen T a ‘H Hil-
bert téren haté hatvanykorlatos operator, s legyen @) a T-vel felcserélheté operdtor. A
lim,, o ||T"Q|| = 0 feltétel akkor és csak akkor teljesiil, ha

n—1
> ONETRQ
k=0

E tétel ujdonsaga az, hogy a T valamilyen fliggvénye helyett tetszoleges T-vel felcserélhetd

lim n~!

n—oo

' =0 minden A€ o(T)N T-re.

Q@ operator szerepel benne. A bizonyitas az erés konvergencia igazolasara, majd ultrahat-

vanyok alkalmazasara épiil.

Ezen OTKA pélyazat tamogatasaval késziilt el a témavezetd Valds- és funkciondlana-

lizis cimii egyetemi jegyzete 354 oldal terjdelemben. Ennek fejezetei: 1. Lebesgue integral,
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2. Mértékek kiterjesztése, 3. Mértékek Rk—ban, 4. Regularitéds, 5. Mértékterek szorzata,
6. Fiiggvényterek, 7. Abszolut folytonossig és szingularitas, 8. Komplex Borel mértékek
az egyenesen, 9. Ortonormalt rendszerek, Fourier sorok, 10. Linearis funkcionalok kiter-
jesztése, 11. Banach tér teljességének kovetkezményei, 12. LP terek dudlisai, 13. Folytonos
fiiggvények terének dualisa, 14. Gyenge topoldgidk és approximacié. Bar vannak akik a
jegyzetirast nem soroljak a tudoményos tevékenység korébe, tapasztalatunk szerint ez a

munka t6bb cikk megirasahoz sziikséges energiat és kutatoi aktivitast emészt fel.

Az MTA Emlékbeszédek sorozatdban (majd masodkozlésben a Matematikai Lapok-
ban) 2005-ben jelent meg a témavezeté Szokefalvi-Nagy Bélarol szol6 irdsa, amely az Aka-
démiidn elhangzott el6addsanak szerkesztett valtozata. Ez az irds az 1998-ban elhunyt
akadémikus palydjanak felidézése mellett bemutatja Szokefalvi-Nagy Béla legfontosabb

tudomanyos eredményeit.



