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Kivonat

2x2-es, vagy 3x3-as marixszal abrazolhaté, valoszinitségi valtozotol fliged tenzorok
sajatiranyainak és sajatértékeinek statisztikai elemzése a feladat nemlineéris jellege
miatt nem trivialis feladat. Anioztrép tenzorok esetén az irodalomban talalhato,
linearizalason alapulé moédszerek kielégitéek, azonban a geofizikai alkalmazasok gyak-
ran felvetik a kozel izotrop tenzor vizsgalatanak sziikségességét. Irasunkban ezen spe-
cidlisnak t1ing, de a gyakorlatban mégis gyakran el6fordulé eset vizsgalatara adunk
statisztikai modszereket. Ramutatunk arra, hogy a determinisztikus tenzoroknal meg-
szokott helyzet - vagyis, hogy a sajatértékek multiplicitdsa alapjan kévetkeztethetiink
a sajatvektorok térbeli elhelyezkedésére -, val6szintiségi valtozo elemii métrixok esetén
nem &ll fent. Ilyen értelemben a vonatkozd szakirodalom sajatértékekre koncentrald
modszerei nem kielégitek. Ez utébbi allitdst irasunk geofizikai vonatkozasi példai
is alatamasztjik. Uj modszeriink egyben lehetévé teszi tenzorral dbrazolhaté kézet-
fizikai mennyiségek szorossidganak, illetve adott vektor és a tenzor egyik sajatirdnya
kozotti egyezés statisztikai vizsgélatat.

Abstract

Statistical hypothesis testing for the eigenvalues and eigenvectors of a stochastic
tensor is not straightforward process due to the nonlinear dependence involved in
the problem. For anisotropic tensors the linearized approaches of the literature are
adequate, however geophysical applications require the analysis of nearly isotropic
tensors, too. Our paper is devoted to introduce new statistical methods for these,
seemingly rare cases which turns out to be a regular problem in practice. We point
out that the well-known behavior of deterministic tensors, namely that the multiplicity
of the eigenvalues unambiguously refers to the spatial distribution of the eigenvectors,
does not hold for matrices with random variable elements. In this way the published
methods focusing only on the eigenvalues are not satisfactory. The latter statement
is also confirmed by examples from geophysics. Our method can be used to analyse
closeness of tensor state parameters or directional differences between a vector and
one of the eigenvectors in a statistical framework.



1. Bevezetés

Kézetfizikai mennyiségek direkt (laboratériumi mérés), vagy indirekt (mérésbdl szar-
maztatott) meghatarozasaval a geologiai és a geofizika szamtalan dga foglalkozik. A
publikicidk zome a mérési eredményeket statisztikai eszkozokkel értékeli. Amig skalér-
ral és vektorral abrazolhaté mennyiségek esetén a statisztikai elemzés eszkozei széles
korben elterjedtek (Borradaile, 2003), addig tenzor jellegli kdzetfizikai mennyiségek
(pl: fesziiltség, magneses anizotropia, elektromos vezetSképesség,...stb.) esetén az
irodalomban megtalalhaté eredmények (Hext, 1963; Jelinek, 1988; Constable et al.,
1990) ellenére sincs egységesen bevett gyakorlat. A geofizikai és geologiai alkalma-
zésokban (példaul: magneses anizotropia tenzor, mikrotektonikai fesziiltségtenzor,...
stb.) kitiintett szerepe van a tenzor sajatiranyainak, emiatt a tenzorral abrazolhato
kézetfizikai mennyiségek elemzése gyakran azok sajatiranyainak statisztikai vizsgala-
tat jelenti. Ilyen esetben a gomb felett értelmezett Fisher statisztika (Fisher et al.,
1993), vagy annak tovabbfejlesztett viltozata hasznalatos (Henry et al., 1995). Ezen
megkozelités hatranya, hogy a sajatiranyok statisztikai vizsgalatdnal a sajatvektorok
ortogonalitasat nem veszi figyelembe, a sajatvektorokat egymastél fliggetlen valoszi-
niiségi valtozoknak tekinti.

Célunk egy olyan, a fizikai modellt nem torzitd statisztikai eljaras kidolgozésa,
amellyel mérési eredményekbél meghatarozott tenzor mennyiségek ekvivalencidja, il-
letve kiilonbsége szamszertisithetd, illetve akar kiilonbo6z6 eredetd mennyiségek kozotti
kapcsolat is vizsgalhatd. Mivel szimmetrikus tenzorok statisztikai vizsgalataval legin-
kabb a mégneses szuszceptibilitdsi tenzor kapcsan foglalkoztak, ezért a geofizika ezen
adgaban elterjedt terminolégiat hasznéljuk. Eredményeinket a mégneses anizotropia
mérések példajan mutatjuk be, azonban 4llitdsaink tetszsleges, valés elemi tenzorral
abrazolhatd mennyiségre altaldanosithatéak. Jelen iras elsGdleges célja egy 1j, szto-
chasztikus tenzorok statisztikai vizsgalatara szolgaldé modszer bemutatasa. A cikk
2. fejezete révid irodalmi Osszefoglalé utan az tin. forgéasi anizotrépia vizsgalataval
foglalkozik. A 3. fejezet kiilonbozs rétegekbdl szarmazo, vagy egyéb okokbol eltérd
mintakon mért anizotrépia tenzorok elkiilonitését megval6sitdé modszert mutat be. Az
el6z6 két fejezet nyomén a 4. fejezet tenzorral abrazolhatd kézetfizikai mennyiségek
statisztikai dsszehasonlitasara ad modszert.

2. A forgasi anizotropia vizsgalata
Munkénk sorén a gyakorlatban leginkabb el6fordulé, méasodrendd, szimmetrikus, va-

16s elemii tenzorokat vizsgaljuk. A k tenzor az O koézéppontu, (X,Y, Z) derékszogi
koordinata-rendszerben a

ki1 k12 ki3
k= |kia koo kosgl|. (1)
k13 ko3 ks3

matrixszal dbrazolhaté. k sajatértékeit nagysag szerint sorba allitva jelolje A\ > Ay >
A3! Ha a sajatértékek pozitivak, akkor a k tenzornak egy ellipszoid feleltethetd meg.
Az ellipszoid nagytengelyeinek hossza megegyezik a sajatértékekkel, a nagytengelyek
irdnyat a sajatértékekhez tartozé sajatvektorok jelolik ki. Ha k sajatértékeire telje-
siil, hogy A1 # A2 # A3, akkor k-t anizotrdp tenzornak nevezziik (1.(a) abra). Az
eltérs sajatértékeket a linedris algebraban egyszeres multiplicitasinak nevezik. (A
linearis algebra megkiilonbozteti a geometriai és az algebrai multiplicitds fogalmét,
azonban bizonyitott, hogy szimmetrikus matrixok esetén a geometriai és az algebrai
multiplicitas azonos (Wettl, 2011), ezért a tovdbbiakban az azonos sajatértékekre a
multiplicitas szoval utalunk.) Lehetséges, hogy k pontosan két sajatértéke azonos.



Ha ez a A\ = Ay # A3 relaciot jelenti, akkor a tenzornak megfeleltethetd test egy
diszkoszhoz hasonlit (legnagyobb teriilett vetiilete kor, 1.(b) abra). Amennyiben a
A1 # A2 = Az relacio all fenn, akkor a test szivarszerid (legkisebb teriiletd vetiilete
kor, 1.(c) abra). Mindkét emlitett esetben van egy sajatérték, ami kétszeres multip-
licitassal rendelkezik. (Jelinek, 1988) nyomén forgdsi anizotrépiaként utalunk ezen
két lehetdségre. Forgasi anizotropia esetén a két azonos sajatértékhez tartozd saj-
atirdny hatarozza meg azt a sikot, amelyen a vetiilet kér. Ezen sikban minden, O
kezd&pontd vektor sajatirany. Lehetséges tovdbba, hogy a tenzor &sszes sajatértéke
azonos (A1 = Ag = A3), akkor a tenzor izotrdp, az egyetlen sajatérték multiplicitasa
3. Az izotrop tenzornak megfeleltethets test a gomb (1.(d) abra), ami jol szemlélteti,
hogy az izotrép tenzor semmilyen irdnyultsdggal nem rendelkezik, esetében barmely,
az origdbdl induld vektor sajatirany.

(a) ellipszoid (b) diszkosz (c) szivar (d) gbmb
)\1>)\2>/\3 )\1:)\2>)\3 )\1>/\2:/\3 )\1:)\2:)\3
anizotrop forgasi anizotrop forgasi anizotrop izotrop

1. dbra. A 3 x 3-as, pozitiv definit tenzornak megfeleltethets ellipszoidok

Azt gondolhatnank, hogy az egyenléség megkovetelése miatt izotrop és forgasi ani-
zotrép tenzorok ritkdn, vagy egyaltalan nem fordulnak elé a geofizikai gyakorlatban.
Ez az intuicié tévesnek bizonyul akkor, ha a k tenzor elemei valésziniiségi valtozok.
Ilyen, sztochasztikus tenzorra j6 példa a mégneses szuszceptibilitési tenzor, ami az
ismert H mégneses térerGsség vektor és a mért M mégnesezettség vektor kozotti
kapcsolatot teremti meg (azaz M = kH). A mérési eljarast és annak statisztikai érté-
kelesét (Jelinek, 1988) részletesen ismerteti. A mérés soran 15, eldre definialt irdnyban
hatarozzdk meg a minta magnesezettségét. Ilyen esetben k meghatarozisa nem maés,
mint egy hatparaméteres, linearis regresszié paramétereinek (ki1, k12, k13, k22, ko3, k33)
illesztése a mérési eredményekre. A statisztikai elemzéshez kézenfekvibb a hat para-
métert egy vektorban Gsszefoglalni, ezért ha kiilén nem jelezziik, akkor a tovabbiakban:

k = e (2)

e,

el lehet donteni (Jelinek, 1988). Bemutatasra keriils eredményeink ravilagitanak arra,
hogy pusztan a sajatértéken alapulé préobak nem elégségesek a szuszceptibilitasi ten-
zor jellemzésére. Ez a megallapitas elvi jelent&ségii csupan: manapsag a mérési eljaras
hibaja nagyon kicsi, annak statisztikai elemzéstsl akar el is lehet tekinteni (Jelinek,



1978). Ezért irasunkban a minta szinti kiértékeléssel a tovabbiakban nem foglalko-
zunk.

A geofizikai alkalmazas szempontjabol lényegesebb probléma, ha egy mintacso-
porttal (példaul egy foldrajzi teriilet tobb mintdja) rendelkeziink és ezek alapjan
szeretnénk kovetkeztetéseket levonni. Jellemz6en a mintdk szuszceptibilitasi tenzo-
rai eltéréek, ez részben ugyan magyarazhaté az orientaciés hibaval, de gyakran a
mogottes fizikai folyamtra vezethets vissza a tenzorok kiilonbsége. Ilyen eset pél-
déul a harmadidészaki tiledékes kézeteknél all el6 akkor, ha a tomorddésen kiviil nem
volt olyan mechanizmus (vizfolyas, oldalirdnyt nyomads), ami a rétegzédeés sikjaban
irdnyultsagot jelolt volna ki. Harmadid&szaki kézetekbdl szarmazd mintacsoportok
elemzése felveti azt a kérdést, hogy van-e lehetGségiink az emlitett mechanizmusok
kimutatasara akkor, ha ezek ugyan jelen voltak, de csak gyenge, kis mértékd irdnyult-
sagot tudtak kialakitani. Jelen irdsban kiilonb6z6 helyszinek iiledékes forméciéibol
szarmaz6 mérési eredményekre alkalmazzuk a bemutatasra kerilé eljarast. Nem cé-
lunk az ismertetésre keriil§ helyszinek féldtani elemzése, a példak a médszer gyakorlati
alkalmazhatdsagat tamasztjak ald. A bemutatasra keriil6 magyarorszagi példak féld-
tani hatterét, az alkalmazott mérési moédszereket és a mérési eredmények értelmezését
(Sipos-Benkd et al., 2014) részletesen targyalja.

A mintacsoport mérési eredményeit olyan, N elemt statisztikai mintanak tekint-
jik, ahol a minta elemei a mért szuszceptibilitasi tenzorok. (Jelinek, 1978) eljarast
ad a varhato érték szamitasara, modszere (Hext, 1963) eredményein alapszik. Ketto-
jiik eljarasaval az ered6 szuszceptibilitasi tenzor sajatvektorainak és sajatértékeinek
konfidencia intervallumai szamithatok. A statisztikai elemzés nehézségét az okozza,
hogy egy tetszéleges mésodrend( tenzor sajatértékei és sajatvektorai a tenzor elemek
nemlinedris fuggvényei. A Hext-féle (Hext, 1963) statisztikai eljaras ezen fluggvé-
nyek linearizalasan alapszik. FEhhez sziikséges kikétni, hogy az egyes tenzorelemek
A szorasa kisebb két tetszéleges sajatérték kiilonbségénél. Nevezziik kismértékben
anizotropnak azt a k tenzort, amely barmely elemének szérasara teljesiil, hogy

A>|)\i_)‘j‘7 Z#]v i>j€(17273)' (3)

Mind Hext, mind Jelinek frasaikban felhivjak a figyelmet arra, hogy modszeriik az
imént definidlt, kismértékben anizotrop tenzorokra nem alkalmazhat6. Azonos sajat-
értekekkel rendelkezs (izotrop, vagy forgéasi anizotrop) tenzorok esetén pedig nullaval
vald osztast eredményez. Jelinek eljardsa tartalmaz egy statisztikai probat annak
eldontésére, hogy az eredd tenzor izotrop-e, vagy sem. Azonban (szemben a minta
szintd kiértékeléssel) nem foglalkozik a forgési anizotropia problémajaval. (Constable
et al., 1990) ezen hianyossagot joggal kifogasolja, tovabba felhivja a figyelmet arra,
hogy az eredd tenzor sajatértékeinek és sajatvektorainak meghatérozéasakor (Jelinek,
1978) a mar emlitett, Hextdl szarmazo linearizalast hajtja végre, ami kismértékben
anizotrép tenzorok esetén a konfidencia intervallum jelent&s alulbecsléséhez vezet.
(Jelinek, 1978) ezzel kapcsolatban annyi tampontot ad, hogy amennyiben barmelyik
sajatvektorhoz szamitott konfidencia ellipszis nagyobbik nyilészoge (a konfedincia el-
lipszis nagytengelyének végpontjai altal meghatarozott szdg a sztereografikus projek-
cion) meghaladja a 25 fokot, igy modszere nem hasznéalhato (a geofizikiban szokasos,
a = 0.05 szignifikancia szint mellett). (Constable et al., 1990; Tauxe et al., 1991, 1990)
éppen az emlitett hidnyossagok miatt valaszt més megkozelitést. Az emlitett publi-
kaciok az un. Bootstraping eljdrdst hasznaljak fel a statisztikal elemzéshez. Azonban
a sajatvektorok konfidencia koreit csak ugy tudjak szamitani, hogy a sajatvektoro-
kat egymastol fiiggetlennek tekintik (nem foglalkoznak az ortogonalitassal), illetve a
forgési anizotropiat csak meglehetsen szubjektiven, gyakorisdg diagramok alapjin
kiilonitik el.

Jelen iras f6 megallapitdsa, hogy létezik a Jelinek-féle modszerhez hasonlo, az em-



litett hianyokat kikiiszobols eljaras. A felvetett probléma matematikai szempontboél
is érdekes: a linearis algebra (Wettl, 2011) és a tenzor analizis (Itskov, 2007) teriiletén
gyakran taldlkozunk azzal, hogy a tobbszoros multiplicitasi sajatértékek kiilon vizs-
galatot igényelnek. Esetiinkben épp a tobbszords multiplicitds vizsgalata mutat ra
arra, hogy sztochasztikus tenzorok esetén a determinisztikus tenzoroknal megszokott
Osszefliggéseket nem lehet automatikusan alkalmazni, tekintettel kell lenni arra, hogy
valoszintségi valtozokkal végezziink mtveleteket. Irasunkban gyakran fogunk a for-
gasi anizotropiara utalni, a tovabbiakban kdvetkezetesen csak a A\ = Ao # A3 esettel
foglalkozunk, a A1 # Ay = A3 eset levezetése teljesen analég modon torténhet.

A fentiek nyomén feltessziik, hogy az egyes mintak kiértékelése sordn a szdmitott
tenzor elemek variancia-kovariancia matrixa kozel zérus. Ezzel a mért minta k; (1 <
i < N) tenzorat mérési hiba nélkiili, pontosan ismert, determinisztikus mennyiségnek
tekintjiik. (Ez a feltevés megegyezik a jelenlegi gyakorlattal, a (Jelinek, 1978) alapjan
késziilt AnisoSoft 4.2. szofver is ezen alapul.) Feltessziik tovabba, hogy a statisztikai
mintajellemz6k empirikus értékeinek varhaté értéke megegyezik az elméleti értékekkel.
(A tovabbiakban minta alatt mindig a statisztikai mintat értjik).

2.1. A varhato6 érték és a kovariancia szamitasa

A mintacsoport eredd tenzoranak meghatarozasahoz tisztézni kell, hogy a szamitast
normdlt, vagy normdlds nélkili adatokon hajtjuk végre. Az N elemi statisztikai
mintaban szerepld, k; tenzorok nem csak sajatvektoraik, hanem sajatértékeik szerint
is kiilonboznek (pontosabban fogalmazva, skalarinvaridnsaik eltéréek). Az alapjan,
hogy ezen kiilonbséget mely okokokkal hozzuk Osszefiiggésbe, két lehet@ségiink van:

1. Amennyiben a vizsgalt jelenség szempontjabél érdektelen okok &llhatnak az el-
térg skalarinvariansok moégott (példaul magneses vizsgalatok esetén a szuszcep-
tibilitasi ellipszoid irdnyaira vagyunk kivancsiak, az eltérd ellipszoid térfogatok
a minték eltérd dsvanyi osszetételének tudhatoak be), akkor ezen okok hatésat
a tenzorok normalaséaval tudjuk csokkenteni.

2. Amennyiben a vizsgalt jelenség szempontjabol lényeges okra vezetjiik vissza az
els6 skalar invaridnsokban megmutatkozo6 kiillonbséget, akkor kézvetleniil a mért
tenzorokon kell a statisztikai vizsgalatot végrehajtani.

A paleomégneses irodalomban (Jelinek, 1978; Constable et al., 1990) jellemzGen
a tenzor els6 skalarinvariansanak (Iy = ki1 + koo + ks3) segitségével hajtjak végre a
normalést:

k;
: (4)
ki1 + kio2o + ki 33

Az adatok normélésnak célja a tenzoroknak megfeleltethet6 ellipszoidok méretkii-
16nbségének kikiiszobolése. Az elss skalarinvaridns hasznalata ezen célra vitathato,
ambar kétségkiviil praktikus valasztas. Elvileg lehet&ségiink lenne a mésik két skalar-
invarians valamelyikének hasznéalatara is (példaul az imént emlitett, azonos térfogati
ellipszoidok esetén a minta egyes elemeire az I3 = det(k) mennyiséget kell azonossa
tenni). A 4. fejezetben olyan transzformaciora is példat fogunk mutatni, amely le-
het6vé teszi két skalarinvaridns azonossa tételét anélkiil, hogy a tenzor sajatirdnyai
megvaltozninak.

A normalas kovetkeztében a k;, ; elemei koziil csak o6t fiiggetlen, hiszen ky ;11 +
knioo + knisz = 1. Ezért normalt esetben a k; vektor csak a fiiggetlen elemeket
tartalmazza, {rasunkban:

kn,i =



kni22
Kn.i 33
ki = |knii2] - (5)
kn 23
knii3

A bemutatésra keriils eljardsok tobbsége egyarant jol hasznalhatd normalt és nor-
malas nélkiili statisztikai mintakra. Ez al6l csak a 3. fejezetben bemutatasra keriils
klaszter analizis kivétel: azt norméalas nélkiili mintan érdemes végrehajtani. A félreér-
tések elkeriilése végett fontos kiemelni, hogy normalas esetén a (4). mtvelet utan ka-
pott k; tenzorok elemeit tekintjlik normalis eloszlast valoszintségi valtozoknak. Ezek
utan a statisztikai minta varhato értéke, vagyis az eredd tenzor és a hat (normalas
esetén: Ot) elem statisztikai kapcsolatat jellemz6 6 x 6-os (normélds esetén: 5 x 5-
0s) variancia-kovariancia matrix (V) torzitatlan becslése az ismert moédon szamithato
(Timm, 2002):

1 N
ke = E(ki) = 2; ki, (6)
N
V = E((k; — ko) (ki — k.)7) = ﬁ > (ki —ke) (ki — ko). (7)
=1

2.2. Az eredd tenzor sajatiranyai

Az eddigi leiras is sejteti, hogy az N elemii statisztikai minta (akar normalt, akar nor-
malas nélkili) k; tenzoraibél (i = 1, ..., N) az eredd k. tenzor (6) és annak sajatiranyai
valamely alkalmas algoritmussal meghatarozhatéak anélkiil, hogy a sajatértékek mul-
tiplicitasat vizsgalnank. Ez a gyakorlati alkalmazas szempontjabol veszélyesnek is
mondhaté: az elterjedt numerikus modszerek forgasi anizotropia (A = Ao # A3) ese-
tén is harom f6iranyt adnak eredményiil, holott ebben az esetben a kétszeres multipli-
citasi sajatértékhez tartozo sajatvektorok (uy és ug) tetszéleges linedris kombinacioja
is sajatvektor. (Természetesen ez a probléma izotrop tenzor esetén is fennall.) Célunk
olyan statisztikai eljards megkonstrualisa, amivel a forgasi anizotropia kizarhato. Eh-
hez vagy a Jelinek-féle eljaras nem linearis valtozatara lenne sziikség, vagy egy olyan
Osszefliggésre a forgasi anizotrép k. elemei kzott, amit statisztikai teszttel ellendrizni
tudunk.

Az izotrop eset vizsgalatara Jelinek az utobbi megkozelitést javasolja. Az izot-
rop tenzor - a koordinata-rendszer tengelyiranyaitol fiiggetleniil - diagonal métrixnak
feleltetheté meg, igy kdnnyd olyan transzformaciét mutatni, ami k. elemeire nézve
linearis. A normalis eloszlasi valdszintiségi valtozok linearis kombinacidjaval nyert
valdszintiségi valtozo is normadlis eloszlasi, ezért az izotropia az egymintas t-proba
tobbdimenzés valtozataval, az tun. Hotelling-féle T? proba egymintas véltozataval
vizsgalhat6. Sajnos, forgasi anizotrépiaval bir6 tenzorra nem taldlhaté ilyen lineéris
transzformacio. (A forgasi anizotrop k. elemei kozott levezethets, nem lineéris kap-
csolatot az Appendix tartalmazza.) VélhetSen ez az oka annak, hogy (Jelinek, 1978)
mell6zi a forgési anizotropia vizsgalatat.

Ahelyett, hogy a normalis eloszlast valészintiségi valtozdkkal kitdltott k. tenzor
sajatvektorainak és féiranyainak egzakt valdszintiségi eloszlasat kisérelnénk meg leve-
zetni, egy olyan eljarast mutatunk, ahol ugyan nagyobb szamitésigénnyel, de kozelités
nélkiili statisztikai probat lehet végrehajtani. A u; sajatvektorok és a \; sajatértékek
definici6ja j6l ismert:



keu; = \uy, (8)

ahol az irodalomban szokasos modon ||u;|| =1 ési=1,2,3. A tetszdleges, O kozép-
ponti egységvektort jelolje u, ez tipikusan nem sajatvektora a k. tenzornak. A (8)
egyenlet alapjan definidljuk a kdvetkez6 vektort:

e=kou-— (uTkeu)u = k.u — Au. 9)

A konstrukcié miatt e akkor, és csak akkor zérus vektor, ha u = u;, és ekkor (8)
alapjan A = ); is teljesiil. Vegyiik észre, hogy (9) egyenlet k. elemeire nézve linearis
Osszefiiggés, amelyet a kovetkezs alakra lehet hozni:

e =A + Bk.. (10)

Nem normaélt statisztikai minta esetén A = [0,0,0]” és a 3 x 6-os B matrix csak u
elemeitdl (uq,ug és us) fiigg:

Uy — u:f —ulu% —u1u§ —QU%UQ +uy  —2uquguz U3 — QU%Ug
B=|-wus wuy—ud —ugud wp—2uuld uz—2uduz —2ujugug | . (11)
—u%u;), —u%u;), us — ug —2uiusus Uy — 2uQu§ Uy — 2u1u§

Normalt statisztikai minta esetén az A vektor nem zérus, a B métrix pedig 3 x 5-0s:

Uy — ’UFZ’
2
A= | —ujus |, (12)
2
—u 2 3 2 3 -9 2 -9 ) 2
1uy — Uy + uy U Uz — U + uy ujU2 + u2 ULU2U3 U3 U U3
B=| us —ud+uluy —u2u§ + udug up — 2ugud  us — 2udug  —2ujugug | .(13)
—u%u:; + u%u;; uz — u§ + u%u;; —2ujusgugy U9 — 2uzu§ Uy — 2u1u§

To6bbvaltozos normaélis eloszlas linedris kombinaciéja is normalis eloszlas, amennyi-
ben a (10) egyenletben B teljes rangi. Ez esetiinkben nem teljesiil, meg lehet mutatni,
hogy mivel u egységvektor, B rangja mindig 2. Ez azt jelenti, hogy e elemei koziil egy
linearisan fiigg a mésik két elem egyikétél. B linedrisan 6sszefiiggd két sora koziil az
egyiket toroljiik, az igy nyert 2 x 6-os (normalt esetben 2 x 5-0s) matrixot jelslje B. Az
A vektor ugyanazon soranak torlésével nyerjiik a A vektort. Igyae= A + Bk, dssze-
fliggéssel szamitott vektor két eleme egymastoél linearisan fiiggetlen, normalis eloszlasi
valdszintiségi valtozd. Az elemek 2 x 2-es variancia-kovariancia méatrixa kézvetleniil
k. fliggetlen elemeinek (7) egyenlettel definidlt, V variancia-kovariancia matrixabol
hatarozhaté meg:

W = BVBT, (14)

Azt kivanjuk statisztikai probaval vizsgalni, hogy az u egységvektor lehet-e a k.
tenzor sajatvektora. A préba hipotézisei:

Hy:ée=0, (15)
H{:é#0.
Normalis eloszlést vektorok esetén a varhaté értékre vonatkozéd, tébbdimenzids

prébat a Hotelling féle T2 teszt egyoldali valtozataval hajtjuk végre. A proba statisz-
tika:



T? = NeTWle, (16)
ami az F' eloszlast koveti. Az Osszevetéshez a py = 2 és po = N — 2 paramétert,

« szignifikancia szinten vett F' eloszlas inverzének irodalom (Timm, 2002) szerinti
atskaldzasara van sziikségiink:

Ty =2(N — 1)/(N = 2)Fi—a2.n—2. (17)

Amennyiben T2 < Ty teljesiil, a Hy hipotézis elutasitdsara nincs okunk, ellen-
kez6 esetben Hyp javara dontiink. Az, hogy a (15) hipotézisek alapjan mely vektorok
keriilnek elfogadasra, nagy mértékben fiigg a mérési eredmények szérisatol. Ezért
a teszt dltal elfogadott u vektorokat pszeudo-sajdtvektoroknak nevezziik el és az
jeloléssel latjuk el megkiilonboztetve ezeket a k. tenzor kozvetleniil szamitott u; sa-
jatvektoraitol. Gyakorlati alkalmazasokban a félgombot megfelels stirtisegt (legalabb
100, hozzéavetslegesen egyenletesesen szétosztott pont a gomb felszinén) halozattal
diszkretizélva meghatarozhato6 a pszeudo-sajatvektorok elhelyezkedése (a bemutatasra
keriil§ példakban 200 pontos diszkterizalast hasznaltunk). A szamitas eredménye a
geofizikdban hasznalatos sztereogramokon koénnyen dbrazolhaté.

2.3. Statisztikai probak a forgasi anizotrépia ellendrzésére

A 2.2, alfejezetben leirt proba eredménye ugyan kénnyen vizualizalhat6, azonban ez
még nem dont a forgasi anizotropia kérdésében. Lattuk korabban (1. (b) és (c) ab-
rak), hogy a forgési anizotropiat megkozelithetjiik akar a sajatértékek (A = Ag # A3),
akar a sajatvektorok felsl (ha az u; és ug sajatvektorok éltal kifeszitett sik minden, O
kézéppontu vektora sajatvektor, akkor a tenzor forgasi anizotrop). Amig a két meg-
kozelitées determinisztikus (méresi hibaval nem terhelt) tenzorok esetén felcserélhetd,
addig sztochasztikus tenzorok esetén a két megkozelités vezethet eltérd eredményre.
Ennek oka, hogy a tenzor elemei a sajatvektorokat és a sajatértékeket eltérs, nem-
linearis fiiggvényekkel hatarozzak meg. Ezért a k. tenzor elemeinek szérasa is eltérd
modon jelentkezik a sajatvektorokban és a sajatértékekben. A (2.2). alfejezetben is-
mertetett konstrukcio lehet6vé teszi, hogy mindkét megkozelités alapjan kiilén-kiilén
statisztikai probédkat hajtsunk végre. Azt is mondhatjuk, hogy - szemben a sajitér-
tékekre koncentrald irodalommal - mindkét vizsgalat sziikséges ahhoz, hogy a forgasi
anizotropia (s6t, az izotropia!l) kérdésében donteni tudjunk.

A sajdtvektorokra alapulé vizsgdlat esetén a szterogramon a (15) proba elvégzése
utan feltiintetjiik a @ pszeudo-sajatvektorokat. Szemlélet alapjan is konnyen ellenériz-
hetjiik, hogy a pontfelhében harom, ketts, vagy egy diszjunkt halmazt lehet elkiiloni-
teni. Harom elkiiléniil halmaz anizotrop, ketts elkiiloniils halmaz forgési anizotrop,
egy (0sszefiiggs) halmaz pedig izotrop tenzorra utal. Ha szamszertsiteni is szeretnénk
eredményeinket, akkor a k. tenzor szamitott sajatiranyaibol (ahogy utaltunk ra, a nu-
merikus eljarasok jellege miatt ebbsl mindig harom van) képezziik a u;; = %(ul +u;)
vektorokat (1 = 1,2, j = 2,3 és i < j). Amennyiben mindharom u;; esetén a (15)
proba H; alternativ hipotézise igazoldodik, akkor a tenzor a sajatvektorok szempont-
jabol anizotrop, ha pontosan egy u;; esetén igazolodik Hy hipotézis, akkor a tenzor
forgasi anizotrop (u; és u; sajatvektorok sikjaban minden vektor sajatvektor), egyéb-
ként izotrop (mivel ekkor mindharom u;; esetén Hy igazolodik). Ezen vizsgalatnal
allitasunk erejét is igazolhatjuk: a Hi-re vezetd u;; vektoroknél a (15) préba erejét is
szamszertsithetjiik (Timm, 2002).

Konstrukcionk hasonloan alkalmas arra, hogy a (15) probaval elfogadott iranyok-
ban a sajdtérték vizsgalatdt hajtsuk végre. Legyen két, kiilonbo6z6 pszeudo-sajatvektor
1 és Uy. Mindkét esethez szamithato a (9) Gsszefiiggésben A-val jelolt skalar:

Ai = ! ko, (18)
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amit pszeudo-sajdtértéknek neveziink. Természetesen A a valodi sajatiranyokban a sa-
jatértékkel egyenls. A pszeudo-sajatérték valoszindségi valtozo, ke elemeinek linearis
fiiggvénye (A = C + DK,), ezért normalis eloszlast. Nem normalt statisztikai minta
esetén C =0és D = [111111, agﬂg, fbgﬁg, 2@21]1, 2’112113, 21]3’[1,1]T. Normalt adathalmazra
C = [ag — @3, —utig, —03us)T ¢s D = [43 — a3, 43 — 43, 200t 20003, 243ty |7, A
variancia-kovariancia matrix jelen esetben egyetlen elemd: W; = DVD”. Célunk
A1 és Ao varhato értékének Osszehasonlitasa, ezt kétmintas t-prébaval tehetjiik meg,
feltéve, hogy a Wi = W teljesiil. Ezen feltétel teljesiilését F-probéval igazoljuk. A

varhaté értékek azonossagat vizsgald proba hipotézisei:

HO : 5\1 - 5\2 (19)
H1 : 5\1 7£ 5\2.

A probastatisztikat a 2N — 2 szabadségfoki ¢ eloszlasfliggvény inverzének o szig-
nifikancia szinten vett értékével vetjiikk Gssze:

A — X
VWi +Ws

to = Th1—a2N—-2; (21)

At < tg esethen Hy hipotézis elvetésére nincs okunk, a két sajatérték kiilonb-
sége statisztikai alapon nem &llapithaté meg. Ellenkez§ esetben a két sajatértéket az
« szignifikanciaszinten kiilonbozének kell tekinteniink. Praktikus az imént ismertett
probat ugy végrehajtani, hogy az egyik pszeudo-sajatvektort k. egyik sajatvektora-
nak irdnyaban vessziik fel (példaul iz = w;). Igy meg tudjuk jeldlni azon pszeudo-
sajatvektorokat, amelyek pszeudo-sajatértéke szignifikinsan nem kiilonbozik valame-
lyik sajatértéktsl. Ennek segitségével a példaknal alkalmazott szinezés egyértelm.

Nincs okunk feltételezni, hogy egy adott statisztikai minta sajatértékeinek és sa-
jatvektorainak vizsgalata ugyanazon eredményre vezet. Amig egy determinisztikus
(mérési hibaval nem rendelkezd) tenzor esetén a linearis algebrabol jol ismert modon
csak harom lehetGség koziil valaszthatunk (lasd 1. abran és az 1. tabldzatban), addig
statisztikai kiértékelés esetén a megkiilonboztethetd esetek szama kilenc (2. tabla-
zat). A megnovekedett esetszam a tenzorelemek szordsabol eredd bizonytalansagot
fejezi ki: példaul lehetséges, hogy a sajatiranyok a sztereogramon jol elkiiléniilnek,
a hozzajuk tartozo6 sajatvektorok nagysaga olyan mértékben bizonytalan, hogy nem
donthetd el, melyik értéke maximalis. Példaul az anizotrépia meglétét csak akkor
jelenthetjiik ki egyértelmten, ha a pszeudo-sajatértékek szignifikinsan eltérnek és a
pszeudo-sajatvektorok harom diszjunkt halmazt alkotnak. Hasonl6an sziikséges, hogy
mind a sajatértékek, mind a sajatvektorok szerint igazoldédjon a forgési anizotropia,
vagy az izotropia. A gyakorlat szempontjabol érdemes a 2. tablézat hasonld jelentésii
celldit Ssszefoglald névvel illetni: a bevezetésben mar emlitett, kismértékben anizot-
rop (KA) tenzorokat a 2. tablazat 3A és 3B cellai tartalmazzak. Ezekhez hasonlit az
az eset, a hdrom sajatérték kiilonboz6 ugyan, de a pszeudo-sajatiranyok nem kiiloniil-
nek el eléggé, egy, vagy két diszjunkt halmazt alkotnak (1C és 2C celldk). Irdsunkban
ezen eseteket is kismértékben anizotrépnak tekintjiikk. Az elnevezéssel arra utalunk,
hogy az anizotrépia pontosan egyik feltételének teljesiilését tuduk igazolni. Hason-
l6an jarunk el a forgési anizotropia esetében is: a pontosan két megkiilénboztethetd
sajatértékkel és egy halmazt alkotd pszeudo-sajatvektorokkal rendelkezd, tovabba a
két halmazt ad6 pszeudo-sajatvektorokkal, de megkiilonboztethetetlen sajatértékekkel
jellemezhets tenzorokat kismértékben forgdsi anizotrépnak (KFA) nevezziik, ezek a 2.
tablazat 1B és 2A cellaiban talalhatdak.



Jel | Sajatértékek | Sajatiranyok diszjunkt halmazai
1 2 3
A | A\ =X = A3 | Izotrop - -
B A= Ay # A3 - Forgéasi -
A F# Ay = A3 - anizotrop -

C | M FXFNs - - Anizotrép

1. tablazat. Determinisztikus tenzorok lehetséges osztalyozasa

Jel | Sajatértékek | Sajatiranyok diszjunkt halmazai
1 2 3
A )\1 = )\2 = )\3 IZOtI‘Op KFA KA
)\1 = AQ 7é /\3 FOI‘géSi
B AL F A A3 KFA anizotrop KA
C | M # X # A3 KA KA Anizotrop

2. tablazat. Sztochasztikus tenzorok lehetséges osztalyozasa. A téblazatban szerepld rovi-
ditések: KA - kismértékben anizotrop, KFA - kismértékben forgasi anizotrop. A sajatér-
tékeknél alkalmazott = jellel arra utalunk, hogy a tenzor sajatértékei statisztikai probaval
nem megkiilonboztethetdek.

2.4.

A 2. tablazatban bemutatott, a determinisztikus tenzorokhoz szokott kutato szamara
talan furcsanak ting esetek nem elhanyagolhatdé mennyiségben jelennek meg a pale-
omagneses mérések kozott. MielStt terepi mérések kiértékelését mutatnank be, szi-
mulalt adatsorokon vizsgaljuk az eljaras miikodését. Tegyiik fel, hogy egy hipotetikus
foldrajzi hely k; mérési eredményi az egzakt ko tenzort kozelitik. Az egyszertség ked-
véért feltessziik, hogy nincs sziikség normalasra és az O kozponti koordindta-rendszer
tengelyei egybeesnek ko sajatiranyaival (azaz ko12 = ko3 = ko2s = 0). A terepi
mérések jellemen N = 20...40 mérési eredményt szolgaltatnak, ennek megfelelGen
a szimulaciokat N = 30 méretd mintan hajtottuk végre. Az egyes szimulalt mérési
eredményeket az egzakt tenzorbdl allitottuk eld:

A zajérzékenység vizsgalata

ki=ko+A-r;, 1 =1..N, (22)
ahol r; elemei standard normalis eloszldsbol huzott szamok, A a szimulicidéban fel-
vett szoras. A szimulaciok soran kg rendre izotrop (A = A2 = A3), forgasi anizotrop
(A = A2 # A3) és anizotrop (A1 # A2 # A3) tenzor volt, a (3) Osszefiiggés nyoman
a A szorast a sajatértékek kiillonbségének minimuma kornyékén vettiik fel. A szimu-
lacio eredményeit a 3. tablazatban foglaltuk Ossze. Varakozasinknak megfelelGen,
a sajatertékek kiilonbségénél kisebb szoras esetén (A = 0.001 oszlop) moédszeriink
egyértelmiien beazonositja ko tipusat (azaz a hibas besorolas valoszintisége A csok-
kenésével tart a nulldhoz). Ezzel szemben til nagy szords (A = 0.1 oszlop) esetén
barmely adathalmaz tipikusan izotropnak bizonyul. A mésodik és harmadik sorban
felvett ko sajatértékek kiilonbségeinek minimumaval megegyezs szoras (A = 0.01)
esetén a szimulacio kimenetele jellemzen visszadja kg tipusét, azonban idénként KA
és KFA besorolast kapunk eredményiil. Ez A névelésével egyre gyakrabban fordul el
jelezvén, hogy a A = 0.1 oszlopban nagy valoszintiséggel 1A kimenetelre szamitha-
tunk. Szimulacioink alatamasztjék a (3) Osszefiiggés kapceséan leirtakat: modszeriink
olyan tartoméanyban is képes (legalabb részlegesen) reprodukalni kg tipusat, ahol az
irodalomban taldlhaté megoldasok mar izotrépiat jeleznek.
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ko | ko sajatértékei A =0.001 | A=0010]A=0.100
TA [ M =dy= ;=100 1A A A
M= Ny = 1.01 2B
2B\ = 1.00 2B (1C,1B) LA
N = 101 5C
3C | Ay = 1.00 3C (1B, 1C, 1A
As = 0.99 9B, 2C)

3. tablazat. N = 30 szimulalt mérési eredménybdl képzett statisztikai mintak kiértékelése.
A szimuléaciok feltiintetett kimenetelei a 2. tablazat cellaira utalnak. A szimuléci6 szto-
chasztikus jellege miatt elvben barmely kimenetel lehetséges. A tobbszori futtatas esetén
leggyakoribb kimeneteleket tiintettiik fel, a zardjelben szerepld kimenetelek ritkabban, de
érzékelhetd mennyiségben (koriilbeiil 1 — 5%-o0s gyakorisaggal) jelentkeznek.

Végezetiil, a szimul4ciés adatok lehet6vé teszik, hogy a 2. téblazat osztalyainak
egy-egy jellemzd elemét sztereogrammon abrazoljuk. A 2. 4bran kiilénb6z§ sajatérté-
kek és A szoras mellett (o = 0.05 szignifikanciaszinten) mutatjuk be a sztochasztikus
tenzorokra jellemz§ sztereogrammokat. Az itt és a késgbbi abrak sztereogramjain a
maximalis irdny (A1) sajatvektorat piros, a kozépss (A2) sajatvektorat kék, mig a
minimélis irdny (A3) sajatvektorat sarga szin jeloli. Amennyiben a maximalis és az
intermedier irdny sajatértékei nem elkiilonithetéek, akkor a pszeudo-sajatvektorok lila
szintiek, az intermedier és a minimalis irdny sajatértékeinek megkiilénboztethetetlen-
ségét z6ld szin jeloli.

2.5.

Ezen alfejezetben a gyakorlati alkalmazhatdsag alatamasztésara modszeriinket valos,
terepi eredmények kiértékelésére hasznaljuk fel. A bemutatasra keriil6 Gsszes példa
sztereogramjat a tektonikai korrekcié utéan abrazoljuk. Az dsszehasonlithatosag miatt
minden példanal megadjuk a Jelinek-féle eljaras eredményeit is. Jelinek a sajatérté-
keket k1, ko, k3 szimbdélumokkal jeldli, ezek teljesen mértékben megfelelnek jelen irds
)\1, )\2 és )\3 értékeinek.

Terepi példak

Els¢ként Obarok adatsordt (N = 14) vizsgéljuk (3.(a) abra). Ez a statisztikai
minta szigordan véve nem lenne vizsgalhatoé Jelinek moédszerével mert a Ay = k1 és
A2 = ko sajatvektorokhoz tartozé sajatirdnyok konfidencia ellipsziseinek nagyobbik
nyilasszége béven meghaladja a 25 fokot. A 2.2. alfejezetben részletezett eljarast
hasznalva a szeterogramra vetitjilkk az a = 0.05 szignifikancia szint mellett elfogadott
pszeudo-sajatvektorokat. Abrank megmutatja, hogy az adatsorban meglévs szoras
mellett mely irdnyokrél lehet valészindsiteni, hogy azok az adatsor eredd tenzoranak
sajatiranyai. Az dbran a pszeudo-sajatvektorok altal megjeldlt tartoméanyok lényegé-
ben megfelelnek a Jelinek-féle médszer konfidencia tartoményainak, azonban azokkal
szemben egzaktaknak tekinthet&ek. A vektorok eloszlésa alapjan a mérési eredmények
ereddje forgasi anizotrop: a peszeudosajatvektorok két, diszjunkt halmazt alkotnak:
a minimélis (sargéval jelolt) ug irdnyban a halmaz kiterjedése kicsiny, a mésik hal-
maz azonban jelentds kiterjedésd. A forgési anizotropiat igazolja, hogy az up és uo
(az eredd tenzorbol kozvetleniil szamitott) sajatvektorok éltal kifeszitett sikon korbe
minden egységvektor a (15) proba Hy hipotézisét adja eredményiil. Ezen sikon a
pszeudo-sajatértékekre készitett (19) proba szignifikins kiilonbséget jelez, ezt az ab-
ran a piros (—maximalis szuszceptibilitas iranya) és kék (—intermedier irany) szinekkel
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2. abra. Szimuléaciés példak a 2. tablazat osztélyaihoz. A szimulaciok bemend paraméterei
az egyes esetekhez (A1, A2, A3, A) alakban (v.6. a 3. tablaztattal):
1A:(1.01,1.00,0.99,0.050), 2A:(1.01,1.01,1.00,0.005), 3A:(1.01,1.00,0.99,0.009),
1B:(1.01,1.01,1.00,0.010), 2B:(1.01,1.01,1.00,0.001), 3B:(1.01,1.00,0.99,0.007),
1C:(1.01,1.00,0.99,0.016), 2C:(1.01,1.00,0.99,0.013), 3C:(1.01,1.00,0.99,0.005)

Paleogeographic
coordinate
system

Equal-area
projection

270 90

K1 5
180
(a) Jelinek statisztika (b) Pszeudo-sajatvektorok és a szignifi-
Anisosoft 4.2 kansan kiilonboz6 sajatértékek

3. abra. Obaroki mintacsoport

kiilonitjiik el. Osszefoglalva, a 2. tablazat szerint az 6baroki minta a 2C osztalynak
felel meg (kismértékben anizotrép). Felmeriil a kérdés, hogy akkor az adathalmaz
rendelkezik-e iranyultsaggal? A minimalis sajatvektor irdnya teljesen egyértelmi. A
sajatértékek szignifikans kiillénbsége miatt védhetd, ha a sztereogramon az eredd ten-
zorhoz szémitott maximalis és kozépss sajatvektorokat is feltiintetjiilk. Azonban az
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eredmények értékelésénél érdemes figyelembe venniink, hogy ezen megoldas "gyen-

gébb" egy valédban anizotrop tenzorhoz képest. Ez éppen a 2. fejezetben emlitett,
gyenge iranyultsdgot okoz6é mechanizmusra utal.

Tectonic system

Paleogeographic
coordinate
system

Equal-area

projection
- N=11

K1
K2 A
K3 180
(a) Jelinek statisztika (b) Pszeudo-sajatvektorok és a szignifi-
Anisosoft 4.2 kénsan kilonbo6z6 sajatértékek

4. dbra. Solyméri mintacsoport

Az 6baroki adatsorhoz hasonlénak tiinik a solyméari adathalmaz (N = 11, 4. abra),
itt Jelinek modszerével szamitott konfidenciaellipszisek részben atfedik egymést. Az
adatsor eredd tenzora mind a sajatvektorai, mind a sajatértékei alapjan forgasi ani-
zotrop, a maximalis és a kozépss irdany a mintdbol nem kiilonithetd el, (2B osztaly a
2. tablazatban). Ilyen esetben az eredd tenzor maximalis és kozépss sajatiranyainak
feltiintetése a sztereogramon kimondottan félrevezets: az adott mintahoz nem létezik
plauzibilis érv arra, hogy miért pont a bejelolt irdnyokat tekintsiik maximélis és in-
termedier irdnynak.

Tectonic system

Paleogeographic
coordinate
system

Equal-area
projection
N=9

270

K1
K2 A
K3 © 180
(a) Jelinek statisztika (b) Pszeudo-sajatvektorok és a szignifi-
Anisosoft 4.2 kansan kiilonboz6 sajatértékek

2

5. abra. Feny6f6i mintacsoport
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Utolso példank Feny6fs (N = 9, 5. abra). Az eredd tenzor a Jelinek-féle elja-
rassal anizotropnak ttinik, a konfidencia ellipszisek kiterjedése kicsiny, nincs okunk
a modszer alkalmazhatosagaban kételkedeni. Azonban, kiszamitva az eredd tenzor
sajatértékekeit azt talaljuk, hogy A1 = k1 és Ao = ko értéke meglehetésen kozel esik
egyméshoz. Ez felveti, hogy vajon a (3). egyenletben a sajatértékek kiilonbsége,
vagy a A szords a kisebb. Uj modszeriink a sajatvektorok tekintetében megerdsiti
az anizotrépiat, a pszeudo-sajatvektorok harom, diszjunkt halmazt eredményeznek,
rdadasul mindegyik halmaz csak a sztereogram kis részét fedi. Azonban a sajatvekto-
rokkal kapcsolatban az deriilt ki, hogy A1 = k1 és Ao = k2 nem kiilénboztethetd meg,
ami az emlitett kis eltérés miatt nem is tiinik meglepének. Az eredményt tgy in-
terpretalhatjuk, hogy a maximélis és a kozéps6 sajatirany elhelyezkedését nem tudjuk
eldénteni, &mbar lehetséges iranyuk kis szégtartomanyban helyezkedik el. A statisz-
tikai minta alapjan mindkét, lilaval jelolt halmaz tartalmazhatja a maximélis iranyt.
Ezen adatsor eredd tenzora a 2. téblazat szerinti 3B esetet képviseli (kismértékben
anizotrop). Utolso példank ramutat arra, hogy pusztan a Jelinek modszer konfidencia
ellipszisei alapjan, "ranézésre" vélelmezett anizotrépia téves is lehet, mert ez még nem
garantalja a sajatértékek szignifikans elkiiloniilését.

A bemutatott példakat kiilonb6z6 szignifikancia szinten is elemeztiik. Vizsgala-
taink szerint a szignifikancia-szint valtoztatasa a 0.01 < o < 0.20 tartomanyon a
pszeudo-sajatvektorok halmazat csak kis mértékben modositja, a szignifikdnsan kii-
16nb6z6 sajatértékek szamara pedig nincs hatassal. Ez kiilénosen alkalmasséd teszi
modszeriinket a kismértékben anizotrép tenzorok vizsgalatéra.

3. Eltérs eredetii mérési eredmények kiilonvalasz-
tasa klaszter analizissel

A gyakorlatban a forgési anizotropiat mutaté (vagy ahhoz kozel 4ll6) meérési ered-
mények felvetik azt a kérdést, hogy vajon nem két, vagy esetleg tobb fazis adatai
keriiltek-e kiértékelésre. Mint lattuk, NV darab mérési eredménybdél a ke eredd tenzor
kotottségek nélkiil szamithaté. Az N darab mérési eredmény egy statisztikai mintaba
sorolasa 6nkényesnek is mondhato. A dontés mogott az a feltételezés hizodik meg,
hogy az adott mintacsoport valamekkora zaj mellett ugyanazon kézetfizikai mennyi-
séget approximalja. Ezen feltevés gyakran vitathaté. Ebben a fejezetben a mintan
beliili csoportok elkiilon{tésére egy, a klaszter analizisbél ismert médszert mutatunk
be. A klaszter analizis kiterjedt irodalmaban szinte megszamlalhatatlan algoritmust
publikaltak. Mi kizarélag felhasznalni szeretnénk egy, a problémanknak megfelels
modszert. Munkank sordn tébb eljarassal is kisérleteztiink (pl: K-mean, Hierarhi-
kus Klaszterek, Gaussian Mixture Modellek,...sth.), a dbscan algoritmus (Ester et al.,
1996) kiemelkedGen jo eredményeket szolgaltatott. Az eljaras az N elemi minta si-
riibb tartomanyait célozza kiillonvalasztani. Mas, klaszter analizishez hasznalt eljaré-
sokkal szemben nem sziikséges elére definidlni a szétvalasztando6 klaszterek szamat. A
(2) egyenlet alapjan 6 darab fliggetlen elem hatarozza meg a szuszceptibilitasi ten-
zort, igy egy mérési eredmény egyértelmien megfeleltehets egy D = 6 dimenzids tér
egy pontjanak. Az eljarashoz elengedhetetlen a pontok kézotti tavolsag definidléasa,
mi munkankban a legelterjedtebb, euklideszi tavolsagot vessziik alapul (azaz a vizs-
galat tere R%). A normélds a ponthalmazt dsszehtizza, ezért a klaszter analizist a
normalatlan adathalmazon érdemes végrehajtani.

A klaszer analizisben hasznalt eljarasok jellemz&en nagy, tébb ezer, vagy akar
tobb millié6 adatpontot tartalmazé mintak elemzésére hasznalatosak. KEzért is fon-
tos kiemelni, hogy a klaszter analizissel kapott eredményt csak egy otletnek, és nem
végeredménynek tekintjiikk. Amennyiben az itt bemutatasra keriils, vagy méas elja-
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rassal tobb klasztert azonositunk a mérési eremények halmazan, akkor azt érdemes
statisztikai eljarassal is megvizsgalni. Ilyen eljarast fog bemutatni a 4. fejezet. Az ott
bemutatasra keriils modszerekkel a gyakorlott kutaté sajat, klaszterekre vonatkozd
hipotéziseit is ellenérizheti.

3.1. Példa

Az N = 24 elemii orondpusztai adatokat harom féldtani réteghdl mintaztik. A teljes
minta egyiitt a 6. &bra szerinti sztereogramot eredményezi, a k. eredd tenzor forgasi
anizotrép, sem a sajatvektorok, sem a sajatértékek nem engednek anizotrépiara ko-
vetkeztetni. Osztalyozasunk szerint (2. tablazat) ezen adatsor eredd tenzora (k) a
2B osztélyba tartozik.

Tectanic system

Paleogeographi '

coordinate [ | -
system

Equal-area
projection
N=24

270

K1
K2 A
K3 © 180
(a) Jelinek statisztika (b) Pszeudo-sajatvektorok és a szignifi-
Anisosoft 4.2 kansan kiilonbdz6 sajatértékek

6. abra. Orondpusztai mintacsoport

A normaélatlan statisztikai minta klaszter analizise harom csoportot kiilonit el, ezek
egy mérés kivitelével (ami a kettes klaszter helyett az egyes kalszterbe kertil) megfe-
lelnek a harom foldtani rétegnek, ahonnan a mintak szdrmaznak. A 7. dbra mutatja a
harom csoport (kiilén-kiilon szamitott) eredd tenzorénak peszeudo-sajatirdnyait (rész-
letek a 2. fejezetben) és a szignifikinsan megkiilonboztethetd sajatertékeket.

4. Eredé tenzorok osszehasonlitasi lehet&ségei

A 3. fejezet eljardsa egyes mérési eredmények tavolsagan alapul, nem veszi figye-
lembe a mérési eredmények kozotti szorossagot. Ezért a szétvalasztas eredményét
csak akkor fogadjuk el, ha statisztikai probaval is sikeriil igazolni, hogy a megtalalt
klaszterek statisztikai alapon is kiilonb6z6ek. Azonban az eljaras nem csak a klasz-
terek Gsszehasonlitaséra hasznalhat6. A paleomégneses vizsgalatok soran gyakran az
eredmeényiil kapott szuszceptibilitasi tenzort, vagy annak egyes jellemzéit (elsGsorban
a sajatvektorok irdnyait), més, nem magneses vizsgalatokbol kapott eredményekkel is
Osszevetik. Jo példa erre a magneses linedcio és a csapéasirany, vagy az AMS tenzor
és a mikrotektonikai fesziiltségtenzor Gsszehasonlitasa.
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Paleogeographic
coordinate
system

Equal-area
projection
N=5

270

K1l
K2 A
K3 ©

180

(a) 1. klaszter: Jelinek statisztika

Paleogeographic - Equal-area
coordinate projection

system N=13

270

K1 H
K2 A
K3 ® 180
(c) 2. klaszter: Jelinek statisztika (d) 2. klaszter
Tectonic syste m
N
Paleogeographic Equal-area
coordinate projection
system N=5

K1 W \\\“!‘ VJ
(e) 3. klaszter: Jelinek statisztika (f) 3. klaszter

7. dbra. Az orondpusztai mintacsoport harom klasztere megfelel a magmintik forrasiul
szolgalo harom foldtani rétegnek

4.1. Tenzorok 6sszehasonlitasa kozvetleniil az elemeik alap-
Jjan
Tegyiik fel, hogy a 2. fejezet szerinti k. tenzort és V kovariancia matrixat ismerjiik.

Adott egy 3 x 3-as, szimmetrikus, valés elemd o tenzor, egyenl6re ennek szordasatol
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tekintsiink el. Célunk olyan statisztikai probék felallitassa, amelyekkel a két tenzor
azonossigat igazolni tudjuk. Mindenek el6tt tisztaznunk kell, hogy pontosan mit
értiink azonossiag alatt. Méar utaltunk ra, hogy a geofizikdban a tenzorok sajétira-
nyainak van kitiintett szerepe, ezen til a sajatértékbdl képzett ardnyok lehetnek még
fontosak (pl: lineacios fok). A 2. fejezetben rdmutattunk arra, hogy a sajatvektorok
statisztikai elemzése nem trividlis feladat. Tenzorok sszehasonlitdsakor dénthetiink
agy, hogy a két tenzor dbrézolasara szolgdlé matrixok azonossigat vizsgaljuk. Meg-
mutatjuk, hogy a tenzorok elemenkénti 6sszehasonlitdsa még akkor is jarhato ut, ha a
sajatvektorok azonos 4llasat szeretnénk igazolni. A matrixok Osszehasonlitdsanak ne-
hézsége abban rejlik, hogy a k. és a o tenzor skalarinvariansai (Itskov, 2007; Roman,
2005) akar jelentGsen is eltérhetnek. (A tenzorok normalasa kapcsan mar érintettiik
ezt a problémat.) Olyan lineéris transzforméciot keresiink, ami a a tenzor sajétvekto-
rainak irdnyat nem valtoztatja meg, azonban a matrix elemekben a lehet& legkisebb
eltérést eredményezi. A vilasztott transzformaciot a o tenzoron mutatjuk be:

o= t10' + tQI, (23)

ahol I az egységtenzor, t1 és ts tetszbleges valds szamok, t1 # 0. Legyen a o tenzor egy
v; sajavektorahoz tartozo sajatérték p; (Osszhangban a (8). Osszefiiggéssel: ov; =
wiv;). Vizsgéljuk & és v; szorzatat:

&Vi = (t10' + tQI)VZ' = tl,uivi + tov; = (tl,uZ- + tQ)V/L'. (24)

Tehat a transzformalt tenzor megérzi az eredeti o tenzor sajatvektorait, i. sajat-
érteke pedig a typ; + to értéket veszi fel. (Megjegyezziik, hogy a (23) transzformécio
a szimmetrikus o tenzorhoz a szimmetrikus -t rendeli hozza.) Kérdés, hogy hogyan
vegyiik fel a t; és to szorzokat. KEgyik lehetéség, hogy k. és & tenzor pontosan két
skalarinvariansat egyenlévé tessziik. Statisztikai szempontbdl azonban ez nem feltét-
leniil optimalis. A k. és a & tenzorok elemei k6zott legkisebb eltérését akkor kapjuk,
ha t1 és to szamokat legkisebb négyzetek modszere szerint vessziik fel (Timm, 2002).

A két, 6sszehasonlitand6 tenzor egyezését vizsgalhatnank elemenként, mind a hat
(normalt esetben 5) paraméterre t-probat illesztve. Azonban ismeretes, hogy ez a
megkozelités szorosabb Osszefiiggést mutat, hiszen nem veszi figyelembe, hogy a 6
(normalt esetben 5) paraméter egymastol nem fliggetlen valoszintiségi valtozo. Ezért
a t-préba 2. fejezetben mar bemutatott, tobb dimenziés valtozatat, a Hotelling féle T2
eljarast hasznaljuk. Nem normélt vizsgalatnal kg és 6 elemeibdl képezziik a kovetkezd
vektorokat:

k = [k1, ka2, k33, k12, kaz, ki3], (25)
& = (611,092, 533, 512, 623, 013] (26)
normalt esetben pedig
k = [kao, ka3, k12, ko3, ks, (27)
& = (692, 033, 612, G523, 513] - (28)

A statisztikai probdhoz a Hy nullhipotézis és a H; alternativ hipotézis:

Qu
Il
]

H():
Hli&

(29)

“
ol

17



A Hotelling-féle T2 probastatisztikat és az « szignifikancia szinten a T} kiiszobértéket
a kovetkezd Osszefiiggések szolgaltatjak:

T? = Nk —&)'V(k—&), (30)
p(N —1)
To="N—) Fi-epn-p (31)

ahol Fi_qp N—p apés (N —p) paraméterd F eloszlas, p = 6 normalas nélkiili és p = 5
normalt statisztikai mintara. Amennyiben T? < Ty, a Hg hipotézis elutasitasara
nincs okunk, a két tenzor statisztikai értelemben azonos, az azonossig szorossagat
mérhetjiik a

Ty —T?

C T

(32)
héanyadossal. (Ezt természetesen a cikkiinkben szerepld Gsszes proba esetén megte-
hetjiik.)

Tegyiik fel, hogy o elemei k. tenzorhoz hasonldéan normalis eloszlast valoszintségi
valtozok. Legyen o egy M méréshdl 4llo adathalmaz varhato értéke, a tenzorelemek
kapcsolatat jellemzé variancia-kovariancia matrixot jelolje ®! A (23). transzformécio
lineéris, ezért & elemei is normalis eloszlast kdvetnek, kovariancia méatrixuk 6= 20.
Tegyiik fel, hogy © 2V teljesiil. A kétmintas T2 proba végrehajtasahoz a kovetkezs
Osszefiiggések adédnak:

~

(N-1)V+ (M -1)6

W= N+M-2 ’ (33)
NM -~ _ 1,5 -
p(N+M -2
0= N(—i— i —p—)l 1—a,p,N+M—p—1- (35)

Az imént ismertetett probakat kdzvetleniil a tenzorok elemein hajtjuk végre, ezért
a Hy hipotézis teljesiilése a kozel esd sajatiranyok mellett a tenzorok skalarinvarian-
sainak kozelségét is valoszindsiti. Ennek nyomén egyes, a tenzornak megfeleltethetd
ellipszoid jellemzdk is kozeliek lesznek, mégha a f6tengelyaranyok a (23) transzformé-
cio kovetkeztében eltérdek is. Jo példa erre a szerkezetfoldtani irodalomban (Angelier,
1990) hasznalatos, az ellipszoid lapultsagat mérs kovetkezs skalar:

A= A3
A A3
amely (23) transzformaci6 alatt invarians. A (29). proba Hy hipotézise a sajatiranyok
kozelségén tul azt is valdszintsiti, hogy a ® skalar k. és o tenzorokra nem mutat
szignifikdns eltérést.

® (36)

4.2. Tenzorok 6sszehasonlitasa sajatvektoraik alapjan

A geofizikai gyakorlat szamaéara talan természetesebb lenne, ha kdzvetleniil a sajatira-
nyok alapjin lehetne elvégezni a statisztikai dsszehasonlitast. Esetenként ez nem csak
tenzorok Osszehasonlitédsakor jelentkezik, hanem példaul k. egyik, vagy maésik sajat-
vektorat szeretnénk egy méas forrasbol ismert v vektorral Gsszevetni (példéul a fold-
rajzi helyen mért csapasirany és a szuszceptibilitasi tenzor maximalis, lineaciés irdnya
kozotti egyezést szeretnénk kimutatni). Ennek nehézsége, ahogy azt mér korabban
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emlitettiik abban all, hogy a tenzorelemek mérési hibaja ranézésre nem megjosolhatd
modon befolyédsolja a sajatvektorok pontossagit.

Akar a v vektor, akar a o tenzor sajatiranyaival dolgozunk, kézenfekvé a 2. fejezet
modszerét felhasznéalni. Az ismert v vektorrél a 2. fejezet (15) probajaval tudjuk el-
dénteni, hogy lehet-e a k. valamely sajatvektora. Ertelemszertien ez a vizsgalat akkor
jelent értékelhetd eredményt, ha a k. sajatvektoranak bizonytalansaga kicsi. Azaz a
proba elvégzésén tul sziikségesnek latszik a 2. fejezetben részletesen ismertett modon
a sztereogramon feltiintetni az Osszes pszeudo-sajatvektort. Amennyiben v kérnye-
zetében csak kis szogeltérésekkel helyezkednek el pszeudo-sajatvektorok, akkor joggal
mondhatjuk, hogy v a megfelel§ sajatvektorral statisztikai értelemben megegyezik.

Tenzorok 6sszehasonlitasakor donthetiink gy, hogy o sajatvektorait egyesével ele-
mezziik. Ha egyik sajatvektor esetén sem tudjuk a (15) Hy hipotézisét elvetni, akkor
az « szignifikancia szint mellett a két tenzor kiilonbsége nem allapithaté meg (legalabb
is a sajatvektor iranyaik alapjan). Azonban ebben az esetben nem vettiik figyelembe
a (9) egyenletben definialt vektor elemei kozotti kovarianciat. Ez a megkozelités azt a
kritikat veti fel, hogy lényegében itt harom, egymastol fiiggetlen vektorként tekintiink
o sajatvektoraira. Egzaktabb eljarashoz el kell allitani a o tenzor minden egyes v;
sajatvektorahoz (i = 1,2,3) az A,; vektort és a 3 x 6-os (normaélt esetben 3 x 5) B
matrixot (lasd: (11,12,13) egyenletek). Legyen A = [ATATAT]T

B,
B= |B|. (37)
B3

Meg lehet mutatni, hogy v; tulajdonsagaibol (ortogonélis egységvektorok) kévet-
kezik, hogy B rangja 3. A linearisan fiiggd sorokat torolve nyerjiik az A vektort és
a B matrixot. A T2 probaval vizsgaland6 vektor pedig € = A + Bk,. Az é vektor
zérus voltat a (15) probaval analog modon, p = 3 paraméteres vizsgalattal igazoljuk
vagy vetjiik el.

4.3. Példak

Egy vektor és a k. tenzor egy sajatiranydnak Osszehasonlitiasat a csapasirany és a
maximaélis szuszceptibilitas (linedcio) Osszevetésén mutatjuk be. Az N = 15 elemi
minta Lengyelorszaghol, Chmiel helyiség mell§l szarmazik. A minta a 2. fejezet sze-
rinti elemzéssel anizotrop (3C) osztaly (8. abra). A helyszini mérési adatok szerint a
vetGsik (220°/80°)-as, ebbdl a csapasirany (310° — 130°)-nak adodik. A csapdasirany
vektora nagyon jo egyezést mutat az eredd tenzor lineaciojaval, a (32) egyenlet szerinti
ardnyszam C' = 0.95!

Ugyanezen minta esetén meriilt fel az a kérdés, hogy statisztikai alapon elkiilonithets-

e az els6 N1 = 5 mérés az utolsé No = 10 méréstdl, hiszen ezek ugyanazon mérési hely
mélyebb rétegeibdl szarmaznak. A 3. fejezet szerinti eljaras szerint nem kiilonithetd
el két klaszter. Ennek ellenére vizsgaljuk meg a két részhalmaz eredd tenzorait! A 4.1.
alfejezet szerinti 6sszehasonlitds C' = 0.39-et eredményez, ami a két részhalmaz azo-
nossagat mutatja. A sajatirdnyok sszehasonlitésa eltérs eredményre vezet: amig az 5
elemes részhalmaz pszeudo-sajatvektorai tartalmazzak a 10 elemes részhalmaz eredd
tenzoranak sajatvektorait, addig a forditott vizsgalatnal ez nem igazolhat6. Mivel a
4.2 alfejezet vizsgélatainil v és o szérdsat nem vettiik figyelembe, a probak eltérd
viselkedése nem megleps. A két részhalmaz 2. fejezet szerinti abrazoldsa minden
kétséget eloszlat: amig az 5 elemes részhalmaz kevés, és nagy szorasd adata miatt
forgasi anizotrépiat mutat, addig a 10 elemes részhalmaz anizotrop. Osszességében a
statisztikai elemzés alapjan nem lehet kijelenteni, hogy a két részhalmaz elkiilonithetd
(ennek elsédleges oka az Gtelemes részhalmaz kicsiny elemszama).
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Present system

8. abra. A Chmiel (Lengyelorszag) helyiségnél vett mintacsoport. A helyszinen mért csa-
pasirany (310° — 130°) jol egyezik az anizotropia tenzor maximaélis fGiranyaval.

Befejezésként a 3. fejezetben bemutatott, orondpusztai mérést elemezziik (6. és
7. 4abrék). A klaszterek szama ¢ = 3. Az i. klaszter esetén megvizsgaljuk, hogy
lehet-e azonos a j. klaszterrel (i,j = 1,2,...c, i # j). Ehhez a (33) osszefiiggések-
kel adott probat hajtjuk végre. (Mivel mindegyik klaszter adatait norméljuk, a (23)
transzformacio alkalmazéséra nincs is sziikség.) Minden esetben a proba Hp hipoté-
zisét kell elfogadnunk, azaz moédszeriink valészintsiti a harom klaszter 1étét, a mérési
eredmények kiilonvilasztasat eljarasunk aldtamasztja. A sajatvektorok 4.2. alfejezet
szerinti vizsgéalata ugyanezen eredményre vezet, amit a 7. dbra jobb oldalan szerepld
szetereogrammok vizudlis 0sszehasonlitdsaval is konnyd belatni.

5. Osszefoglalas

Cikkiinkben kozel izotrop, stohasztikus tenzorok sajatértékeinek és sajatvektorainak
elemzésére szolgilod statisztikal modszereket ismertettiink. Ramutattunk arra, hogy
amennyiben a tenzor abrazolasara hasznalt matrix elemei valészintiségi valtozok, ak-
kor a sajatiranyok elkiiloniilé halmazainak szdma és a sajatértékek multiplicitasa ko-
zottl kdlesonds Osszefiiggés nem all fennt. Ez drasztikusan eltér a determinisztikus
tenzorok esetén megszokott képtél. A sztochasztikus tenzorokra bevzetett 0j osz-
talyozas igéretes alkalmazasi teriilete a harmadid@szaki {iledékeken mért méagneses
szuszceptibilitasi mintak eddigieknél finomabb és részletesebb elemzése.
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K6széném Martonné Szalay Emoének (MFGI Paleomégneses Laboratorium) hogy fel-
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A. Appendix

A.1. 3x3szimmetrikus tenzor kéteszeres multiplicitasi sa-
jatértekkel

Tekintsiink a forgési anizotrop k tenzort, ennek kétszeres multiplicitasd sajatértékét
jelolje Ad12 = A1 = A\g (a hozz4 tartozo sajatvektorok: uy és ug), az egyszeres multipli-
citasu sajatérték legyen \3. Tegyiik fel, hogy k a (23) transzformacié eredmeényeként
allt elg. t; =1 és to = A9 helyettesitéssel:
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k =k + A\l (38)

Ekkor k tenzor sajatértékei: Mz = A = Ay = 0 (kétszeres multiplicitasa) és

A3 = A3 — A2 # 0. A (8) definici6 és a (23) transzformécio tulajdonsagai alapjan
teljesiil, hogy

Rul = RUQ = 0, (39)

azaz a k tenzor sorvektorai az u; és uo vektorok altal kifeszitett sikra merélegesek
(ami egyben azt jelenti, hogy ug skalarszorosai). Igy

k,
k= plfl ) (40)
gk
ahol a k; vektor a tenzor els6 sora, p és q tetszbleges, nem zérus valos szam. Azonban

a feltevéseink nyomén k szimmetrikus, igy (40) alapjan elemeire a kovetkezs Sssze-
fliggéseknek kell fenndllni:

. %11 Pl%n ql;;n
k= |pki1 p’ki pgkii |, (41)
gki1 pgkin  ¢*kn
ahol k11 k tenzor bal fels§ eleme. Igy az eredeti, forgasi anizotrop k tenzor elemei
kozott a teljesiilnie kell, hogy

ki1 k12 ki3 k11 + A12 Ap];‘n q/%n
k= |kia ko kog| = pk1n k11 + A2 gk . (42)
k13 kaz k33 qk11 paki1 q?k11 + A2

Ismeretlenjeink: 12:11, A2, pésq. A k tenzor ki1, k12, k13 és ko3 elemei az isme-
retleneket egyértelmtien meghatarozzak (p = kos/k13, ¢ = kos/k12, k11 = ki2/p és
A2 = k11 — ki11). Ezek segitségével a kovetkezs, nemlinedris osszefiiggések adodnak:

X Koz \ 2 k
kog = p?ki1 + Ao = k11 + <k23> k11 — kal& (43)
13 23
- ks \ 2 k12
k3s = ¢*k11 + A2 = k11 + (k) ki1 — kfk‘ls- (44)
12 23
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