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Megadjuk a nemrelativisztikus, mds néven Galilei-relativisztikus disszipativ folyadékok alap-
mennyiségeit, mérlegeit, termodinamikai 0sszefiiggéseit és kiszamoljuk az entropiaprodukciot a
vonatkoztatdsi rendszertdl fiiggetleniil.

A szokdsos alapmennyiségek, tomeg, impulzus, energia, hédram, nyomds és diffiiziés dram-
siriiség, a harmadrendii energia-lendiilet-tomegsiiriiség tenzor tér- és idoszerii komponenseiként
adodnak. Levezetjiik az alapmennyiségek és mérlegek transzformdcios szabdlyait és bebizonyitjuk,
hogy a nemegyensiilyi termodinamikai keretelmélet, azaz a Gibbs-reldcio, az extenzivitdsi feltétel
és az entropiaprodukcio is abszoliit, azaz fiiggetlen a vonatkoztatdsi rendszertol. Végiil értelmez-
ziik és felirjuk a szokdsos relativ kontinuitdsi-Fourier-Navier-Stokes-féle egyenleteket.

Az elmélet egyik kovetkezménye, hogy a belsd energia, kinetikus energia és a teljes energia

kozti kapcsolat a Galilei-kovaridns energia transzformdcios szabdlya.

1. BEVEZETES

A kis sebességli fizikai folyamatokra vonatkozé tapasztalataink leirdsara kialakult
az abszolut, mozgdstol fiiggetleniil milé 1d6 fogalma. A tér azonban ekkor is rela-
tiv, kiillonbozik az egyes megfigyel6k szdmara. A nemrelativisztikus térid6é Galilei-
relativisztikus. A nagy sebességli mozgasok és a fizika mezbelméletei alapjan ismert
(specidlis) relativisztikus téridé fogalmai segitségével a négydimenzids, abszoldt id6t
€s relativ teret tartalmazo, klasszikus téridonek is adhatunk pontos matematikai modellt
[1,2,3,4,5, 6,7, 8. Mivel mindennapi tapasztalataink korében magabiztosabban moz-
gunk, ezért egy ilyen modell haszna prediktiv fizikai elméletként elsé pillantdsra nem
nagyon vildgos. Ne feledjiik azonban, hogy a klasszikus térfogalom fejlédése folyaman

a matematikai eszkdzoknek a valddi fizikai tartalomhoz torténd igazitdsa mennyire fon-

tos volt. Példaul a koordinatazas kikiiszobolése és az absztraktabb, valds szamharmasok
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helyett vektorterekre alapozott modell és jelolésmod 1ényegesen megkonnyitette az el-
vi kérdések megfogalmazasat és dtlatasat. Ma mar a koordindtamentes jelolés és az erre

alapozott szdmitdsi modszerek dltalanosan elterjedtek a mérnoki gyakorlatban is.

Ebben a munkdban az egykomponensii folyadékok példdjan amellett érveliink, hogy
az 1d6t is érdemes bevonnunk egy hasonld leirdsba, ilyen médon a koordindtdzashoz ha-
sonléan kikiiszobdlve a vonatkoztatasi rendszert a folyadékok leirasabél. Igy a legmeg-
szokottabb Osszefliggéseink atlathatobbak, vildgosabbak, szebbek és legf6képpen dltala-
nosithatébbak, ezéltal végsd soron alkalmazhatobbak lesznek.

A Galilei-relativisztikus t€rid6 legfontosabb sajatossdga, hogy az id6 abszolut, az-
az fiiggetleniil telik a kiillonféleképpen mozgé megfigyeldk szamara. Az abszoliit jelzét
a tovdbbiakban pontosan ilyen értelemben, a vonatkoztatasi rendszert6l val6 fliggetlen-
ség jelzésére fogjuk haszndlni, élesen megkiilonboztetve a hasonld jelentést, de tobbféle

értelemben haszndlt objektiv vagy kovaridns jelz6ktol.

Régota ismeretes, hogy tér és az id6 nem vektortér, hanem valdjaban affin tér, hiszen
nincs kitiintetett kozéppontja [1, 3, 4]. A mi targyaldsunkban ez most nem fontos, ezért

pays

barmily egyszerl is a megfeleld altaldnositds, ebben a munkdban lényegében csak vek-
torterek fordulnak eld, a Galilei-relativisztikus téridd egy egyszer(sitett modelljét hasz-
naljuk. Az A. Fiiggelékben adjuk meg pontosabban, hogy milyen értelemben. Hasonl6-
an nem foglalkozunk a mértékegységek megfelel6 matematikai reprezentacidjaval, bar-

mennyire is érdekes ez gyakorlati és elvi szempontbdl is [9, 10].

A kozéppontmentesség, illetve a mértékegységek elégtelen matematikai reprezenta-
cidja mellett megszokott téridd képiinkben van egy mésik probléma, amely els$ pillan-
tasra az elobbiektdl is egyszertibbnek és kevésbé fontosnak tlinhet: az abszoliit ido nem
részhalmaza a négydimenzios Galilei-relativisztikus téridonek. Idének és térnek nincs be-
zért szoge, ezért azt R*-ként, vagy mds médon euklidészi terek Descartes-szorzataként
reprezentdlva maris megfigyel6tdl fiigg a lefrasunk. Az 1d6 megfeleld reprezentdcidjanak
nagyon lényeges kovetkezményei vannak. Egyik legfontosabb, hogy nemrelativisztikus
fizikai elméletekben térid6 vektorok €s kovektorok kozott nincs kitiintetett megfeleltetés.
Ebben a tekintetben a Galilei-relativisztikus téridé nem hataresete a bonyolultabb mate-
matikdji specidlis vagy 4ltalanos relativitiselméletnek, az objektiv fizikai mennyiségek
kezelése kiilonbozik a relativisztikus szamitdsokban megszokottol, a relativisztikus szd-
mitdsokban jaratosak szamadra is odafigyelést igényel. Példaul masodrendd tenzornak és
kotenzornak nincs nyoma (spurja). Ezért térid6kovektornak nincs abszoliit divergencid-
ja és téridovektornak nincs abszoliit rotacidja. Ugyancsak ennek a kovetkezménye, hogy
vektorok és kovektorok nem ugyanugy transzformalédnak, vagyis egyik megfigyel6 rela-
tiv mennyiségeit dtszdmolva a masik megfigyel6 mennyiségeire mds a szabdly. A harma-

dik 1ényeges dolog, ahol a Galilei-relativisztikus térid6 kiilonbozik a specidlis relativisz-
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tikustol, az, hogy nemcsak a tériddmennyiségek abszolidtak, hanem tipustdl fiiggéen azok

bizonyos részei is. Vektor iddszerli komponense, kovektor térszerli komponense abszolut.

Szamos olyan probléma jelentkezik a nemrelativisztikus fizikdban, amely a térid6
pontatlan modellje miatt 1ép fel.

1. Egyik legfontosabb és nagyon sokrétlien vitatott az gy nevezett anyagi objektivi-
tas elve. Az elv fizikailag magitdl értet6dd allitast fogalmaz meg, azt mondja ki,
hogy az anyag fiiggetlen a megfigyel6tdl és ezért az anyagot leiré fizikai mennyisé-
gek, vonatkoz6 mozgésegyenletek és anyagtorvények is azok kell legyenek. Nem-
relativisztikusan, az abszolut 1d6 miatt, 4ltalaban csak a harmasvektorként repre-
zentdlhaté mennyiségekre vonatkozo6 transzformacids invarianciaként adjak meg az
elv matematikai megfogalmazasait. Kénnyen lathat6, hogy kontinuumok esetén a
szokdsos inerciarendszerekre alapozott Galilei-transzformdcioéra invaridns formdk
megkovetelésénél tobb kell, ezért az elv legelfogadottabb, Nolltdl szairmazé meg-
fogalmazdsa a forgdsinvarianciat is megkoveteli [11, 12, 13, 14, 15]. Mind a meg-
fogalmazds, mind maga az elv nagyon kiterjedt vitit gerjeszt maig is a kontinuum-
fizika alapjai irdnt érdekl6dok korében. A legfontosabbnak tind munkak a teljesség
igénye nélkiil: [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33,
34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41].

A Galilei-relativisztikus térid6-modell segitségével megmutathatd, hogy egyrészt
a formadlis invariancia (forgd megfigyel$ szogsebességétol valo fiiggetlenség) nem
megfeleld kovetelmény, s6t a vonatkoztatdsi rendszertdl valo fiiggetlenség megko-
vetelheti, hogy a transzformdcids szabdlyok tartalmazzdk a relativ mozgds jellem-
z0it [42]. Ez a Galilei-transzformacio esetén elég nyilvanvald, mint latni is fogjuk.
Maisrészt pedig téridé szempontbdl a Noll-féle anyagi objektivitds definicié onel-
lentmondasos [43].

2. A kontinuummechanikai alapmennyiségekt6l szintén elvarhaté a vonatkoztatasi
rendszertdl fiiggetlenség. Példaul a véges rugalmas deformacié végtelen sok Noll-
értelemben objektiv mértéke helyett a téridémodell egyértelmiien kitiintet egyetlen
természetes deformaciéfogalmat [44, 45, 46], amely mds szempontokbdl is megkii-
lonboztetett [47, 48, 49, 50, 51].

3. Egy masik problémakor a folyadékok leirdsanak alapmennyiségére, a folyadék se-
bességére vonatkozik. Brenner szerint a kontinuitdsi egyenletben és a lendiiletmér-
legben el6fordulé sebességek nem nyilvdnvaléan ugyanazok [52, 53, 54, 55, 56, 57,
58, 59, 60, 61]. Ez a kérdés analdg a relativisztikus elméletekben felmeriil6 dram-
lasvalasztas kérdésével [62]. Végso soron az a kérdés, hogy mi tulajdonképpen a
folyadék sebessége? Mi mozog a folyadékban, a tomege, lendiilete vagy energia-

ja? Van vélasztdsunk ennek kijelolésében ? Mivel az 6sszes egyenletiinkben relativ
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sebességek fordulnak eld, ezért ennek a kérdésnek megviélaszoldsahoz a térid6vi-

szonyok pontos dtgondoldsa is sziikséges.

4. Egy masik, természetesen felvet6dd szempont a relativisztikus disszipativ folyadé-
kok elméletével val6 konzisztencia. Ennek kapcsdn taldn a legszembet(in6bb elté-
rés, hogy relativisztikusan az energia-impulzus tenzor kovaridns €és ennek termé-
szetes része az energia, transzformacios tulajdonsagai pedig ebbdl kovetkeznek. Mi
lehet az ennek megfeleld fizikai mennyiség Galilei-relativisztikusan? A kinetikus
energia a relativ sebességgel kifejezve nyilvanval6an nem objektiv mennyiség. De

tulajdonképpen hogyan transzformalédik az energia ?

5. Természetesen a statisztikus leirdsokkal, pontosabban a kinetikus géazelmélettel va-
16 konzisztencia is 1ényeges. Hiszen onnan kiindulva a térid6-bedgyazottsdg meg-
hatdrozhato, legaldbbis bizonyos transzformacids szabdlyokra kovetkeztethetiink
[63, 64]. Masrészt pedig a kontinuum-alapmezdknek és az ezekre vonatkozé moz-
gasegyenleteknek a szdrmaztatdsi modja (Chapman-Enskog- vagy momentum-
sorfejtéssel) a termodinamikai mennyiségekre vonatkozoéan is informativ, példaul
az energia a nyomdssal szoros kapcsolatban hatarozédik meg. Ugyanakkor érde-
kes mdédon magénak a kinetikus elméletnek az objektivitasa is kérdésessé valt az

elégtelen téridé modell haszndlata miatt [64].

6. Kérdés még a kontinuumok esetén lokélis egyensulyként értelmezett termodinami-
kai hattér relativ vagy abszolut volta is. Relativisztikusan a mozgé testek termodina-
mikai leirdsatdl, beleértve elsésorban a Gibbs-reldcitt, alapvetden elvarjuk a kova-
riancidt, és ez egy lényeges kérdés mar specidlis relativitdselmélet kezdetei 6ta (lasd
pl. [65]). Erdekes médon nemrelativisztikusan ez csak ritkdn meriil fel [66], pedig a
lokélis egyensuly csak lokalis homogenitast jelent. A termodinamikai mennyiségek
Galilei-invariancidja egyaltalin nem nyilvanvald, gondoljunk csak az el6z6 pont-
ban emlegetett energidra. Ezért az egész Gibbs-relacid Galilei-invariancidja sem az.
Ugyanide tartozik a disszipécid, illetve a termel6d6 ho objektivitdsa is. Fligghet ez
attol, hogy milyen vonatkoztatasi rendszerbdl nézem ?

A tovéabbiakban a legegyszeriibb, Galilei-relativisztikus folyadékok abszolut alapme-
z0it, a rajuk vonatkoz6 mérlegeket, termodinamikai 0sszefiiggéseket és végiil az entrépia-
produkcidt szamoljuk ki. Ezzel parhuzamosan a relativ, szokasos targyalast is beillesztjiik
a gondolatmenetbe, parhuzamosan megadva a megfeleld transzformacids szabélyokat és a
pontos feltételeket is, amelyekkel az abszoltit egyenletekbdl a relativ kontinuitds-Navier—
Stokes—Fourier-egyenletrendszer megkaphato.

Ebben az {rdsban egy sajitos indexes formalizmust haszndlunk, amely remélhetSleg

elégé attekinthet6 és rugalmas ahhoz, hogy a folyadékmechanika relativ térvektorainak
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egyszerlien megértsiik a vonatkoztatdsi rendszertdl fiiggetlen értelmét, illetve az abszolut
térid6 tenzorokkal szamitdsokat végezziink. Haromféle indexet vezetiink be. A Galilei-
relativisztikus téridd tenzorainak kontravaridns komponenseit felsé a, b, ¢, ..., a kovarians
komponenseket alsé a, b, ¢, ... indexekkel jeloljiik. Tovabbra is az abc elejérdl vélasztva,
de feliilvondssal a térszer(i négyesvektori és négyeskovektori indexeket jeloljiik, @, b, ¢, ..-
vel. A megszokott relativ hdromdimenzids vektorok €s tenzorok indexeit megkiilonboz-
tetetten ¢, 7, k, [, .. jeloli. A téridémodellt, az alkalmazott szamitasi médot és jelolésrend-
szert részletesen a Fiiggelékek tartalmazzdk. A targyalds kezdettdl fogva alapoz a Galilei-
relativisztikus tériddmodell alapjait ismertetd (A) és a legfontosabb transzformécids sza-

balyokat levezetd (B) Fiiggelékek részletes ismeretére.

2. MERLEGEK ES TRANSZFORMACIOS SZABALYAIK

A kontinuumfizika alapvetd mérlegei az egyes fizikai mennyiségek extenzivitasat ki-
fejezd térido-stiriségvektorok négyesdivergencidi. Egy adott téridStartomanyban a fizikai
mennyiség megvaltozasa a térfogatban torténd lokalis valtozasbdl €s annak hatdran tor-
ténd kidramlasbol addédik Ossze. Ezt szokdsosan megfeleld széthasitott mennyiségekkel
fejezziik ki. Tehét egy A® vektormezd esetén annak A% = Au® + A® u-formdjat hasznal-

va:
DaA® = (ra(dy — u"8p))(Au + A%) = dy A+ Adzu® + VA" = 0, (1)

ahol a tériddindex, a térszerd index. A = 7,A% és A® = 7% A® az A® vektor id5- és u-
térszeri részei, illetve d, = u*0, és V; = 6;8;, a téridS derivalas 1d6- €s térszeri része,
azaz a relativ u-idéderivélt és az abszolut térderivalt (lasd A. Fiiggelék). (1) az abszolut
mérleg mérleg u-relativ mennyiségekkel, az A* térid6 vektor €s a J, derivalas u-iddszert

és u-térszerl részeivel kifejezett formdja.

A relativ mérlegeket tobbféle médon is meg szokds adni, aszerint, hogy a mérleg
egyes részei milyen sebesség szerint vannak széthasitva id6- és térszeri részekre. Ha a
derivalast, a négyes slirliséget €s az u® sebességmez6t is u® szerint széthasitott relativ

formdban adjuk meg, akkor:

A

aaAa —12 (du V,) (Az

) =d,A+V,;A"=0. ()
Amennyiben u®-t a kozeg lokdlis sebességének tekintjiik, akkor ez a kozeghez rogzitett
anyagi (szilard testek esetén anyagi sokasdgon értelmezett) formdja az abszolit mérleg-
nek. A mérleg szubsztancidlis formdjat akkor kapjuk, ha egy mésik "labor" vonatkoztatasi

rendszer u'* sebességével széthasitott idG- és térszerli mennyiségeket fejezziik ki az u®
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komponensekkel :

/ A/ % A 7 %

ahol v* = u® — u'* a kiils6, labormegfigyel6nek a kozeghez képesti relativ sebességét je-
161i. A mérleg lokdlis formajat akkor kapjuk, ha a szubsztancialis mérlegben az u'* szerint

széthasitott derivaltnak megtartjuk u'* szerinti komponenseit:

(d V) (j) = (dw V) (Ai . Am) = dy A+ V(A + Av) =0 (@)

A kiilsd, labormegfigyel$ szerinti d,, idéderivélt a szokdsos parcidlis idéderivélt, az ab-
szolut térderivalas pedig az A" lokdlis dramstir(iségre hat, amit az A’ szubsztanciélis u-

aramstriiséggel fejeztiink ki.

Tehat a mérlegek hdrom alapvetd alakja, azaz az anyagi, a szubsztancidlis €s a lokalis
forma a kozeg u® és a megfigyelS u'* sebességmezdje szerinti széthasitott négyesderivalt
¢s széthasitott négyesvektormez6 kombindcioitdl fiigg. Mindegyik alak a vektormez6 ab-
szolut, vonatkoztatdsi rendszertdl fiiggetlen négyesdivergencidja két tetszleges négyes-
sebességmezd segitségével kifejezve. A Galilei-transzformacids szabdlyok segitségével
kozvetleniil is belathaté a mérlegek vonatkoztatasi rendszertdl fiiggetlen volta [40].

Az alapvetd fizikai mennyiségek azonban nemcsak négyesvektorok, hanem magasabb
vagy alacsonyabb rendii tenzorok is lehetnek. A specidlis relativitiselmélet alapjan pél-
daul egy energia- vagy tomegimpulzus tenzor bevezetése latszik kézenfekvonek. Kérdés,
hogy Galilei-relativisztikusan mi lehet az egykomponensii folyadékokat jellemzé fizikai

mennyiség ?

2.1. HANYAD RENDU TENZOR VAGY KOTENZOR ?

A Galilei-relativisztikus téridd szigoribb feltételeket jelent, mint a specidlis relati-
visztikus, mert a téridévektorok és kovektorok kozott csak a linedris szerkezet jelent
Osszekottetést. Téridd-kovektormezdnek, -kotenzormezdnek nem képezhetd divergenci-
dja és igy mérlege sem lehet alapvetd, illetve vegyes tenzoroknak nem tudjuk sem a szim-
metrikus, sem az antiszimmetrikus részét képezni.

Masrészt az ismert fizikai mennyiségeknek ismert transzformacios tulajdonsagai van-
nak. A vonatkoztatdsi rendszertdl fiiggetlen, téridére alapozott targyalds esetén a tér- és
id6szerli komponensek transzformécids szabalyai kovetkeznek a téridén definidlt mennyi-
ségek tulajdonsagaibol. Ezt az elméleti keretet kell 6sszehangolni a tapasztalattal. Példa-

ul az energiaslriiség transzformdcids szabdlya elvileg ismert. Legalabbis tudjuk, hogy a

harmasvektorok a helyzethez hasonléan Galilei-traszformdlédnak. Azonban van néhany
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mas, kézenfekvden transzformacids szabdlynak tekinthetd megszokott 6sszefiiggésiink is.
Példaul, a teljes energia a belsd és a kinetikus energia 0sszege, ami azt jelentik, hogy az
anyaghoz rogzitett vonatkoztatdsi rendszerbdl nézve az energia maga az belsd energia,
ahhoz képest adott sebességgel mozogva pedig kiegészitddik a kinetikus energidval. Ezek

7

szerint, az energiaslirliség transzforméacids szabdlya a tapasztalat szerint:

er =ep+ ng.

A {6 kérdés, hogy ez alapjan miféle fizikai mennyiségrdl lehet sz6? A B. Fiiggelékben
megadtuk, hogy egy transzformacids szabdly két kiillonb6z6 megfigyeld, azaz vektorme-
z0, altal 1d6- és térszerl részekre bontott négyestenzorok komponenseinek viszonyat adja
meg a relativ sebességek segitségével. Kiszdmoltuk tovabba a téridd vektorok, kovekto-
rok és a masodrend( tenzorok transzformdcios tulajdonsdgait. Ez alapjén latjuk, hogy egy
legalabb masodrendd tenzor valamelyik komponensérdl lehet sz6. Méasodrend( kotenzor
1d6-1d6szeri komponense, masodrendi tenzornak pedig a tér-térszeri komponense, ame-

lyik sebességgel négyzetesen transzformalodik.

Mivel masodrendii kotenzornak Galilei-relativisztikusan nem képezhetjiik a divergen-
cigjat, ezért az energia lehet példaul egy harmadrendii kontra-kokovaridns tenzor id6-
1ddszerli komponense. A fenti transzformécids szabdly egyértelmien ilyen tenzort ered-
ményez, feltételezve, hogy az energia skaldr mennyiség, tovdbba, hogy masodrendii ko-

tenzornak nem létezik a négyes divergencidja, és igy nem irhato fel a abszolut mérlege.

Egy mdsik lehet6ség, hogy figyelembe vessziik a kinetikus elmélettel valé kompa-
tibilitds kovetelményét is. Ekkor észrevessziik, hogy energia egy méasodrenddi tenzornak
a nyoma, pontosabban az egyrészecske-valdszintiségsiirliség fiiggvény sebességgel képe-
zett masodik momentumdnak nyomaként adédik [64, 67]. A kinetikus elméletben ezzel
Osszefliggésben, az idedlis gdz nyomadsra vonatkozo allapotegyenletével 6sszekotve kap-
juk az energiat. Térid6-szempontbdl azonban masodrendii tenzor nem elegendd, hiszen
az energiamérleghez az energia drama, azaz a kdvetkez6 momentum, mint harmadren-
dd harmastenzor is kell. Ezt kivdl6an mutatja a mdsodrenddi tenzoron alapul6 Galilei-
relativisztikus abszolut elmélet, ahol az energiamérleg fiiggetleniil 1éphet csak fel [68].
A kinetikus elmélet harmadik momentumara tekintettel pedig megsejthetjiik, hogy a fe-
nomenologikus elméletben harmadrend( kontravaridns tenzor az alapmennyiség. Ennek
divergencidja egyszerre kell megadja a Galilei-relativisztikus kontinuumelmélet alapmér-
legeit a tomegre, a lendiiletre és az energidra vonatkozdan. A kovetkezd fejezetekben
megmutatjuk, hogy ennek az alapmennyiségnek a segitségével valoban kovetkezetes el-

méletet épithetiink fel.

Meglepé médon elég hasonlé eredményt kapunk akkor is, ha feltessziik, hogy egy
harmadrendl kontra-kokovaridns tenzor az alapmennyiség. Mindkét esetben ugyanazok

a transzformaciés szabdlyok és ugyanaz az entrépiaprodukcio. (A transzformdcios sza-

143



balyokat illetden 1dsd a C. Fiiggeléket.) A kinetikus elmélettel val6 teljes kompatibilitas
azonban egyértelmiien a harmadrenddi kontravaridns tenzor valasztdsat tiinteti ki, ezért
a tovdbbiakban ezt tekintjiik a Galilei-relativisztikus kontinuumok objektiv fizikai alap-

mennyiségének.

3. A TOMEG-LENDULET-ENERGIA TENZOR ES TRANSZFORMACIOS
SZABALYAI

Ezek utdn tekintsiink egy 29 : M — M ® M V M tenzormezdt, az egykomponen-
st egyszerl anyag tomeg-lendiilet-energia tenzordnak neveziink. Feltételezziik, hogy a
tenzormez6 masodik és harmadik rendjében szimmetrikus, ezt jelzi a VV szimb6lum az ér-
tékkészlet jelolésében. A tovabbiakban ezt a szimmetridt nem jeldljiik kiilon, csak utalunk
ra a fontos esetekben. Ez a tenzor egy tetszGlegesen adott u® € V(1) négyessebességgel

képzett komponenseivel a kovetkezd altalanos u-forméba irhaté:
gabe _ ey abe
_ <pubuc —I—pl_’uc +ubpé + 6136) u® + (jaubuc—b— PaEuc 4+ pacyb +qa56> G
ahol
e — 7,z
Zabe — 8 Zdbe, (6)

Ez a két komponens a siirliségek €s az dramok tenzorai, azaz a 2* tomeg-lendiilet-
o abe o

energiasiiriség tenzor, illetve z%¢ a diffizi6-nyomads-energiadramsiiriiség tenzor. 7, az
idokiértékelés, 79 pedig a négyesvektorok u-térszeri részét képezd u-projekcid. A tovab-

bi jelolések pedig:
— p =172 = 7,7y7.Z% a tomeg-lendiilet-energia tenzor id3-id6-idSszer( része, a
SUriiség.
— pb = 7b7.2% = 7,78 7. 79 a tomeg-lendiilet-energia tenzor id6-id6-térszerd része,

s, sy

a lendiiletstiriiség. A tenzor szimmetridja miatt ez megegyezik a p°® = 7,7%,2"? id6-
tér-idészerd résszel.

— e = 7t 2 = 7, 7b 7 Z9% az energiasiiriiség-tenzor, a Z% tenzor id6-tér-

térszerd része.

a

— j = 7hryr.Z% a diffiizids dramsiiriiség, a Z® tenzor tér-id6-idGszer( része.

— P% = g9zt 7. 7% a nyomds, a Z* tenzor tér-id6-térszer( része. A tenzor szim-

metridja miatt ez egyenld P = 7% 7,7% Z%¢ -vel.
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— " = nyn’ 7% 2% az energiadramsiiriiség-tenzor, a Z°* tenzor tér-tér-térszert

része.

Ezenkiviil, a megfeleld tenzorok rendjét kettvel redukdlva bevezetjiik az energiasii-
riiséget és a héaramstiriséget, a kinetikus elmélet definicidéinak megfelelden:

_1.a .
- €= §€a az energiasuruseg,

— ¢" = 54 a hédramsiiriiség.

3.1. AZ1DO- ES TERSZERU RESZEK TRANSZFORMACIOS SZABALYAI

Az u'* sebességgel képzett idG- és térszerli komponenseket az u® sebességgel képzett
komponensekkel kifejezve nevezziik az adott objektiv fizikai mennyiség transzformécids
szabdlydnak. A B. Fiiggelékben megadtuk az els6é és masodrendd tenzorok transzforma-
ciés szabdlyait, amelyet ugy kapunk, hogy a tenzorok u-formajat az u’ sebesség szerint
hasitjuk szét. A tomeg-lendiilet-energia tenzor esetén is ugyanigy jarunk el.

Az u/-energiat az Z%° tenzor u-komponenseivel és a v® = u® — u/® relativ sebességgel
fejezziik ki. Ha az el&bbiekhez hasonldéan u®-t a folyadék, u'* pedig a megfigyels sebessé-
gének tekintjiik, akkor v* a folyadék sebessége a megfigyeldhoz képest. Ekkor az aldbbi
transzformdcids szabalyok a megfigyeld széthasitott mennyiségeit adjdk meg a folyadék
megfelel6 széthasitott fizikai mennyiségeivel kifejezve.

7 7

A p siirliség Galilei-invarians:
P = TamyT 2 = p. (7)

7~ 7

A lendiiletstirtiség gy transzformalddik, mintha stirtiséggel négyesvektort alkotna-
nak:

p;_) _ ngTchc _ W’ZTC(puduc—i—pauc—f-udpE—FeaE) _ (5% _ u/de)(pud+pa)

= pB + pvz’. 3

7 7 7 2 7 7

Az (6n)diffaziés dramslriiség a lendiiletstirliséghez hasonldan a stiriséggel vett né-

gyesvektor térszerti komponenseként transzformalddik :
7 ="+, )

2

Az energiasirliség viszont nem Galilei-skaldr:
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05 & 0p= 7 . y = g
r Eﬂ_lb e Zde — £<5b;l . uled>(5cé . u/cTe) <pudue +pdue + udpe + ede)

€ = 2 d’ e 2
= % (pvgva —I—pl_’vE + vgpE + el_’é> = e+ pav? + gv(—lva. (10)

A nyomadstenzor transzformacidja:

P — g 7% — (5% — /7y (6% — u'T,) (,ou u® + phut + ulj® + Paé>

= P‘_‘b—kp v&+j%5+pv‘_’v5. (11)
Végiil a legbonyolultabb a héaramstirtiség transzformécids szabdlya:

1a__ % rabe __ 9% 1a /b e def

T =5 — 9 d
= %(5% —u74) (0% — u"7.) (6% — u'Ty) ((pueuf + pPul +up’ + e€f> ut

<]dueuf+Pde +Pdfue+qde ))

=q"+ (e +ppo® + gvgvl_’)v + PPy + §° T (12)

A hagyomadnyos 3-as indexes jelolésekkel Osszefoglalva a transzforméacids szabdlyo-
kat:

p, :p, (13)
pt=p" 4 pu (14)
Jt =3+, (15)
e':e+pivi+gv2, (16)
P = P9 4 pv'v? 4 plot + ji7, (17)
o i i, P oo ij 'z‘UQ
¢"'=q +v" e+ pjv —i—§v +P vj—i—jE, (18)

Az abszolut targyaldsban két ujszer( fizikai mennyiség bukkant fel. A tomegnek dltaldban
van nem konvektiv dramsiir(isége, ez volt j*, illetve van lendiilets{irliség mindenféle rela-
tiv sebességtdl fiiggetleniil, amelyet p'-vel jeloltiink. Szerepiik részletesebb elemzéséhez

fel kell irnunk a folyadék abszolut és sz€éthasitott mérlegeit.
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4. AZ EGYKOMPONENSU FOLYADEKOK ALAPMERLEGE ES
KOMPONENSEI

A tomeg-lendiilet-energia tenzor divergencidjabol vezethetjiik le a hagyoméanyosan
harom kiilon egyenletként jelentkez6 alapmérlegek rendszerét. Az abszolut forma:
aazabc — aa (Zbcua 4 Z&bc) — Zbc + Zbcaaua T aazébc
= (pu + pi + pO)ub + (pil® + PYuc + phic + poad + et
(pubuC + pPut 4+ ubp° + ezé) Ouu® + uPuc0,7" + j u Ogu’ + jouPOuc+

PPOuC + w9, P™ + PO’ + uP9,P™ + 0,4 = 0. (19)
Itt bevezettiik a pontot az u-idéderivalt jelolésére, u®0, = d,, =". (19) id6szerd része

a tomeg-lendiilet mérleg:

7.0,7°% = pul + pil® + p° + (pu 4 p°)0pu® + u9j® + 2 0u’ + 0, P = 0P, (20)

A tomeg-lendiilet mérleg idGszer( része pedig a tomegmérleg:

TyTe0, 2% = p+ pO,u® + 0,5% = 0, (21)

illetve térszerl része a lendiiletmérleg:

7 70u2°% = pil® + ¥ + pPOgu® + j"Opu’ + 9, P = (. (22)

Az energia mérlege a tomeg-lendiilet-energia mérleg tér-térszert része, illetve annak

nyoma:

0% & = % (.1s e 7 - ik -
%ﬂ_bd,ﬂceaazade _ % (ébc + ebcaaua +pbuc +pcub + Pabaauc + Pacaaub
19, qa66>
— &+ edu® + pliy + PLOu’ + 8,q° = 0. (23)
Egyszer(i tovabbi szamitassal, az abszoldt (19) mérleg v'* szerinti széthasitasaval kap-
juk a szubsztancidlis, relativ mérlegeket. Az u'* megfigyel6 a hozzé képest v@ = u® —

— u'* sebességgel mozgd folyadékra vonatkozo sajat lokdlis mérlegegyenleteit a folyadék
mennyiségekkel kifejezve:

p+pdiv' +0ij' =0 (24)
P PO + pit + jUO + 0P =0, (25)
e+ edv' + 0,¢° + pz_v’ + Pijaivj = 0. (26)
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Ezek a tomeg, az lendiilet €s az energia mérlegei. Az energia mérlege latszélag bels6
energia mérlegére vonatkozik, 6sszhangban azzal, hogy a megfigyel szamara e’ a teljes
energia és e a belsd. A szokdsosan felirt mérlegektdl az Gjonnan fellépd j° (On)difftizids
dramot és a p’ sajétlendiiletet tartalmazé tagokban kiilonbozik. Ez a két fizikai mennyiség
a P nyomadstenzorra és a ¢' hddramstir(iségre vonatkozo tovébbi feltételek megadasat
teszi sziikségessé az egyenletek lezardsahoz. A mérlegek lezarasdhoz a termodinamikai

feltételeket kell megvizsgalnunk.

5. A MOZGAS TERMOSZTATIKAJA, AVAGY TERMOSZTATODINAMIKA

A szakasz cime Onellentmonddnak latszik, ugyanakkor j6ol megmutatja a mozgast is
tartalmazo ’termosztatika’ paradigmatikus dilemmadjat. A termodinamika irodalmédban a
sebesség nem lehet dllapothatdrozé. Galilei-relativisztikusan ez a kérdés megvizsgédlhatd.

5.1. ABSZOLUT RELACIOK

A klasszikus ,,egyensulyi” termodinamika, azaz a termosztatika valgjdban nemegyen-
sdlyi és id6fiiggd. ! Mds részrdl érdemes figyelembe venni a relativisztikus kinetikus el-
méletben levezetett/beépitett termodinamikai hétteret, esetleg egybdl a szokdsos kereteket
meghalad6é médon [71, 72].

Termodinamikai alapfeltevésiink teljesen megszokott, csak téridoszempontbdl kifejt-
ve. Adott az entropia-négyesvektormezd, amely adott megfigyelSre nézve stirliség €s dram
is: S* = su® + s”. Ennek siirtisége az extenzivek siirliségeitdl fiigg azaz egy szimmetrikus
mésodrendi térid6tenzor fiiggvénye: s = s(2*). Ez az 6sszefiiggés megfigyeldfiigget-
len, mert mind az entrépiasiirtiség, mind a tomeg-lendiilet-energias{irliség tenzor abszolut.
Ennek a fiiggvénynek a derivaltja a termodinamikai intenziv mennyiségek szimmetrikus
maéasodrend( kotenzora, amit a tovdbbiakban kémiaipotencidl-termosebesség-homérséklet

ds

kotenzornak neveziink és (y.-vel jeloliink. Tehat T = By Ezt a derivalast termodinami-

kai szokds szerint Gibbs-reldcidnak hivjuk és jeloljiik:
ds = Byedz". (27)
Részletes felirdsdhoz elnevezziik az intenziv mennyiségek abszolut kotenzordnak

komponenseit. E kotenzor egy tetszdleges u” sebességmezd segitségével a kovetkezd-
képpen hasithat6 tér- és id6szerli komponensekre (lasd (75) az A. Fiiggelékben):

ﬂbc = 61)7—0 + Bbéﬂ-cé = (5773 + ﬁglﬂ-ba)Tc + (ﬁéTb + Bc_léﬂ.ba)ﬂ-cé' (28)

! Akit az ezzel kapcsolatos a szokdsos félreértések és 6sszemosdsok zavarnak, mindenképpen olvassa
el Matolcsi Tamds nagyszeri konyvét angolul, vagy konnyedebb verzidjat magyarul [69, 70].
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Itt az egyes fizikai mennyiségek a kovetkezdek :

— Az energia tenzorhoz konjugdlt intenziv a (3. kotenzor tér-térszerii része, ennek

nyomabol képezziik a /3 reciprok homérsékletet :

1 1. 2 %
B = ? = aébcéae(sgd/ﬁde = gﬁl_;b (29)

Mivel most az energia tenzoridlis formdjat nem vizsgaljuk, ezért specidlisan felté-
telezziik, hogy a reciprok hémérséklet kotenzor az egységtenzorral aranyos:

B

- = 555? (30)

— A i kémiai potencidl a kémiaipotencidl-termosebesség-hdmérséklet kotenzor id6-
1ddszert részébdl képezhetd:

= —Tulu’By. (31)

— A sajatlendiilethez tartoz6 wy intenziv mennyiséget termosebességnek fogjuk ne-

vezni, €s a kovetkezOképpen adjuk meg:

wy = —2Tu5;" Bye. (32)

Ezek utdn a Gibbs-reldcié u-széthasitott formdja ezek utdn a kovetkezOképpen sza-
molhat6:

ds = Bydz* =
1 - _ -
—f (,uTch + §(w;17rbd7'c + wem, Ty) — Tﬁdéﬂbdﬂce) X
b, c cq,b b, .c c 3,0 b c b j..C ¢ g,,b be
(u udp + pudu’ + pu’du’ + udp’ 4+ p’du’ + u’dp® + p°du’ + de >

=0 (,udp + pwydu® + pw;,de — pydu’ — de> . (33)

Tehat az abszolut Gibbs-relaci6 u-széthasitott mennyiségekkel felirva végiil az alabbi
format olti:

de = Tds + pdp + wadp® + (pwa — pa)du’. (34)

Ezenkiviil képezhetjiik a négyes entropia Legendre-transzformaltjat, bevezetve az Sa

konjugélt entropidt:

S — B,.Z% = 5. (35)
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Ez semmiféle feltételt nem jelent mindaddig, amig a jobboldali négyesvektor dltalanos.
Bontsuk fel S%-t célszertien egy tetszOlegesen adott u® négyessebességgel padrhuzamos €s

térszert komponensekre a tobbi mennyiséghez hasonléan:
5% = Bp(u + %), (36)

ahol r;u® = 0. Ekkor a (35) vektoregyenlet abszolut id6szert( részét, az extenzivitdsi reld-

ciot, a kifejezés 7,-val torténd szorzdsaval kapjuk :

s — Bup — Bugp® — Be = Bp, (37)

illetve az u-térszeri rész, az entrépiadram kifejezése, az u-ra merdleges 79-vel projekci-
oval adodik:

" — Buj® — Bp™ws + Bq” = Bpre. (38)

5.2. TERMODINAMIKAI OSSZEFUGGESEK TRANSZFORMACIOS SZABALYAI

Az entrépia derivéltjaként bevezetett intenziv mennyiségek kotenzor komponensei,
ezért a B. Fuggelék (97) egyenlete alapjan egy u'* sebesség szerinti idG- és térszerli kom-
ponenseket egy masik, u” sebesség dltal széthasitott komponensekkel és a v® = u® — u'*
relativ sebességgel kifejezve kapjuk a transzformacids szabdlyokat:

B =B, (39)

w" = w'+ ', (40)
. 1}2

W= p—wpt — bR 41)

A négyesvektorokra vonatkoz6 (78) transzformdcids szabalyok €s S (36) felbontdsa

alapjan adddik, hogy
pP=p é r=r4. (42)

Ezeknek és a p, p®, e extenzivekre vonatkoz6 (13), (14) és (16) transzformdacids szaba-

lyok alapjan ellendrizhetjiik, hogy a (37) abszolit extenzivitési reldcié Galilei-invaridns:

1,17

e +p—Ts—pp—wp'=e+p—Ts— pup—w;p" =0. (43)

Az entrépiadram-siirliség transzformacios szabdlya szerint pedig térvektor, ahogy el-

varhato:

"= P(q" = p'j" = PYwi+pr') = B(q — pgt — PYw; +pr') + v’ = 5"+ sv', (44)
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ahol felhasznaltuk 3, ¢°, u, j%, P%, w;, p és r* el6zbekben levezetett transzforméacids

szabadlyait.

Fontos még a relativ formdban megadott Gibbs-relacio,
de = T'ds + pdp + w;dp’ (45)

transzformadcios értése is. Ez alapjan, ha valamely megfigyel$ a fenti Gibbs-rel4ciot élla-
pitja meg, akkor a hozza képest v’ sebességgel mozgé folyadék fizikai mennyiségeivel ez
az Osszefliggés ugy fejezhet6 ki, hogy

de’ — Tds — p'dp — widp" = de — Tds — udp — widp' — (pw; — p;)dv'.  (46)

Tehat a Gibbs-relacié abszolut, de nem Galilei-invarians, kiilonb6z6 megfigyelSk altala-
ban a relativ sebesség valtozasatol fliggben az energia megvaltozasat mérhetik. Kivéve,

ha az utolsé tag nulla, azaz
w ==, 47)

Ez az 0sszefiiggés egy allapotegyenlet, impulzusfeltételnek nevezziik a tovdbbiakban. Az
intenziv termosebesség specidlis fliggését adja a sajatimpulzustol és a stiriségtdl. Ha tel-
jesiil, akkor a Gibbs-reldci6 Galilei-invarians.

5.3. ABSZOLUT ENTROPIA, RELATIV ALLAPOTEGYENLETEK

Az entrépiasiirliség potencidlja az intenzivek tenzordnak, azok derivaltként torténd
definicidja szerint, (27) alapjdn. Az abszolut (27) Osszefiiggés szerint az entrOpiasiirliség
egyvaltozods fliggvény, valtozoja a tomeg-lendiilet-energiastirliség tenzor. Az entropiasi-
rliség abszolut, a véltozdja is, de ezt a véltozot széthasitott formdjaval is kifejezhetjiik.

7

Azaz ha azt nézziik, hogy egy adott u'* megfigyeld entrépiastirtiség-fiiggvénye hogyan

fligg a megfigyelt folyadék sajat stirtiségétdl, sajat lendiiletstirliségétdl és sajat energiasi-
riségétdl, akkor a megfigyeld és a folyadék relativ sebességétdl is fliggeni fog.

(46) jobb oldali Gibbs-relacidja a megfigyel6 u'-mennyiségeinek a folyadék wu-
mennyiségeivel kifejezett termodinamikai viszonya. A Gibbs-relacié ebben a formé-
ban hasonlit a megfigyelSket kever szubsztancidlis mérlegekre. Az u’-széthasitast u-
mennyiségekkel reprezentdljuk, ennek megfelelGen a Gibbs-relacié — szubsztancidlis for-

mdja — mozg6 kontinuumokra a kovetkezd:
de = Tds + pdp + w;dp" + (pw; — p;)dv’. (48)

Ezt a kifejezést lehet a szubsztancidlis mérlegekkel egyiitt az entrépiaprodukcid kisz4-

mitdsdra haszndlni, ez a Gibbs-reldci6 hagyomanyos relativ értelmezése. (48) analdg
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a relativisztikus esetben a kinetikus kompatibilitds figyelembe vételével kapott alakkal
[71, 72, 73], azzal a kiillonbséggel, hogy itt az utolsé tagban a stiriség szerepel, relativisz-

tikusan pedig az entalpia.

A (48) Gibbs-relacioban a sebesség nem fiiggetlen valtozé. Vizsgéljuk az impulzusra
és arelativ sebességre vonatkoz6 intenziv mennyiségek kozott fenndllé6 Maxwell-reléciot,
azaz a vegyes parcidlis derivaltak egyenl6ségére vonatkozo feltételt. Ezt célszer( izoterm
folyamatokra vizsgélni:

D%e ow;  I(pw; — p;) D?e

duidp' — dvi  dpt  Opidwd @9

Mivel w’ (p,p’, e,v) allapotfiiggvényen kiviil a tobbi mennyiség véltozo, ezért (49) te-

kinthetd a termosebesség meghatirozasira vonatkoz6 parcialis differencidlegyenletnek :

8wi 871)]'
- = = — D 50
goi P op' bi (50)
Ennek altaldnos megoldédsa
w'(p,p',e,v") :%+Aij (’Uj"’%) + @', (51)

ahol AY és 1" tetszbleges p, e fiiggvények. A tovabbiakban nem vizsgaljuk ezeknek a
fliggvényeknek a fizikai jelentését, és azt tételezziik fel, hogy nulldk. Vegyiik észre, hogy
ekkor, mds gondolatmenettel, de ismét a (47) dllapotegyenletet kaptuk.

Ez a szokott lendiilet-tdmeg-sebesség viszony termodinamikai dltaldnositdsa, nem ko-
tédik a mechanikai levezetésekben feltételezett specidlis alakd Lagrange-fiiggvény léte-
z€séhez, amelynek formdja a Newton-egyenlet kovetkezménye, é€s Noether-tétel sem kell

hozza.

6. ABSZOLUT ENTROPIAMERLEG

Az abszolit termodinamikai feltételekbdl kovetkezé (34) Gibbs-relacié és (38) entro-
piadram megadjak, hogy adott entropiastirliség és u-entropiadram hogyan fiigg a megfe-
lel6 termodinamikai intenziv &llapotjelz6ktdl. Igy ki tudjuk fejezni az abszolit entrépia-
produkcidt az u-hasitott mennyiségekkel :

0,5% = 5+ s0,u" + 0,5" =
Be — Bup — fwap® + B(pa — pwa)u® + s9,u’+
0u (84" = Buj® = BP™wy + fpr®) (52)
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Behelyettesitve a (21), (22) és (23) tomeg, lendiilet és energiamérlegeket, felhasznal-
va a (37) extenzivitdsi reldciot, illetve annak és a (34) Gibbs-reldcié kovetkezményeként
adodo alabbi Gibbs-Duhem relaciot,

Bdp = —hdB + pd(Bu) + p*d(Bwa) — B(pwa — pa)du®, (53)

azt kapjuk, hogy

0.5 = (s — fe + Bup + Bwap®)0au® + ¢ 0a 8 — 4 0u( i) —
BP%, (ub + wy) + Bwaj Bpu® — PPwydafs + Bpdar® + 170, (p) =
(pr® = j*) (0a(Bp) — Pupdau’ ) +
(qa — hr® — (P —r"pP)uy +p7“”‘> DuB—
B(P—a—rﬁp,;—péa—)ﬁ (u? 4+ w®) + Bpd, (1 — w®) =

i)

2
(q ~ert (PP P <m~a—ja>%) 0,

B (P% — j%wy — 1% (py — pw) — pd%) A(u® + w®) + Bpd,(r® — w®) > 0.
(54)

A fenti egyenl6tlenség a Galilei-relativisztikus folyadékok abszolit entropiaprodukcidja.
Az elvart médon kvadratikus kifejezés elss tagja az anyagdramldsra vonatkozik, a 7% dif-
fiziés dramsirliség a konstitutiv mennyiség benne. A szorzat mésik felében pedig a meg-
felel6 termodinamikai erét, a kémiai potencidl gradiensét figyelhetjilk meg. A masodik
tag a termikus eredetd entrépiaprodukcid, ahol a ¢® haramsiirdiség a konstitutiv mennyi-
ség €s a reciprok hdmérséklet gradiense, J,/3 a termodinamikai er6. Végiil a harmadik
tag a mechanikai eredet(i disszipacidval azonosithatd, benne a pab nyomadstenzorral, mint
konstitutiv mennyiséggel és a sebesség gradiensével mint termodinamikai erdvel. Ponto-
sabban a viszkozitds szempontjabdl relevans sebesség a tetszdlegesen vélasztott u® és a
w® termikus sebesség dsszege. Figyeljiik meg, hogy u?, a folyadék sebességmezdje exp-
liciten csak itt, a mechanikai disszipaciot leir6é részben, a sebességgradiensben szerepel.
A negyedik tag j, benne az r® nyomadssebesség tekinthet$ konstitutiv mennyiségnek. Ez
a tag nulla, ha a nyoméssebesség azonos a termikus sebességgel.

Az abszolut entrépiaprodukcié egyenldtlensége tehat megoldhatd, a kvadratikus for-
ma minden tagjidban vannak konstitutiv mennyiségek. Emiatt bevezethet&ek termodinami-
kai erdk és aramok, és kozottiik a szokott linedris kapcsolat feltételezve kapjuk az egyen-
16tlenség megoldasit, az egyiitthatok eldjelei megfelelden valasztva. A konstitutiv elmélet
analog a hagyomadnyossal, és le is zdrja az alapmérlegek differencidlegyenlet-rendszerét,

mert az ott szerepld szokdsos alapvaltozok, a p stiriség, u® sebesség és T' hdmérséklet
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mellett a konstitutiv mennyiségeket az entropia egyenlStlenségnek megfelelden rogzit-
hetjiik. A w® termikus sebesség pedig az entrGpia parcidlis derivdltja, termodinamikai
értelemben intenziv mennyiség, dllapotegyenlet rogziti, amit rdaddsul jol meg is tudtunk
hatdrozni (47)-ben és (51)-ben. De vajon mit jelent és hogyan egyszer(isithet6 az erdk és
aramok termikus sebessséget tartalmazé bonyolult formdja? Ezt vizsgdljuk a kovetkezd

szakaszban.

7. M1 A FOLYADEK SEBESSEGE ?

Az entrépiaprodukcid negyedik tagjanak szerepét nem vizsgéljuk a tovdbbiakban, hi-
szen amennyiben a relativisztikus kinetikus elmélettel 6sszhangban a konjugalt entrépia-
vektor térszerl részét parhuzamosnak vélasztjuk a h6mérsékletvektorral, akkor konnyen
értelmezhetd egyszert formuldkat kaphatunk. Tegyiik fel tehat, hogy

r® = w? (55)

Ekkor a fenti entrépiaprodukci6 a kovetkez6 alakira egyszer(isodik :

2
0u8" = (pu” — j°) Oy (5 (u + “’7)) +

) ) ) w2 :
(q“ —w*(e — p'ws) — (pw® — Iy P“bwz,) 0aB—
B (P = j*w; — w” (p; — pwy) — pd%) a(u” + w’) > 0. (56)

Erdemes felirnunk az abszolit entrépiaprodukciénak egy kiilss, «/* megfigyels szem-
sz6gébsbl megjelend relativ formdjat. Legyen szokds szerint a relativ sebesség u® — u'* =
= v®. Azt kapjuk, hogy

a i i 1 w?
b= - o (e 2))

w? 02 - 1
— — - Ppik 0 ——
(q w'(e — prwy, + p+ 2)+J 2) wk> n
1
T

(P’k + pwiw® — wipk — jiwk 5““) Oi(vg +wy) > 0. (57)

Megjegyz€s: ugyanezt kapjuk, ha a relativ, szubsztancidlis mérlegek (24), (25) és (26)
segitségével, illetve a (48) relativ Gibbs-reldci6 és a megfelel6 Gibbs—Duhem-rel4cié és
entrépidramstirtiség ((38) relativ formédja) segitségével szamoljuk ki az entrépiaproduk-
ciot. Természetesen ezeket az Osszefiigéseket (és lehetbleg a fizikai mennyiségek transz-
formécids szabdlyait is) valahonnan meg kell tudnunk. Téridémodell nélkiil ez nehezen

elképzelhetd.
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Hogyan zérjuk le az egyszer(i folyadékok mozgasegyenleteit, azaz hogyan tehetd az
egyenletek szdma az ismeretlenek szdmdaval egyenlévé? Vagyis mi a konstitutiv elmé-
let? Vegyiik észre, hogy a fenti entropiaprodukcié szokdsos linedris megolddsabol ka-
pott harom Osszefiiggés nem elég az egyenletrendszer lezarasahoz, hiszen az alapvaltozo-
ink megszokott rendszere, azaz a sliriség, belsd energia és a folyadék sebessége mellett
két tovabbi mezdt kellene megadnunk: a folyadék p’ sajatimpulzusdt €s a termosebessé-
get, w-t. Viszont két tovéabbi lehet8ségiink is van, hogy lezérjuk a konstitutiv elméletet.
Egyrészt w'-re termodinamikai dllapotegyenlet vonatkozik. Mdsrészt pedig vegyiik észre,
hogy tulajdonképpen eddig nem rogzitettiik, hogy mit is értiink folyadéksebesség alatt,
hiszen a fenti egyenletrendszerben a relativ sebességmezd tetsz6leges lehet, barmely két
megfigyeld kozott. Egyiket valamilyen fizikai médon célszer( a folyadékhoz rogziteni. A

folyadék sebességének rogzitését dramldsvdlasztdsnak nevezziik.

Elvileg a sebességet rogzithetjiik a folyadék tetszdleges extenziv tulajdonsagihoz,
példaul a tomeghez (j° = 0), energidhoz (¢° = 0) vagy lendiilethez (p' = 0), de bonyo-
lultabb mddon is. Ezek utdn a relativ sebesség mar a folyadék tomegének, energidjanak,
illetve lendiiletének dramlését jellemzi a kiilsé megfigyel6hoz képest. Bonyolultabb dram-
lasokra példa tiszta anyagi (tomeg) €s energiadram keveréke [73]. Van szabadsdgunk az
aramlds rogzitésére, amit az abszolit egyenletekben az u® sebesség tetszéleges valasz-
tisa jelent. Az egyes vdlasztidsok azonban gyakorlati szempontbdl nem egyenértékiiek.
Az entropiaprodukci6 fenti forméja azt sugallja, hogy az dramldsvélasztasok koziil kii-
16ndsen egyszerl konstitutiv fiiggvényeket kapunk, ha az dramlést a termosebességhez
kotjiik, azaz w' = 0 médon vélasztjuk a folyadék sebességét. Ezt a vdlasztdst nevezhetjiik
termodramldsnak. Ekkor az entrépiaprodukcid:

a . ,u i 1 1 77 1]
05" = =107+ 4 Oip = 7 (P = p07) B0 2.0, (58)

Ez a vélasztas természetes is abban az értelemben, hogy visszapillantva a diffiziés dram-
stirliség, hdaramsiirliség, impulzussiirliség és nyomds (15), (18), (14) és (17), illetve a
kémiai potencidl, a h6mérséklet és a termikus sebesség (41), (39) és (40) transzforma-
cids szabdlyaira, felismerhetjiik egy olyan u’ megfigyel6 fizikai mennyiségeit, amelynek
relativ sebessége a folyadék u sebességére vonatkoztatva pontosan v* = —w'. Ezért tehat
az entrépiaprodukcio (58) formdja azonos minden, a termodramldssal definidlt kozeghez

képest v’ sebességgel mozgd megfigyeld szdmara.

Ahogy az el6z6 fejezet mozgési termosztatika elemzése mutatta, a sebesség €s az
impulzus viszonydra az entropia 1étezése egy kitiintetett dllapotegyenletet eredményez a
termodinamikai sebesség és a sajatimpulzus kozott, azaz p° = pw'. Bz azt jelenti, hogy
a termodramlds vélasztdsa ezzel az allapotegyenlettel egyben lendiiletdramlast is jelent.
Vagy, forditva, ha a folyadék lendiilete az, ami dramlik, akkor az allapotegyenlet miatt az

dramlas egyuttal a termosebességgel torténik.
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Diffiziés Termikus Mechanikai

Er6 —81% 82% aﬂ)j
Aram 5t q' -% (P9 — pd*)

1. TABLAZAT. Termodinamikai er6k és daramok

Ebben az esetben, tehdt a w’ = 0 termodramldssal definidlt, és p' = pv’ termosebes-
ség éllapotegyenlettel megadott kdzegre a (24), (25) és (26) relativ tomeg-, lendiilet- és
energiamérlegek szubsztancidlis formdja:

p+ pov' + 0ij' =0 (59)
pi' + 100" + 0, P = O, (60)

Az abszolit (34) és (37) Gibbs-rel4cid €s extenzivitasi reldciok megfeleld relativ for-
maban a kdvetkez6képpen irhatdk :

de = T'ds + pdp + vid(pv'), — dey = T'ds + pydp, (62)
etp=Ts+ pp+pv*> = ey +p="Ts+ wp, (63)

ahol e, = e — p% a belso energia és p, = |1+ % a belsd kémiai potencidl. Ezekkel a
mennyiségekkel a termodinamikai alapdsszefiiggések a szokott formdban irhatéak. Az
extenzivitdsi reldcibban a mozgasi energiat a nyomdshoz szoktdk sorolni a kémiai po-
tencidl helyett. A Bernoulli-egyenletként jelenik meg az extenzivitdsi relacié és benne a

dinamikus nyomas (a torlényomas és statikus nyomas kiilonbsége).
Az entropia (38) dramsiiriségének vonatkozo relativ formdja:

Sl:T(qZ—uj — Py +pv'). (64)
Az (59)—(64) termodinamikai Osszefiiggések és a mérlegek alapjan az entrépiapro-
dukci6 kozvetleniil szdmolhat6, és pontosan (58) lesz. Ennek megfeleléen az 1. tdblazat-

ban megadott termodinamikai er6ket és dramokat azonosithatjuk.

Linearis 0sszefliggést feltételezve, izotrop folyadékra azt kapjuk, hogy

i H 1
= — QUi — (=g} 65
J 56 T +X1a T (65)
i _v.akl 1
q = Xz@T + AazT, (66)
P9 = p§i — 5, 0,067 —n (8%3 + ' — gﬁkvkd”) . (67)
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Itt £ az (6n)diffuzids egyiitthatd, y; és x2 a Soret—Dufour-egyiitthatdk, A a termodinami-
kai hdvezetési egyiitthat6 (mert A\ = T2\ a Fourier-féle hGvezetési egyiitthatd), 1, €s n a
térfogati és nyir6 viszkozités.

Az alapmérlegek (59)—(61) rendszere, egyiitt a (65), (66) és (67) konstitutiv 6sszefiig-

7 7

gésekkel zdrt és az (0n)diffuzids dramstrtiség kivételével azonos a szokdsos kontinuitas-

Fourier—Navier—Stokes-egyenletrendszerrel. Az 6ndiffuziés dramsiiris€ég nem kiiszobol-
hetd ki dramlasvalasztdssal, elhagydsa fizikai feltételt jelent.

8. OSSZEFOGLALAS

Ebben a munkdban megmutattuk, hogy a nemrelativisztikus, azaz Galilei-relativiszti-
kus, egykomponens disszipativ folyadékok hogyan targyalhatdak a vonatkoztatési rend-
szertdl fliggetleniil, és milyen feltételekkel kaphatjuk meg a leirdsukra altalaban hasz-
nalt vonatkoztatdsi rendszertdl fiiggd, relativ Fourier—Navier—Stokes-egyenletrendszert.
A vonatkoztatdsirendszer-fiiggetlenséget a Matolcsi-féle Galilei-relativisztikus téridémo-
dell keretei kozott targyaljuk [5, 6], ahol a Galilei-relativisztikus térid6 az eredeti Weyl-
féle, affin terekre alapozott koncepcié kibontott matematikai megfogalmazdasa. Targyala-
sunk vektortereket haszndl, és indexes formalizmusra alapozott egyszerii szdmitdsi mod-

szert vezet be.

A fizikai alapmennyiség a tomeg-lendiilet-energia tenzor, egy két indexében szim-
metrikus harmadrendii négyestenzor. Ez kompatibilis a kinetikus elmélet momentum-
sorfejtésével, példaul az energia bevezetését illetden. Ennek négyesdivergencidja a fo-
lyadék tomeg-energia-lendiiletének megmaradasat adja, amelyet tetszSlegesen adott né-
gyessebesség a tomegmérlegre, lendiiletmérlegre €s energiamérlegre bont. A harmadren-
di négyestenzor négyesdivergencidja egy masodrendli négyestenzor-egyenlet. A tomeg-
mérleg ennek id6-id6szerd, az impulzusmérleg az id6-térszerd része (illetve a szimmetria
miatt tér-id6szer( is), az energiamérleg pedig a tér-térszeri résznek, amely egy masod-
rend{i harmastenzor egyenlet, a nyoma.

Az abszolut targyaldsbol levezettiikk a relativ fizikai mennyiségek és a mérlegek
transzformdcids szabdlyait. Az elmélet egyik kovetkezménye, hogy a belsd energia, ki-
netikus energia és a teljes energia kozti szokdsos kapcsolat egy transzformdcids szabdly.
A kinetikus energia tartalmazza a folyadék sajatlendiiletét, amely altaldban nem kothetd
valamely relativ sebességhez. Nincs abszoltt energia, de van kovaridns energia, azaz az

energia egy abszolit mennyiség meghatarozott része.

A termodinamika is vonatkoztatdsi rendszert6l fiiggetleniil adddik, pusztdn annyit

7 7

feltételezve, hogy az entrépia négyesvektor iddszerl része, az entropiasiirliség a tomeg-

sy

lendiilet-energia stirtiségtdl fiigg. Ez vonatkoztatasi rendszertdl fiiggetlen, abszolut allitas.
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Az entrépiasirliség derivéltja adja az intenziv mennyiségek masodrendli négyestenzo-
rat, a homérséklet-termosebesség-kémiai potencidl tenzort, abszolit médon. A mozgasi
mennyiségeket is tartalmazo Gibbs-relacio szubsztancidlis formdja tartalmazza az impul-
zushoz konjugdlt intenziv mennyiséget, a termosebességet és a relativ sebességet is, de a
teljes formula vonatkoztatési rendszertdl fiiggetlen. Ekkor viszont a mozgasi intenzivekre
vonatkozd dllapotegyenletek nem fiiggetlenek. A vegyes parcidlis derivéiltak egyenlGsége,

a megfelel6 Maxwell-relacié az impulzussiiriséget a termosebesség és a siirliség szorza-
taként adja, 1ényegében egyértelmiien.

Mivel az entrépiadram formadja is kovetkezmény €s levezethet6 az alapfeltevésekbdl,
az entropia négyesvektor divergencidjat, az entrépiaprodukciot ezek utdn abszolut médon
szamolhatjuk. A folyadék dramlésa tetsz6legesen rogzithetjiik, akar a tomeghez (Eckart-
aramlds), akar az energidhoz (Landau—Lifsic-draml4s), illetve mds médokon is.

Az entropiaprodukcié konkrét formdja megmutatja, hogy a folyadék mozgasat érde-
mes a termosebességhez kotni. Ekkor az impulzusfeltétel dllapotegyenlete miatt a min-
denkori megfigyel6hoz viszonyitott relativ sebességgel adhaté meg a relativ impulzussi-
riiség és a vonatkoztatdsi rendszertdl fiiggetlen entropiaprodukcié 1ényegében a megszo-
kott format olti. Az eltérés az ondiffizids tag jelenléte. Ezt nem lehet megfeleld dramlds-
valasztassal kikiiszobolni ugy, hogy a tobbi tag szokott formajat megdrizziik. Ha nullanak
tekintjiik, akkor az az anyagra vonatkoz6 fizikai feltételként interpretdlhatd, vagy megsérti

az entrépiaprodukci6 elvart fiiggetlenségét a vonatkoztatdsi rendszertdl.

Megjegyzések:

— Ha a Galilei-relativisztikus alapmennyiség harmadrend kontra-kokotenzor, ugyan-
olyan mérlegegyenleteket kapunk, azonos transzformaciés szabalyokkal. Ekkor az
energia és hdmérséklet helyett a tomegsiiriség és a kémiai potencidl reprezentalo-
dik mdsodrendd hdrmastenzorként. Ez az alapmennyiség a kovaridns komponensei
miatt azonban nem kompatibilis a kinetikus elmélet momentum-sorfejtésével kapott

egyenletrendszerrel. A transzformacids szabalyokat a C. Fiiggelékben kiszamoltuk.

— Azegyszerl anyagok semleges koriilmények kozotti stabilitdsa alapvetd az egész fi-
zikaban. E nélkiil nincs objektiv megfigyelés, a nem reprodukélhatdak a jelenségek.
Ennek az elvnek fizikai-matematikai modellje a termodinamika maga. Az entrépia
létezése €és novekedése, az egész termodinamikai keretrendszer ezt eredményezi és
ezt jelenti. A termodinamika ilyen felfogédsa egyuttal onellen6rzési lehetdség is. El-
varhatd, hogy az egyszerii folyadék homogén egyenstlya elszigetelt rendszerben
pusztdn a termodinamikai feltételek miatt stabil legyen. A most levezetett folya-
dékmodell ehhez teljesit egy fontos sziikséges feltételt.

Belathatd, hogy a kapott (59)-(61), (65)-(67) egyenletrendszer generikusan stabil,
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azaz a homogén egyensilya linearisan stabil, ha a termodinamikai stabilitas teljesiil
(az entropia konkdv) és a transzportegyiitthatok nemnegativak, illetve
0 01

d p
[ A — — — = >0.
pT Ao Tt xe)5 7 =0 68)

Itt az els6 két tag és a harmadik tag egyiitthatdja termodinamikai feltételek miatt
nemnegativ, egyediil az utolsé tagban szerepld parcidlis derivalt vezethet az egyen-

16tlenség sériiléséhez.

— Ennek a munkdnak a fémotivacidéjat a relativisztikus folyadékok hasonlé problémai
jelentették [74, 75, 76, 62,77, 65, 71, 72,78, 79, 73].

A. FUGGELEK. GALILEI-RELATIVISZTIKUS TERIDO

Itt roviden ismertetésre keriil a Galilei-relativisztikus téridémodell.

A Galilei-relativisztikus téridémodellben van:

1. Az M téridd az x € M események (vagy villanatok) négydimenzids irdnyitott affin

tere az z* € M téridétartamok négydimenzids vektortere felett.

2. Az I idd egy dimenzi6s irdnyitott affin tér a ¢ € [ id6tartamok egydimenzids irdnyi-
tott vektortere felett.

3. A7 : M — I idokiértékelés egy affin sziirjekcid a 7, : Ml — I linedris leképezés, az

idotartamkiértékelés felett.
4. D a tdvolsdg mértékegyenese, amely egydimenzids irdnyitott vektortér.

5. Adz;: E x E — D ® D euklidészi szerkezet egy szimmetrikus bilinearis leképezés,

ahol E := Ker(r) C M a térvektorok haromdimenzids linedris altere.

M dualisat, azaz az Ml — R linedris leképezések vektorterét M*-al jeloljiik. M* =
= Lin(M, R) elemeit kovektoroknak nevezziik és als6 indexszel jeloljiikk. Hasonl6képpen
[E dudlisa E*. Ezek az indexek absztraktok abban az értelemben, hogy nem vonatkoznak
semmilyen koordinata- vagy vonatkoztatdsi rendszerre, egyszerilien a kiilonféle rendd és
tipusu tenzoridlis mennyiségek egyértelmi jelolését jelentik. A fels6 index kontravariéns,

az alsé index kovarians, kovektor komponenseket jeldl.

Az z,y € M események kozott idtartamot 7(x) — 7(y) = T,2* médon szamoljuk,
ahol 2 = x — y. Két esemény egyidejii, ha a kozottiik eltelt idGtartam nulla. Két egyide-

ji esemény kiilonbsége térszerii vektor. Ezeket feliilhtizott indexszel, megkiilonboztetett
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1. ABRA. A Galilei-relativisztikus térid6, id6pontok és vildgvonalak.

médon jeloljiik: 2% € E, illetve , € E*. Egy 2% térszer(i vektor hossza ||z|| = /296 ,52°,
ahol 0,5 = Idg.

A modell legfontosabb elemeit az 1. dbran mutatjuk be. Lathatjuk, hogy az id6 és az
idokiértékelés egy folidzast vezet be a téridon: az egyidejl események térszerd altereinek
egymadsutdnja hlien modellezi klasszikus tér- és id6fogalmunkat.

Ha z, egy kovektor, azaz egy =, : M — R linedris leképezés, akkor annak E-re tor-
ténd megszoritasat, x; € E*-t az eredeti x, kovektor abszolut térszerl részének nevez-
ziik. A megszoritds projekcidjdnak jelolésére bevezetjik a 6" € Lin(M*,E*) jelolést.
Tehét 6 z;, = z,. Fontos megjegyezni, hogy az euklidészi szerkezet lehet6vé teszi |E és
[E* azonositasat, de ezt nem tehetjiilk meg M-vel és M*-al, mert nincs rajta sem euklidészi,
sem pszeudoeuklidészi szerkezet: a téridGtartamok vektorterén nincsenek térid6hosszak.
Absztrakt indexes jelolésiinkben a, b, c,d, e, f, g indexeket haszndlunk a négydimenzids
térid6 abszolut fizikai mennyiségeire, a, b,¢,d, e, f,g indexeket a haromdimenziés tér fi-
zikai mennyiségeire a téridobe dgyazva értend6ek. Tovabba ¢, j, k, [, m-el jeldljiik a szo-
kdsos haromdimenzids relativ mennyiségek indexeit, ha a relativ sebesség is megjelenik a
formuldkban. Ez fog el6fordulni a kiilonféle transzformacids szabalyokndl, illetve amikor
a szokdsosan szerepld formuldkat értelmezziik. Az ilyen indexek két abszolut sebesség-
mez6 jelenlétét jelzik.

A vektorok és kovektorok fenti jelolésrendszere azt a tényt formalizélja, hogy az 1d6

nincs bedgyazva a téridébe.
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A.1. SZETHASITASOK

s 7

A téridében torténd létezést vilagvonalak segitségével, id6bdl téridébe 1éképezd
r: I — M vildagvonalfiiggvényekkel irjuk le. A vilagvonalfiiggvényeknek a térid6 szer-
kezetébdl kovetkezd trividlis tulajdonsaga, hogy 7(r(t)) = t. Ennek megfelel6en barmi-
lyen id6pontban képezett iddderivaltjaik, a Galilei-relativisztikus négyessebességek olyan
specidlis négyesvektorok, amelyek id6kiértékelése, 7,u® = 1. Egy négyesvektor fizikai
mennyiség térszerii részét egy adott u” négyessebesség iranyu vetiiletével képezziik. Az
u® irdnyu vetits fiiggvény, az u-projekcio % = 65 — u®m, : M — E lesz, ahol §9 az iden-
titds M-en.

A 7, id6kiértékelés és az elobbi u-projekcié mellett még két fontos fliggvényiink
van, amely az M téridStartamokat az I id6tartamokkal és az E térvektorokkal kapcsolja
Ossze. A négyes kovektorokat térszer{ire megszorit el6bbi 0% € Lin(M*,[E*) fiiggvény
dudlisdval a 0% € Lin(IE,M) fiiggvénnyel dgyazhatunk be hdrmasvektorokat a tériddbe,
id6tartamhoz egy négyessebességgel hozzarendelhetiink egy téridStartamot, hiszen u® :
I — M. A négy alapvetd leképezést még egyszer felsoroljuk:

— Ty M — 1T,

A dudlisaik a megfeleld dudlis terek kozotti leképezéseket adjdk meg:

— 7, 1 — M*,

u® : M* — 1,

— b E* — MY,

— ot M" = E*.

Itt felhasznaltuk, hogy egydimenziés vektorterek kanonikusan azonosithat6ak dudli-

sukkal (id6 = koidd), a transzpondltakat pedig az indexek eltoldsdval jeloltiik. A fentiekbdl
a kovetkez6 azonossdgok vezethetdek le:

Tut =1, 7,0% = 0, mout = (6% —ubr )u =0 756% =4

ol Q!

(69)
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Két abraba osszefoglalva megjegyezhetébbek a viszonyok :

7"% Ta 5z§a u®
ESS M — I E* €5 M* — T*
0% u 7,0 Ta

b b

A fenti diagramok felsd sordnak leképezései egy téridovektor és kovektor id6- és

térszerd részre torténd széthasitasat adjak meg.

A.2. VEKTOR u-FORMAJA

A vektorok maguk el6allithatéak egy u® sebességgel széthasitott részeikbdl. A to-
vabbiakban az ilyen elallitast a vektor u-formdjdnak nevezziik. Legyen példaul A egy
téridovektor. Ekkor 1d6- és u-térszer( részeinek €s a széthasité u® négyessebesség segit-

7z

ségével elballithatod:
A* = Au® + A°, (70)

ahol A = 7,A® a vektor id8szer( része, A® = 73 A’ pedig az u-térszerd része. Vektor
id6szer( része nem fiigg u-tol, ezért abszolut, a térszerl része viszont fiigg. Specidlisan
egy u” sebességvektor idGszeri része 1, egy masik u'* sebesség szerinti térszeri része
pedig

mhub = (69 — v m)ud = u* —u' =",
u® relativ sebessége u'*-hoz képest.

Galilei-relativisztikus téridon az extenziv mennyiségek természetes médon négyes-
vektorok, amelyek id6szer( része a stirliség, u-térszerd része az dramsiiriség. Az exten-
ziv mennyiségek siirlisége fiiggetlen a széthasitd sebességtdl, térszerl része nem. Latni

fogjuk, hogy az u-fiiggetlenség Galilei-invarianciat is jelent.

A.3. KOVEKTOR u-FORMAIJA

Hasonlé médon kovektorok is dltaldnosan felirhatok u-1d6 és térszerli komponenseik

€s a széthasitdshoz hasznalt négyessebesség segitségével. Egy B, kovektor:
B, = Br,+7!B;. (71)

ahol B = u*B, és B; = (5;Bb.

Figyeljiikk meg, hogy B, térszert és u-id6szer(i részei valdban B; és B, de ellentétben

a vektor (70) elballitasaval itt ez kozvetleniil nem latszik. Tovabba fenti felbontasban fi-

gyelniink kell, hogy 7ra5 nem szedhets sz€t két részre, pontosabban u5317 onmagdban nem
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képezhetd, hiszen B; € E* és [E* nem részhalmaza M*-nak. Tehét a fenti formula B, =
= B7, 4+ By — 1,u’By = (B — uB;)7, + Bj, kényelmesnek tlin6 csoportositasa végsé
soron helytelen. Azonban a térszeri-idészer( felbontds szemléletessége, és az abszoltit
térszer rész 6ndll6 megjelenése miatt a szdimoldsok attekinthetdségébdl szdrmazé eld-
nyOk nagyobbak, mint a hibdzas lehetdsége, ezért a tovabbiakban mégis haszndlni fogjuk,

tigyelve arra, hogy 7ra’_’ két része pontosan szerepeljen a formuldkban.

Specidlisan a téridd derivalasa 0,, mint kovektor, a kovetkez6képpen irhaté fel egy

u® négyessebesség szerint széthasitott id6- és térszerli komponenseivel:
Oy = Ta(dy — u’V3) + Va, (72)

ahol d,, = u®0, az u-idéderivalt, V; pedig a térderivalt. Az id6derivalt u-fiiggd, a térde-

rivalt nem az.

Megadjuk a masodrend(i tenzorok u-széthasitott részekbdl Osszetett formdjat is.

A.4. TENZOR u-FORMAJA
Egy T% € M ® M kontra-kontravaridns tenzor u-formdja a kovetkezd:
T = tufu® + u + % + ¢, (73)
ahol

— t = 7,717 a T tenzor idd-idészerii része. Lathatoan ez u-fiiggetlen, abszoliit.

— 1% = w77, a T tenzor tér-iddszerii része, illetve t* = 7.7°n} az id6-térszerit

rész.

— % = qaTedr b a T tenzor tér-térszerii része.

A.5. VEGYES TENZOR u-FORMAIJA
Egy )9 € M ® M* kontra-kovaridns tenzor u-forméja a kovetkezd:

Q% = 4"+ Ty 4% = quTy + ¢y + U T G + ¢y =

(u(q — uqe) + ¢ — ¢%u®) 7 + qu + ¢, (74)

ahol

—q¢*=ub %, a Q9 vegyes tenzor ko-iddszerii része,
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- q% = 050Q%, a Q% vegyes tenzor u-fiiggetlen ko-térszerii része

q = ubT,Q%, a Q4 vegyes tenzor idd-idbszerii része,

— ¢ = u’rQ5, a Q4 vegyes tenzor tér-iddszerii része,

@ = Ta0f Q% a QY vegyes tenzor idd-térszerii része. Bz a rész u-fiiggetlen, abszo-
lut.

- k= W(Z(SBd ¢, a Q% vegyes tenzor tér-térszerii része,

A.6. KOTENZOR u-FORMAIJA

Egy Rq, € M* ® M* ko-kovaridns tenzor u-formaja a kovetkezd:

_ - c ¢_d
Rap = 1Ty 4+ Taemy = (1T + 767, ) Ty + TeTaTy + Togmy Ty =

(r = 2rou® + roguu®) 7o7 + (r5 — rpqu?) 7o + (ra — raqu?) T + ra, (75)
ahol

2

— 1, = u’ Ry, az R, kotenzor ko-iddszeri része,
— Tap = 05 Rac, az Ryp kotenzor u-fliggetlen ko-térszerii része,
— r = u"ub Ry, az Ry, kotenzor id6-iddszerii része,

— 1a = 0 ub Ry, az Ry, kotenzor tér-iddszerii része, illetve ry = 0fu® Ry, az ido-

térszerii része,

- Tap = 5;(55dRcd, az R, kotenzor tér-térszerii része. Ez az u-fliggetlen rész.

B. FUGGELEK. MEGFIGYELOK ES GALILEI-TRANSZFORMACIO

A téridémodell pontosan tiikrozi azt a mindennapi tapasztalatunkat, hogy az id6 t6-
liink fiiggetleniil telik, de a tér, a kdrnyezetiinkben lev§ targyak éltal kirajzolt kdrnyezet
szubjektiv, megfigyelofiiggd. Az id6 abszolut, a tér relativ. A relativ szempontokat a meg-
figyel6k segitségével értelmezziik. Egy megfigyeld éltaldban a téridén megadott globdlis
sima sebességmezd (lasd [6]), amit a tovdbbiakban egyetlen sebességgel, 1ényegében lo-
kalisan reprezentdlunk. A lokdlisan egyetlen sebességet gondolatban az egész téridore
kiterjesztve, azaz globalis homogén sebességmezit bevezetve kapjuk az inercidlis megfi-

gyelSket. A megfigyel6 alatt dltaldban adott tartomdnyon sima sebességmezot értiink [6],
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nem kell, hogy mindeniitt értelmezett, azaz globdlis legyen. Minden esetben elegendd,
hogy adott téridépontban négyessebessége idbre €s térre bontja a térid6t, és az abszo-
It fizikai mennyiségeket id6- €s térszer( részekre hasitja fel a térid6 minden pontjaban.
Eppen ezért a transzforméciés formuldk és egyenletek nemcsak a szokdsos inercidlis meg-
figyel6kre vonatkoz6 Galilei-transzformaciok, hanem — amennyiben a széthasit6 sebesség

allandésdga nincs kihasznalva — minden megfigyel6re vonatkoznak. Az abszolut jelzd al-

talanosan megfigyel&fiiggetlenséget jelent.

Lathattuk, hogy egy Galilei-relativisztikus tériddmodellben egy sebességmez6 segit-
ségével egyértelmlien meg tudjuk adni a fizikai mennyiségek 1d6- és térszerd részeit. Egy
madsik sebességmezd pedig masképpen bontja id6- és térszerl részre ugyanazt az abszo-
lut fizikai mennyiséget. Azt is ki tudjuk szdmolni, hogy egyik megfigyeld altal észlelt
komponensekbdl hogyan képzddnek egy masik megfigyeld altal észlelt id6- és térszeri
komponensek. Ezeket a transzformdcios szabdlyokat egy tériddmodellben egyértelmiien

kiszamolhatjuk, nem sziikséges intuitivan bevezetni.

B.1. VEKTOROK

Léttuk, hogy egy A® vektort az u® megfigyeld A = 7,A% id8szerl és A® = 7% Ab
u-térszerl részekre bontja. A nemrelativisztikus fizikai elméletek térid6tudatlanul ezeket

a mennyiségeket 6nalléan haszndljak, levélasztva a térid6rdl. Két kiilonbozé u® és u'®
négyessebesség dltaldban kiilonbozd 1d6- és térszerli komponenseket eredményezhet:

au A au/ Al
A'<<Az‘)a A‘<<A/z‘>7

ahol 7 = 1,2,3 harmasvektor indexeit jeloli, < pedig az u® szerinti széthasitast. A megfi-
gyelSk kozotti valtast megadé transzformacids szabalyok megmondjék, hogy az A’ és A"
hogyan fiigg A-t6l és A’-t6l. Tériddmodelliinkben ezt egyszerlien igy szdmolhatjuk ki,
hogy a u“-val széthasitott komponensekkel kifejezett fizikai mennyiséget, jelen esetben

ez A® = Au® 4+ A%-t, széthasitjuk u'* szerint. Tehét egy vektor idészerti komponense :

A =T1,A% = 7,(Au® + A%) = A, (76)
nem valtozik, nem transzformalddik, azaz Galilei-invaridns. Ez nem meglepd, mert a szét-
hasité fiiggvény nem fiigg a sebességektdl. Egy A® vektor térszeri komponense:

A =3 A" = (0% — um) <Aub + AB> = Au”+ A* — Au" = A® + A(u® — ).
77
Az u”-nak u'*-ra vonatkoztatott relativ sebességére bevezetjiik a v® = u® — u'* jelo-
1ést és attériink harmasindexekre. Ekkor a négyesvektor térszerli komponensének transz-

formécids szabdlya
A= A A,
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pontosan a szokdsos Galilei-transzformacid. Az 7, j, k harmasindexek megjelenése altala-
ban azt jelzi, hogy az adott formuldban egyszerre két sebességmezd is jelen van a relativ

sebesség miatt. A teljes transzformécids szabdly :

A A
(A/z) = <AZ—I—A’UZ) . (78)

Specidlisan a sebességek transzformacids szabdlya ebbdl kozvetleniil is szarmaztathatd.
Egy négyessebesség onmaga szerinti széthasitdsa

u“—U% 1
0 )"

Illetve a térszerli komponensének transzformdacids szabdlya egyszerlien a relativ sebessé-

get adja,
b = (09 — v n)ub = u —u'* =0, (79)

ahogy ezt vartuk is. A teljes szabdly furcsdn hat:

0)-()

de egyszerien azt jelenti, hogy az 6nmagdhoz képest ’dllénak’ tekintett u* megfigyeld
dlldsa mdsik u'* megfigyeld szdmara v® sebességgel torténd mozgdsnak ldtszik. Fontos
megérteniink, hogy az Osszes tobbi transzformacids szabdly jelentése mutatis mutandis

ugyanezt jelenti.

Altaldban csak a Galilei-invaridns fizikai mennyiségeket tartjdk vonatkoztatdsi rend-
szertdl fiiggetlennek, holott nemcsak azok, hanem transzformdl6dé mennyiségek meg-
felel6 kombindcidja is abszolut lehet, amennyiben egy abszolut tériddmennyiségrol van
sz6. Egy négyesvektorral megadott abszolt fizikai mennyiség (pl. egy extenziv) idészer(
komponense (a stirlisége) Galilei-invaridns €s ezért abszolut, a térszerli komponense (azaz
az dramsir(isége) transzformalddik, ezért nem abszolit, de ez nem valtoztat semmit azon,
hogy az egész extenziv vektorslriiség abszolut. Ugyanez érvényes a sebességre, ahol a
négyessebesség abszolut, annak ellenére, hogy latszélag csak a térszerli komponens hor-
doz fizikai informaciét. Téridomodellben megfogalmazva egy fizikai elméletet pontosan

eldonthetd, hogy fiigg-e a vonatkoztatdsi rendszertdl, vagy nem.

B.2. KOVEKTOROK

Lattuk, hogy egy B, kovektort az u® sebesség B = u?B, id6szerl és B; = 6B,
térszerl részekre bont. A kovektorok széthasitott komponenseit alsé indexszel és sorvek-
torokkal reprezentéljuk:

B. =< (B, B;).
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Az eldbbiek alapjan az idGszerli komponens transzformacids szabdlya:
B = u"B, = u“(Br, + 1'B;) = B — v"B;, (81)

ahol felhasznéltuk (79)-t, illetve a (69) azonossdgokat. A térszerli komponens transzfor-

macids szabdlya:
B.=6'By,=6"(Br,+n°B.) = Ba, (82)
A teljes szabdly:
(B',B)) = (B —v'B;, B"). (83)
Ezt példaul a 0, téridéderivalasra alkalmazva kapjuk, hogy :
(dw,V5) = (dy —v'V;, V,). (84)

Specidlisan, ha az u® sebesség valamely kozeg sebességmezéje, u'* pedig egy megfigye-
16é, akkor d, a szubsztancidlis id3derivalt, v* a megfigyelének a kdzeghez viszonyitott
sebessége és d,, = d, — v'V; a d, = O, parcialis id6derivalt és a d,, szubsztanciélis id6-

derivalt kozotti osszefiiggés: 0, = d, — v*V,.

B.3. TENZOROK

Egy 7% mésodrendii kontravaridns tenzort az u® megfigyeld t = 7,7, 7% id6-

idGszert, t* = w7, T id6-térszerd €s 1% = nor% T tér-térszeri komponensekre hasit

u ([t ¢
ab

A megfeleld transzformdcids szabalyok a kovetkez6 moédon szdmolhatéak. Az ido-

szét. Azaz

1ddszerli komponens invaridns:
' =1,mT*" =t (85)
Az 1d6-térszerli komponens transzformécids szabdlya olyan, mint egy harmasvektoré:
0 =70, T = (6% — u'*7.) (tu’ + t°) = tu® — tu* + " = t* + 1" (86)
A tér-térszerli komponensé bonyolultabb:
t/(_ll_) — 7T/6_(L:7T/l_)dTCd — W/iﬂ'/l_)d(lfucud + téud + uct(_i + téEl) —
tv®? + b + 0 4 1%, (87)
Itt ismét felhasznaltuk (79)-t, illetve azt, hogy térszer(i vektorok tetszdleges sebesség-
irdnyban vett vetiilete maga a térszer vektor 7% t° = (6% — u®r, )t® = 2.

A teljes transzformdcios szabaly :

¢ B t t+ tot (88)
) T\ ted T ] Tt )
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B.4. VEGYES MASODRENDU TENZOROK

Egy Q% mésodrendd kontra-kovariéns tenzort az u® megfigyels ¢ = 7,u’Q% id6-
1 o a _ —a,bNe 2.2 12 2 o dNa 1A% +4 7z 2z a _ —aSsdnNc z
id8szert, ¢ = 7u’Q% tér-idSszerd, g, = 7,0 Q)% idS-térszerl €s ¢ = m.0,°Q tér-

térszerl komponensekre hasit szét. Azaz

at (q ¢
< -
oL (qj qj>

A megfeleld transzformicids szabdlyok a kovetkezd moédon szamolhatéak. Az id6-

id6szeri komponensre:
/ b Ma b c [
¢ =1,u"Q% =u"(qm + 7y qc) = ¢ — Ve (89)
A hérmasvektornak kinézd id6-térszerli komponens nem transzformalddik :

G = 105 Q% = 6 (a7 + mlaz) = 4. ©0)

Itt felhaszndltuk, hogy 6,°7. = 05 és 6 °m " = ;. A tér-idSszeri komponens transzforma-

cids szabdlya:
¢" = 7upQ = T qul + ¢F —uvqy — ¢°) = ¢+ " — vl — g’ O
A tér-térszerli komponens transzformdcids szabdlya:
¢y = 7' Q% = U apu + ) = a5 + V. (92)

Itt ismét felhasznaltuk az eddigi azonossagokat. A teljes transzformécids szabdly :
¢ 4 q—v'q; Gi
ot} — , ; ; ). 93
<q’] q’i) (qﬂ + v/ (g —vhqr) — b ¢+ qwf) ©3)

B.5. MASODRENDU KOTENZOROK

Egy R, mdsodrend(i ko-kovaridns tenzort az u® megfigyels r = u®u’R,;, idd-

id6szerd, rz = 5acubRcb tér-idoszerd és r;; = 5;61{[}%6[1 tér-térszerd komponensekre hasit

u r T
R, < ‘.
T'j Tij

A megfeleld transzformdcids szabdlyok a kovetkez6 moddon szdmolhatéak. Az id6-

szét. Azaz

1d6szerli komponensre :

r = u'“u'bRab _ ulaulb (T‘TaTb + TEWQETZ) + TaTaﬂbE + Taaﬁbaﬂad> -

u'® <7”Ta +rem S — reTavp — régvbﬂad> =1 — 2rz0° + roguu?. (94)
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Az 1d6-térszerli komponens transzforméacids szabdlya:

S Ry = 0° (T’TC +rgmd —ryr ot — raévéﬂcd) =r; — g0 (95)

/ N
r; =

A tér-térszerli komponens invariins:
! ccd
Tap — 5& 65 Rcd =Tab- (96)

Itt ismét felhasznaltuk az eddigi azonossagokat. A teljes transzformaciés szabaly :

ror r— 20 +viviry o —viry
( / /Z) = ( ’ ]> . 97)

R |
ri — VT Tij

C. FUGGELEK: HARMADRENDU VEGYES KONTRA-KOKOTENZOR
TRANSZFORMACIOS SZABALYAI

A fentiek alapjan tekintsiink egy M} : M — M ® M* @ M* tenzormezé6t, amelyet
az egykomponensi egyszerl anyag energia-impulzus-tomeg tenzordnak fogunk tekinteni.
Feltételezziik, hogy a tenzormezd kovaridans indexeiben szimmetrikus. Egy adott u® €

27 oz

€ V(1) négyessebességgel képzett komponenseivel a kovetkez6 dltalanos formdba irha-

to:
M, = mpu®mi, =
1 a 1 e 1 d_e a
ETHTe — EpEﬂT pTe — §Pé7T <o+ 50&@77 pTe | U+
a 1 a._d 1 a__ e 1 a d_e
T — s PYmy T — S Pen ST+ cmi oyl ) (98)
2 2 2 ¢
ahol
Mipe = T, ML, és  mS, =7 M2 (99)

Ezek a siiriségek és aramok tenzorai, my,. az energia-impulzus-tomegstirliség kotenzor,

illetve m9 az energidrams{irtiség-nyomds-diffizios dramsiirliség tenzor. A tovibbi részek

pedig:

— e = ubutmy, = T,ubu’ Mg, az energia-lendiilet-tdmeg tenzor id6-id6-idSszer( része,

az energiasuriség.

— pa = —2u6 mg. = —21,u°6 MY, az energia-lendiilet-tomeg tenzor id6-id6-
térszeri részéhez kot6ds, a lendiiletstiriiség, illetve p; = —2u’6imyg = —

—27,ub§ M?, az id6-tér-idSszer( részhez tartozik.
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— poe = 2010 mge = 27,626 M, a tomegsiirtiség-kotenzor, az M, tenzor id6-tér-
térszerii részéhez kotodik.
a _ ucub

a __ c..b_a d . 2 o o 2 a P P
-q mG,. = uu’nG My, az energiadramsiiriiség, az MY$, tenzor tér-ido-

iddszerii részéhez.

a __ cSepna cSea Nfd . a PR PaYs P
— Py = =2u°0,mS,. = —2uo Yy Me, a nyomds, az M, tenzor tér-idd-térszerii ré-
széhez tartozik és a tenzor szimmetridja miatt ez egyenld P2 = —2u’5.fm3_-vel.

- Mi = 25{(5; m% MY, a diffiizids dramsiiriiség, az M, tenzor tér-tér-térszerii része-

nek kétszerese.

A véltozo eldjelek és kettes faktorok oka, hogy a hagyomanyos mennyiségeket a mér-
legekben és a transzformécids szabdlyokat a lehetd legpontosabban szeretnénk visszakap-
ni.

C.1. A TER- ES IDOSZERU RESZEK TRANSZFORMACIOS SZABALYAI

Az adott objektiv fizikai mennyiség transzformdcios szabalydnak azt nevezziik, ami-

la

kor u'* sebességgel képzett id6- és térszerli komponenseket az u® sebességgel képzett

komponensek €s a relativ sebesség fiiggvényében adjuk meg. A B. Fiiggelékben meg-
adtuk, a kiilonféle elsd és masodrendii tenzorok transzformdcids szabdlyait. A szamitds
soran a tenzorok u-formdjat az u’ sebesség szerint hasitjuk szét. A tomeg-energia-lendiilet

tenzor esetén is hasonldan jarunk el:

a

Az u'-energia az M ¢, tenzor u-komponenseivel és a v* = u® — u'® relativ sebességgel

kifejezve:

_ 1 _ 1 -
/ b Ic a b Ic a € d__e
e =uu T My =uu <€7'ch — =PaTpTe — =PeT . Tp + = PgeT T ..

2 2 2
= e+ pgvb 4 PRyayd, (100)

Az u/-lendiilets(iriség pedig:

/ resd a recd a g d_e
Py = —2u 55 TVl go = U 55 <—2€7'ch + DAy Te + DeT To — PaeT pT c>

= D5+ " (101)

A pgp stirliség abszolut, nem transzformalédik :

Phe = 20567 MG, = pre. (102)
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Az energiadrams(riiség transzformacios szabdlya:

1a

| S ;
¢ = uuemEMG, = uu ((emc - §pa7r‘§,% - §pe7ri7b + §pdeﬂ‘?ﬂf€c>) v

_ 1 . 1 1

1
= ¢ + (e + ppo® + %U%C)v +2Pht Sm bt (103)

A nyomads transzformécidja:

PP = 20657 M Y, = 1/ (pyre — prems,) v+
+ U0 ’“( fmbch mdfgwcgﬂ f)
= P§ +ppv” + ppvv” + m 0" (104)

7 2

Végiil pedig a diffizids dramsiriiség a kovetkez6képpen transzformalodik :

m's =206 WiMY, == m?, + pr”. (105)

A hagyomdnyos jelolésekkel dsszefoglalva irhatjuk, hogy:

' i Pij g

e =e-+pv +7vv, (106)
v = pi + pigt?, (107
bl = pi (108)
q"=q +v'(e+pj’ + p;k Vo) + Pl + %vkv", (109)
P/ =P\ +pu' + p;k vk 4 %vk, (110)
m'y, = m'y, + v’ (111)

Egy fontos specidlis eset, amikor a tomeg- és a diffizids dramsfiriség tenzorok iden-
., ., . _ , 4 o -
titdsok a kovaridns komponenseikben, azaz p;, = po;i, €s mj;, = j'd;;. Ekkor

¢ — e+piv"+gv2, (112)
P = pi + pvi, 13
Pij = Pi» (14
¢"=q +v'(e +pjvj+gv2)+P§'Uj+jiv2—27 (115)
P =P+ pjv' + pv'v; + j'vj, (116)
§" =4+ pv'. (117)

(118)
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den

Ezek a transzformdcios tulajdonsdgok pontosan megegyeznek a harmadrendd, min-
indexében kontravaridns tomeg-lendiilet-energia tenzor megfeleld komponenseire vo-

natkoz6 (13)-(18) transzformdcids tulajdonsdgokkal. A megfeleld mérlegek szintén azo-

nosak, és az entropiaprodukcié formdja szintén ugyanolyan. A két reprezentacié kozott

az intenz{v mennyiségek transzformdcids szabdlyai, illetve a relativisztikus és a kinetikus

z_ 2z

elmélettel torténd kompatibilitds kovetelményével lehet kiillonbséget tenni.

KOSZONETMONDAS

Fiilop Tamdasnak, aki mindig mondta, hogy van abszolut energia. Ugyan végiil nem

kotenzornak tlinik, de még az sincs kizdrva.
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