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A Volterra-elv egy olyan modszer, mellyel egy linedris reologiai anyagtorvényii szildrd ko-
zeg mechanikai folyamatdt egy egyszeriibb feladat : a megfeleld Hooke-rugalmassdgtani probléma
megolddsdbaol szdrmaztathatjuk. A Volterra-elv sajnos korldtozott érvényességi korii, példdul idd-
fiiggd peremfeltételek esetén — igy példdul egy alagiitnyitds okozta reologiai iddfiiggés meghatdro-
zdsdra — nem alkalmazhato. Ad azonban egy otletet: a Hooke-dllandok iddfiiggdvé tételét, mellyel
bizonyos iddfiiggd peremfeltételii reologiai probléemdk megoldhatoak, amint azt itt két alagiitnyi-
tdsi példdn bemutatjuk. A modszer dltaldnositdsdval a jovoben remélhetoleg bonyolultabb, csak
numerikusan kezelhetd Hooke-feladatok reologiai kiterjesztései is megoldhatok lesznek — e torek-

véstinkhoz a motivdciot Marta DoleZalovd munkdssdga adta.

1. A CELKITUZES MEGFOGALMAZASA

Tekintsiink egy homogén, izotrop Hooke-rugalmas kozeget, azaz melyben barmely r
helyen a o fesziiltségtenzor és az € deformécidtenzor kozott

o.dev — Edevedev’ o.sph — Ewsphesph7 Edev — 2G, Esph = 3K (1)
alakd anyagtorvény — konstitticids dsszefiiggés — teljesiil, ahol 9V és *P! a tenzorok devia-

torikus (nyom nélkiili) és gombi (az 1 egységtenzorral ardnyos) részét jelolik:

1
gSPh — g(tr €), g = SPhy o (2)

Ha ezt kiegészitjiik a mechanikai mozgasegyenlet eregyensulyi kozelitésével és a defor-
macidtenzor ,,dupladrvény-mentességével”:

6-V=0, VxexV=0, 3)
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tovabba a kozeg altal kitoltott tartoméany peremére kirétt megfeleld peremfeltételekkel —
alabbi példdinkban: a fesziiltség normalirdnyd komponensének eldirt értékével —, akkor a
probléma megoldésa 1étezik és egyértelmd.

Ez a megoldas 1étezik és egyértelmi, de nem feltétleniil konnyl megkapni ezt a bi-
zonyos megolddst. Ugyan linedris egyenletrendszerrel van dolgunk, de mig (1)-ben a ten-
zorok deviatorikus része kozotti kapcsolat eltér a gombi részek kozottitl (F9 £ Fsh
esetén), addig a (10)-beli mindkét egyenlet a deviatorikus és gdombi komponens Osszecsa-
toltjara, osszegére 1o ki feltételt — a peremfeltételek pedig szintén. Ennek megfeleléen a
feladat joval komplikéltabb, mint egy egyszerii potencidlfeladat.

Ezért amikor egy ilyen szitudci6 reoldgiai dltaldnositdsaval taldlkozunk, ahol az id6-
beliség is bejon a képbe, ésszerti torekvés, hogy a feladat térbeli bonyolultsagdval ne kell-
jen foglalkozni: prébédljunk meg a megfeleld rugalmassagtani megoldasra tdimaszkodni.
Hogyan néz ki egy (linedris) reoldgiai altalanositds: (1) helyett

Sdevo.dev — gdevsdev’ Sspha.sph _ gsphesph (4)

all el6ttiink, ahol S%, S*P", £9¢V g5 £57 a 2 jdGderivél6 operdtor polinomjai: az elméle-

tileg és kisérletileg egyarant kitiintetett [1, 2, 3] Kluitenberg—Verhds-modellcsalad esetén

példdul
0 i 0 A (0
Sdev =1 dev 7 ‘c/-dev — Edev Edev_ Edev I 5
TS T ot) ©)
0 ‘ b on @ Aanf 0\
sph _ 1 sph sph _ Esph Esph_ Esph I
S +7T 2% & + 8t+ (6’t> ) (6)

melyben az egylitthatok tovabbi anyagi paraméterek. A peremfeltételek mellett pedig mér
kezdeti feltételekre is sziikség van.

Lathat6an itt a deviatorikus és a gombi rész még sokkal fiiggetlenebbiil akar alakulni,
joval nehezebb biztositani, hogy tovabbra is minden idSpillanatban teljesitse az 6sszegiik
a (10) feltételeket, tovabba a peremfeltételeket is. Ezért nagy értékd tehat, ha Hooke-
rugalmassagtani informécidkra tdimaszkodva nem kell a térbeli feltételekkel bajlédnunk,

hanem koncentrdlhatunk az id6fiiggés behozta bonyodalmakra.

Egy ilyen lehet6séget nytjt a Volterra-elv [4, 5, 6], mely szerint a reoldgiai megoldas
megkaphat6 gy, hogy a Hooke-rugalmas megolddsban az £, EP! dlland6kat az S,
Seph gdev osph_pb¢] képzett megfeleld operdtorokkal helyettesitjiik, és a kapott idébeli dif-
ferencidlegyenleteket megoldjuk. Sajnos a Volterra-elv nem tétel, azaz nem ismeretesek
pontos matematikai szinten, hogy ez az it mikor jarhaté és mikor nem. Az elvégzendd
szamitds modja is felvet matematikai kérdéseket. Emellett tobb szerzd is felhivja a figyel-

met, hogy az elv idofiiggd peremfeltételek esetén nem alkalmazhat6 [35, 6].
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Alagutreoldgiai feladatok megolddsahoz tehat példaul nem haszndlhat6, ahol az iireg-
nyitds — mint megkeriilhetetleniil id6fiiggd, s6t tobbnyire igencsak rovid idéskalan valtozé
peremfeltétel — inditja el a kozeg id6beli folyamatat (mely aztdn honapokig-évekig tartd

mozgdast jelent).

Azonban ha kozvetleniil nem is alkalmazhatjuk a Volterra-elvet ilyen helyzetekben,
a benne rejld mélyebb gondolatot — hogy prébaljunk tdmaszkodni a térbeli feltételek-
re ismert megolddsra — mds mddon is kiakndzhatjuk. Ebben az alternativ véltozatban a
Hooke-allandokat nem operatorokkal, hanem id6fiiggé fiiggvényekkel helyettesitenénk.
Mintha az anyag rugalmassdgtani dllandéi 1d6fliggvé valnanak. Ekkor minden pillanat-
ban kielégitettiik a térbeli feltételeket — egy épp aktudlis F9(t), E*P"(t) értékparral —, igy

csak az ezekre general6dé iddbeli differencidlegyenleteket kell megoldani.

Kozelebbrdl megnézve, a térbeli feltételek egy része o-ra vonatkozik (ilyen a moz-
gasegyenlet és a fesziiltségperem — a tovabbiakban ilyen peremfeltételekre fogunk szorit-
kozni), mésik része e-ra (a dupladrvény-mentesség). Igy a térbeli feltételrendszer tigy is
teljesithetd, ha megengedjiik, hogy a fesziiltség rugalmassagtani megoldéséba tett F9V(t),
E®P(t) pér eltérhet a deformdcié megoldésdba tett E9V(t), ESP"(¢) partdl. Ha ez a négy
szabad fiiggvény nem lenne elegendd a (4) jelentette feltételek kielégitésére, akkor tobb
ilyen fesziiltség-megoldds szuperpozicidjaként is kereshetjiilk a megoldast, kiilonbozd
Edv(t), EPh(t) parokkal, és a deformacié ugyanigy kereshet6 szuperpozicioként. Az itt
vizsgélt egyszerlibb geometridji konkrét esetekben erre nem lesz sziikség, viszont bonyo-
lultabb helyzeteket a jovOben majd ilyen megolddskombindcidk formdjaban szeretnénk

megprobélni targyalni.

2. HOMOGEN, IZOTROP FESZULTSEGMEZOBEN NYITOTT ALAGUT

Az ,idofliggd édllandok” otletének miikodését eldszor egy olyan egyszerd ese-
ten mutatjuk meg, melyre a megoldds mds uton mar ismert [8, 9]. Egy vég-
telen, hengerszerli alagut nyitdsat tekintjiilk izotrop (csak gombi részt tartalma-
z0), helyfiiggetlen fesziiltségmez&ben. A nyitdst gy modellezziik, hogy a henger-

paldst mentén el6irt peremfeltételt, a normdlis fesziiltségkomponenst egy id6fiiggd

szorz6 révén egy |[t1,1s] idGintervallum sordan fokozatosan nul-

lava tessziik. A ¢t < t; i1ddkre a kiindul6, un. primer fe- n
sziiltségmezd uralkodik: a hengerhez illeszkedd r, o, z henger- "
koordinatarendszerben egyetlen komponens értékével az egész ) ‘

fesziiltség — és igy az egész deforméacio — jellemezhetd:

:67‘7‘17 €(t<t1) :é:éqp — 6-Sph. (7)
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A megnyitott (¢ > 1), R sugard alagut esetén két peremfeltétel van jelen:

o (R, @, 2) =0, lim o(r,p,z) =0 (8)

r—00

(ut6bbi egy aszimptotikus feltétel). A nyitds sordn o,..(R, ¢, z) -t csokkentenénk le &,.,.-r6l
nulléra.

Az itt bemutatand6 moédszerhez olyan id6fiiggd peremfeltételek lesznek sziikségesek,
ahol minden peremfeltétel ugyanazzal a A(t) id6fiiggd fiiggvénnyel kell dtskaldzédjon.
Ha a helyzet nem ilyen, mint jelen példdnkban (mert a végtelenbeli feltétel idofiiggetlen
marad), akkor a problémat szétszedjiik ilyenek Gsszegére. Esetiinkben ez egyszerlien a
primer mezd levondsdval érhetd el, ezért a tovdbbiakban a

0:.=0—0, E—€e—E 9
un. kiegészitd mezdkre atfogalmazott

6-%:0, % xéx%:(), (R, 0, 2) = —0pp, lim a(r,p,2) =0 (10)

r—00
Hooke-rugalmassédgtani feladat lesz a kiindulépontunk, melynek ismert megoldasa [9, 8]

R2
—z
R ~ dev _ r . N  dev L.
o(r) =6"'(r) =3, R =:0(r), g(r) =&"(r) = Wal(r)

r

(1)

(az elmozduldsmezbnek nevezett mennyiséggel nem lesz sziikséges foglalkoznunk). Az
aldbbiak szempontjabdl két fontos tulajdonsigot figyeljiink itt meg: hogy a fesziiltség
tisztdn deviatorikus, és hogy fliggetlen a rugalmassagtani dllandoktél. Dimenzids alapon
annyit tudhattunk szamolas nélkiil, hogy mivel a peremfeltétel fesziiltséget ir eld, a meg-

oldés ezzel ardnyos kell legyen, kovetkezésképp csak a dimenzidtlan

Edev
[ sph
kombinéci6tdl [avagy a v = (1 —n)/(2+n) Poisson-tényezGtdl] fiigghet. Torténetesen

n = (12)

az eredmény ennél specidlisabbnak bizonyul: 7-fliggetlennek.

Az alagttnyitdst a mar mondottak alapjin a
5},«(75,R,(,0,Z) = /\<t) ) [_5-?"7'] (13)

maédon modellezziik, ahol \(¢)-r8l elég annyit megkdtniink, hogy

A(t) 0, ha t<t,

1
f At) == 1, ha >t (14)
- | ¢ kozben sima.
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Az ehhez tartoz6 — tovdbbra is rugalmassigtani — megoldas

At
Ga(t,r) =% (t,r) = \(t) - 64(r), Ea(t,r) = &X(t,r) = E(dez co1(r).  (15)

Ezzel el6készitettiik a terepet az ,,id6fliggd allandok” moédszeréhez egy (4) reo-
16giai kozeg targyaldsdhoz: a (15) megolddsban egyediil eldfordulé E%' Hooke-
rugalmassagtani egyiitthat6 helyére helyettesitiink egy ismeretlen id6fiiggd fiiggvényt:

~ ~ dev ~ N ~dev A(t A
Oreol(t,T) = o-geol(t7r) = A(t) - 01(r), Ereal(1,T) = 5?eol<t7r) = E+"()t) -0(r).
(16)

Egy ilyen megoldds minden pillanatban kielégiti a térbeli feltételeket, hiszen minden pil-
lanatban egy Hooke-rugalmassagtani probléma megoldédsa: az egyetlen tennivalonk (4)
kirovasa.

Esetiinkben ez is egyszer(i: a gombi egyenlet trividlisan teljesiil, egyediil az

A(t)
devy __ ¢dev —
SN\ =E%, K(t) == 30

7)

egyenlet oldandé meg, olyan kezdeti feltételekkel, s6t, el6élettel, hogy r(t < t1) =0
(iiregnyitas el6tt a kiegészitd fesziiltség és deformdcid nulla). Ennek az egyenletnek egy-
értelmii megolddsa van, tehdt készen vagyunk. Az eredményt 0sszehasonlithatjuk az is-
mert, mas dton nyert megolddssal [8, 9], és megnyugtatd egyezést taldlunk.

3. HOMOGEN, ANIZOTROP FESZULTSEGMEZOBEN NYITOTT ALAGUT

A mésodik, bonyolultabb példdnk az el6z6 éltaldnositdsa: tetsz6leges — de tovabbra is
helyfiiggetlen — o primer mez&ben nyitunk hengerszerd iireget. A nyitds utdni kiegészité
mez&k Hooke-rugalmas esetben [7]':

o(r) =c(n)oi(r) +05(r), c)=5—, oulr)=|( 0 ,

! Megoldésukat ellendriztiik és néhdny kisebb sajtéhibdt kijavitottunk.
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a o primer fesziiltségmezdvel kapcsolatos

- 1, B 1 B .
0r =35 (Guw + Gyy). 5( — Gyy) COS(2¢) + G4y sin(2¢), (20)
_ 1, _ ) _
O-'rap(cp) = _5 (Ozz - Uyy) Sln(290> + Oy COS(QQO)7 (21)
Gr2() = G4, CO80 + Ty, sin g, Tz (p) = =04, 8in + 7y, cOS @, (22)
segédjelolésekkel, és
A 1 C(U) ~ dev ]- ~ dev sph ~ Sph
€= {Tacl‘e + 5036 +c(n)e? + oy
1 0(77) ~ dev ]- ~ dev ~ Sph
= {_n o + 50‘56 +[e(n) +1] 67" ¢ (23)
sph

ahol felhasznéltuk azt az észrevételt is, hogy o7 = h . Ertelemszertien a hengerpaldst
menti peremfeltétel itt is a primer mezd rr-komponensenek ellentettjével valo egyenl6-
ség.

7

Az iiregnyitést is az el6z8 esethez hasonléan egy A(t) szorzéval modellezziik, és ek-
kor ez a szorzé keriil rd a fenti fesziiltség- és deformacié-megoldasra, ugyanigy, ahogy
az elobb (11)-bdl (15)-re jutottunk:

Galt,r) = A(1) {c(n)(rl(r) + aQ(r)}, 24)
galt,r) = 2(;)1 {6(77) o + % 65" +[e(n) + 1] ”"h}- (25)

A reoldgiai eset megoldésat ismét a Hooke-rugalmassédgtani dllandok helyére helyet-
tesitett id6fiiggvényekkel reméljiik megtaldlni: jelen esetben a fesziiltségbeli 7-t is helyet-

tesitjiik, egy
B (t)

o(t) := (26)
77 ( ) E(s7ph (t)
ismeretlen fiiggvénnyel, a deformdcidbelit pedig egy masik,
Edev (t)
(L) = —=——= 27

kombindcidval, és természetesen maga a deformacioban szerepld E*P" helyére is EP0(t)-
t frunk. Mivel a fesziiltség E%'(¢)-nek és EP"(¢)-nek csak a hanyadosatdl fiigg, e két
fliggvény egyike szabadon megvélaszthatd vagy éppen rogzithetd, ezért élhetiink a leg-

egyszeriibb, E5Ph(t) := E*P! vilasztdssal.

Hérom szabad, keresett fiiggvénylink van tehat. Ezekre a (4) reoldgiai Osszefiiggé-

sek épp harom egyenletet ronak ki. Ugyanis a deformécidban harom linedrisan fiiggetlen
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tenzormezd szuperponalédik: 9% (r), 65 (r) és 7" (r). Igy mindegyik fiiggetlen mezs
1dofiiggbové valt egyiitthatéjara egy-egy egyenlet fog szarmazni: az els6 kett6ére a devia-
torikus, a harmadikéra a gombi reoldgiai 6sszefiiggésbol. Lassuk is ezeket az egyenleteket

konkrétan:

ev ev )\ C(TIS)
S® [Ac(n,)] = & (ﬁ " ) : (28)
Sdev/\ _ gdev (Ei\ph i) , (29)
SSph{)\ [c(ng) + 1] } — gph {Esph [c(na) + 1] } . (30)

Ez az egyenletrendszer egy kissé ziirosen néz ki, de valgjdban jelent6sen leegyszert-

sithetd. Bevezetve ugyanis a

‘ A1 A c(ne)
A1 = Ae(n,), K= P Ky = . (31)

segédfiiggvényeket, tovabba észrevéve, hogy

cn)+1= %[1 —2¢(n)], (32)

a kovetkezd letisztult, linedris differencidlegyenlet-rendszert kapjuk e hdrom ismeretlen
segédfiiggvényre (A pedig ugyebar eldirt):

Sdev/\l — gdevl‘117 (33)
SN = %%, (34)
SN 4 N) =E (5 —25). (35)

Kezdeti feltételként a kiegészité mezdk nullardl indulnak, ez mindhdrom segédfiiggvény-
re azonosan nulla elééletet jelent. Ekkor e differencidlegyenlet-rendszer megoldasa egy-
értelmd. A segédfiiggvényekbdl pedig az eredeti keresett E%Y, F%V, EPh fiiggvények

egyértelmiien hatarozhatok meg.

4. AZ ANIZOTROP ESET MEGOLDASA KELVIN-HOOKE-REOLOGIA
ESETEN

Altaldnos vizsgalatok helyett most a legegyszertibb reoldgia, a deviatorikusan Kel-
vin-, térfogatilag Hooke-modell esetére mutatjuk meg a megoldast, amikor is (4) konkré-

tan a kovetkez$ egyenletpart jelenti:

Aoy O
o.dev — Edeve 4 Ewdev_&.dev7 a.sph — Esph&.sph‘ (36)

ot
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Az iiregnyitds menetét jellemz6 A fiiggvény menetét a kovetkezonek vélasztottuk :

1 t — t1+to
. 2
A(t) = 5 1+ sin 7T—t ; ) (37)
2 Ul
2, v T
b \
! B ‘\‘
1,5:L E«lm"\ v o b
b . Bl
]_:— Esph Y,
'
!
! 7 R
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1. ABRA. Lassu, kozepes €s gyors iiregnyitds

Bér egy linedris egyenletrendszer ilyen specidlis inhomogén taggal analitikusan is
megoldhatd, szemléltetés céljabol elegendd egy numerikus, egyszerd idSléptetéses meg-
oldas is.

A feladatban két id6skadla van, a reoldgiai Eey /B és az iiregnyitds sebességét jel-
lemzd to — t1. Az 1d6lépéskozt a kisebbik idbskdla pl. 1/100-adrészének valaszthatjuk.
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Kivancsiak voltunk lassu, a kozepes €s a gyors liregnyitds esetére egyarant (ez alatt a két
id6skdla viszonya értendd). Egy kozepes Poisson-tényezd-értéket valasztottunk :

v=0,25 = n=04. (38)

A harom keresett fiiggvényt, £9-t, E%V-t és E*P-t a rogzitett E5P" = E*PM-vel leosztva a
harom hdnyados egyértelmtien hatdrozédik meg a megoldasboél, ezeket abrdzoltuk harom
nyitdsi sebesség esetére: amikor a reoldgiai iddskala joval kisebb a nyitds idoskéldjanal,

amikor 6sszemérhetbek, és amikor a nyitds ideje a sokkal rovidebb.

Féleg a gyors nyitds esetén szembeszokd, hogy mindhdrom keresett fiiggvény még
jéval a nyitds utdn is id6fiiggden viselkedik. Ez latszik tehdt ESV(t)/EP" = 5, (t) -n,
igy a megfelel6 v,(t) := [1 —n,(t)]/[2+n,(t)] ,idSfuggd effektiv Poisson-tényezén”
is. Ezt latva leszirhetjiik, hogy megoldasunk eltér a [7]-ben taldlhatd, a Volterra-elvet
alkalmazni prébdlé megoldast6l, amelyben a nyitds utdn v, (t) dllandd, értéke a Hooke-

rugalmas értékkel egyezik.

5. TOVABBI TENNIVALOK ES LEHETOSEGEK

Vizsgdlatainkban egyelore iddig jutottunk. Egy kovetkezd feladat az anizotrop esetre
mas modon kiszdmolt reoldgiai megolddssal [7] valo részletesebb dsszevetés.

Egy madsik tovabblépési lehet6ség mds analitikusan ismert Hooke-rugalmassédgtani
megoldasok reoldgiai kiterjesztése, a modszer tovabbi tesztelése. Bonyolultabb, tobb
helyfiigg6é tenzormezdbdl szuperpondlédd megoldasok esetén a legfeljebb négy szabad
1dofiiggvény kevés lehet a sok fiiggetlen idGbeli egyenlet megolddsahoz. Meg lehet vi-
szont prébalni tobb ilyen megoldds id6fiiggd egyiitthats szuperpozicidjaként keresni a
megoldast.

Logikusan ezutdn kovetkezik az a cél, hogy a médszert haszndlhatova tegyiik nume-
rikusan — példaul végeselemes modon — meghatdrozott Hooke-rugalmassagtani megoldé-
sokbol épitkezésre. Ennek gyakorlati haszna jelentds lenne. Megjegyezziik mindamellett,
hogy mar az analitikusan targyalhaté feladatok megoldésa is értékes, mert tesztelni lehet

velilk m4s analitikus vagy numerikus megoldasok josdgét is.

KOSZONETMONDAS

Koszonettel tartozunk Marta DoleZalovanak, aki csoportjdval az itt targyaltaknal sok-

kal bonyolultabb, dsszetettebb problémakat oldott meg, €s aki magyarazataival sokat segi-
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tett, hogy atlathassuk a talaj- €s k6zetmechanikai szamitasi feladatokban rejl6 kihivasokat.

Munkdssdga komoly motivéci6 és inspirdlé erd volt.

Ko6szonjiik Asszonyi Csabdnak, hogy ilyen er6sen ambicionalta, hogy a Montavid

Termodinamikai Kutatdcsoport foglalkozzon az itt vizsgalt feladatkorrel. Intuicidja, kér-

désfelvetései sokat segitettek kutatdsunkban. Béda Gyula pedig a Volterra-elv megvilagi-

tdsdban volt nagy segitségiinkre.
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