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Eloszo

A koényv, vagy inkabb fiizet, bizonyos szempontbdl rendhagyé. Kinek ajanl-
hato az elolvasdsa vagy a tanulmanyozasa? Mindenkinek, akinek linearis
algebrai tanulmanyai, vagy oktatémunkdaja soran miért kérdések meriilnek
fel. Mivel az oktatdi tevékenység soran, ha az oktatoban nem fogalmazddna
meg ilyen kérdés, akkor a hallgatok teszik fel. Alh’tom, hogy mindenkinek,
aki linedris algebrat oktat, e fiizetnek kotelezd olvasmanyava kell véalnia,
akkor is, ha ismeri a benne foglaltakat, és még inkabb, ha nem.

Voltaképpen, amit linearis algebra cimen a gazdasagi szakok oktatnak,
az egy tudomanyagnak csak egy ,egydimenziés vetiilete”, ami a gazdasagi
élet képleteihez és az operacidkutatdas moddszereihez sziikséges. A targyon
beliil maradva csupan arnyékokat iildoziink, a valédi folyamatokat nem lat-
juk. A valédi jelenségek az n-dimenzids térben jatszédnak le: az algebranak
geometriai hattere van.

Kiviilallok ugy vélhetik, hogy nagyképiiség n-dimenzids geometriardl be-
szélni, hiszen ki tudja azt attekinteni, felfogni, latni! Ezt a téveszmét igyek-
szem mindjart a konyv elején eloszlatni, igyekszem bevezetni az olvasét az
n-dimenzids szemléletmédba. Az n-dimenzids kockdval valé jatszadozas nem
oncélu, a szemlélet kialakitasdn tilmenden a késobbiekben sokszor szerepet
kap, pl. a parallelepipedon, a gila, vagy a szimplex esetében. Az elso fe-
jezetek konnyebb, meseszert stilusa fokozatosan valt at egyre komolyabb,
nehezebb mondanivaldkra, és a végére — azt mondhatjuk — eléggé eldurvul.

A konyv tartalmazza a linedris algebra szokasos anyagat, a sokéves ok-
tatdsi tapasztalatot felhasznalva télalja, remélhetéleg élvezetesen, réviden.
A geometriai szemléleti méd e koré épiil fel, és az anyag nagy részét ez
utébbi szolgdltatja. Fzen tulmenden, egyes alkalmazott irdnyokba is bete-
kintést nyijt (pl. a vetités felhasznaldsai, a linearis transzformécié norméja,
a linedris egyenletrendszer stabilitdsa, kvadratikus alakok vizsgélata).

Sajatos szerepe van a beépitett kérdéseknek. A kérdések altaldban nem
az un. ellenorzé kérdéseknek felelnek meg, hanem tébbnyire tovabbgondo-
lasra serkentenek. Van, ahol tényleges szamitds elvégzésére, annak gyakor-
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lasara szélitanak fel, van, ahol tovabbi elméleti anyagot tartalmaznak, van,
ahol a kérdés anyaga késobb felhasznélasra keriil, s6t egy esetben a valasz
egy tételre is vezet. Javasoljuk, hogy a fejezetek végén 1év6 valaszokat is
tlizetesen nézzék at.

Vezérfonalat képezett Dancs Istvan és Puskas Csaba Vektorterek cimi
konyve, akkor is, ha nem is hasonlit rd ez a mi. Ez a konyv joval konkrétabb
teriiletre Osszpontosit, igy a mondanivalé is konkrétabb, jol illusztralhaté,
koénnyebben érthetd, tényleges szamitasokkal kdvethetd, és a tételei az n-
dimenzids térre vonatkozdé elképzelésiinkbe jobban beillesztheték. Valéjaban
nem a térszemléletet néveli, hanem a térre vonatkozé ismereteinket boviti.
Eztton is szeretnék koszonetet mondani Puskas Csabanak, a Corvinus Egye-
tem docensének, az el6bbi konyv tarsszerzdjének hasznos észrevételeiért és
a kézirat dtnézéséért.

Az n-dimenzids tér tekintetében itt végig valdés n-dimenzids térrdl lesz
sz6. A komplex szdmokat csak ritkan és segédeszkozként haszndljuk, vi-
szont beszéliink a komplex sajatérték és sajatvektor valds térben jatszott
szerepérol.

Olvasésnal figyeljiink a félkovér bettlitipusra. A vektorokat és a matrixo-
kat mindig félkovérrel jeloljiik, és a szamjeggyel jelolt vektorok és matrixok
kivételével dolt jelolést hasznalunk. Az Ax linedris leképezés jellésében az
argumentumot, az x-et gyakran elhagyjuk, ekkor a linearis leképezés jelolése
megegyezik a leképezést 1étrehoz6 matrix jelolésével. Ez bonyodalom helyett
inkabb egyszertisitést fog jelenteni. A szdmok és halmazok (alterek, sikok)
jelolésére normal, dolt betiitipust alkalmazunk. Az n-dimenzids tér jelolé-
se, a szokasostdl kissé eltérden, vastagitott és allé: R™, az n és m betiiket
fenntartjuk a tér dimenziéjanak a jelolésére.

A konyv elkészitése sordan igyekeztem olvasmanyos, élvezetes miivet al-
kotni. Elvezetessé talan a racsodalkozas kivaltdsa teszi: jé, ez is igaz!, vagy
a szemléletformalas: ezt masképpen kell elképzelni! Matematikai irdsokban
ezt a hatast kivaltani mas teriileten sokkal nehezebb, mint itt, a ,legkézzel-
foghatébb” témakorben, a véges dimenzids terek targyalasinal. Ezek utan
nem marad mas héatra, mint hogy élvezetes, 6romteli olvasdst kivanjak.



1. fejezet

Az n-dimenzios tér

1.1. Vektor és az n-dimenzios terek fogalma

Mivel a sik vagy a tér pontjait, egy koordinata-rendszer felvétele utan, a ko-
ordinataikkal jellemezhetjiik, a sik azonosithaté a szamparok, a tér a szam-
hérmasok halmazaval. Az n-dimenzids teret a szam-n-esek halmaza képezi.

Mig az elérheté dimenziékban, tehat n = 1, 2, 3 esetén, a vektorokat
nyillal szemléltethetjiik, ez a szemléltetés magasabb dimenziékban nem til
meggy6zé. Itt is el lehet képzelni az origdbdl (3, 2, —1, 5)-be mutaté nyilat,
de sok haszna nincs. A vektorokat tehat a tér pontjaival azonositjuk.

1.1.1. Definicié. Az n-dimenziés vektor n darab valds szambol 4llé
rendezett szamcsoport, un. szam-n-es. Jelolése a = (ay, ag, ..., ap). A
vektor megadasaban szereplé szamokat a vektor koordinatainak, vagy ele-
meinek nevezziik. Az n-dimenzids vektorok az n-dimenziés (euklideszi) tér,
R"™ pontjai.

Hallgatéim tébbszor megkérdezték mar télem, hogy latok-e a négydi-
menzios térben. Elore elkészitett valaszom a kovetkezo:

— Természetesen! Példaul a négydimenzids kockdanak 16 csiicsa van, és 8
darab haromdimenzids kocka hatéarolja.

Harsany deriiltség fogadja, pedig csak a hallgaték latdsmodja hidanyos.

Mi is a négydimenziés egységkocka? Azon (a1, ag, az, ag) vektorok
Osszessége, melyek minden koordindtaja 0 és 1 kozé esik, azaz 0 < a; < 1
minden i-re. Melyek ezek koziil a csticsok? Azon vektorok, melyek minden
koordindtdja 0 vagy 1, és hany ilyen van: 2*. Melyek a hiromdimenziés
oldallapok? Minden egyes oldallapndl egy koordindta értéke rogzitetten vagy
0, vagy 1, a t6bbi koordinata tetszoleges 0 és 1 kozotti érték. Hany lap van?
Ahéanyféleképpen a koordinata értékét rogziteni tudom, 4 koordinata koziil

9
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mindegyiket kétféleképpen vélaszthatom meg, ez 8 lehetdség. Ez tényleg
kocka, hiszen rogzitsiik, mondjuk, az elsé koordindtat 0-nak, akkor a (0, aq,
as, ay4) alaku vektorok, ahol ag, as és ag értéke 0 és 1 kozott véltozik, 3-
dimenziés kockat alkotnak. Ha az els6 koordinatat 1-nek rogzitjiik, akkor
az elébbi (1, 0, 0, 0) vektorral képezett eltoltjat kapjuk. Természetesen van
a kockanknak kétdimenzids oldallapja is (négyzet), és egydimenzids éle is.
Felbatorodva, nézziik meg, hogy hogyan ,,néz ki” az n-dimenzids egység-
kocka. Az el6z6 okfejtés alapjan 2™ csicsa van, és 2n darab (n—1)-dimenziés
oldallap hatérolja. Hény k-dimenzids kocka hatérolja? Most n—k koordina-
tat kell 0-nak, vagy 1-nek rogziteni, a tobbi koordinata szabadon valtozhat

0, 1]-ben. Az n — k rogzitend6 koordinatat " -féleképpen valaszthatom
k

ki, majd a rogzitett értékeket 2" F-féle médon oszthatom ki, igy 27 % (Z)

darab k-dimenzids kocka hatarolja.
A binomidlis egyiitthaték koézismert médon Pascal-haromszogbe irhaték
fel:

és igy tovabb, minden szdm a felette 16v6 ketté osszege. Az (n + 1)-edik sor

n
elemei az < k:) binomialis egytitthatok. Modositsuk a Pascal-hdromszoget:

az Osszeaddsnal mindig a jobbra felette all6 szam kétszeresét adjuk a bal
oldalihoz:

1
2 1
4 4 1
8 12 6 1
16 32 24 8 1

igy az (n + 1)-edik sorban megkapjuk az n-dimenzids kocka kiilonb6z6 di-
menzios hatarold kockainak a szamat. Az ,alkatrészek” szdma mindig 3",
beleszdmitva magét a vizsgéalt objektumot is, hiszen (2 + 1)™ binomidlis
tétel szerinti felbontasaban 1évé tagokat adjuk Gssze.

Jé példa arra, hogy sok mindent lehet ,latni” a magasabb dimenziéban
is, csak mas szemléletre, mas ,latasmdodra” van sziikség.

Az n-dimenzids tér természetesen tobb, mint bizonyos objektumok hal-
maza. Jellemzéséhez tovabbi strukturalis és geometriai tulajdonsagokat fo-
gunk rogziteni.
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1. Kérdés. Mit neveziink az n-dimenziés kocka testatlojanak? Hany
testatloja van?

1.2. Miveletek vektorokkal

A két- vagy haromdimenzids vektorok fogalmat a fizikai erévektorok keze-
lésére alakitottak ki. A vektorokat nyilakkal abrézoltuk, a nyil mutatta
az er6hatds iranyat. Az un. parallelogramma-szabaly tette lehetévé erck
Osszegzését és felbontasat, az erdhatasok fliggetlenségének megfogalmaza-
sat. A fizikai er6vektorok a tdmaddsvonaluk mentén eltolhaté vektorok,
kimozditva onnan azonban pl. egy merev testre kifejtett hatdsa megvalto-
zik. Ezzel ellentétben a matematikai vektorok, ha nyilaknak képzeljiik el
ezeket, akkor in. szabad-vektorok, a parhuzamossagot megtartva tetszole-
gesen eltolhatdk, a koordinataik nem valtoznak meg. Ha a tér pontjaival
azonositjuk, akkor az eltolds ilyen formadja értelmét veszti.

A gazdaséagi életben a vektorok masképpen lépnek fel: adott gazdasa-
gi jelenségre vonatkozé adathalmaz formajaban, igy a vektorok nem korla-
tozédnak két vagy harom dimenzidra, s6t dltalaban nagyon sokdimenzids
vektorokrél van sz6. Példaként nézziink egy raktarkészletet. Leltarozasnal
felmérjiik, hogy melyik arucikkbdl mennyi van a raktaron, vagyis el6allitunk
egy k készletvektort (itt feltételezziik, hogy tudjuk, hogy a vektor j-edik
komponense milyen arucikkre vonatkozik, azaz az arucikkek meg vannak
szdmozva). Ha tjabb szallitmény érkezik, akkor az érkez6 mennyiség egy
s szallitmanyvektorral, az Gj raktarkészlet pedig a k + s vektorral adhaté
meg.

Ha minden arucikkhez a szdmozasuknak megfelel$ sorrendben megadjuk
az egységarat, akkor egy d arvektort kapunk. Ha minden drura vonatkozdan
10%-os arleszallitast hajtunk végre, az 1j drvektor 0,9-d lesz.

A véltozasok leirdsa érdekében tehat a vektorokkal miiveleteket kell vé-
gezni, ezeknek a miveleteknek az értékét a felhasznalhatésag szabja meg.
A vektorok 6sszegét és szamszorosat ennek megfeleléen definidljuk.

1.2.1. Definicié: Az a = (a1, ag,...,ay) és a b = (b1, ba,...,b,) vekto-
rok dsszegét a koordindtak szerinti 6sszeaddssal definidljuk: a + b = (a;+b1,
ag + ba,..., ap +by). A c wvalds szammal térténd szorzdst is koordindtan-
kénti szorzédssal definidljuk: ca = ac = (cai, cag, ..., cap). Kiilonb6z6
dimenziéju vektorok nem adhatok Gssze.

Mivel mindkét miiveletet koordindtanként hajtjuk végre, a valds sza-
mokra érvényes kommutativ, asszociativ és disztributiv miveleti szabalyok
érvényben maradnak, nevezetesen:
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Kommutativ szabaly: @ + b = b 4+ a ca = ac
Asszociativ szabdly: @ + (b + ¢) = (a + b) + ¢ ¢(da) = (cd)a
Disztributiv szabdly: ¢(a + b) = ca + cb (c+d)a =ca + da

A 1.2.1. Definiciéban definidlt miiveleteket linearis miiveleteknek nevez-
ziik. Vektorok adott halmazat, ha az elemeire elvégzett linearis miiveletek
eredménye is a halmazhoz tartozik, altérnek nevezziik.

Tetszoleges objektumok halmazat, ha elemeire a fenti tulajdonsagokkal
rendelkezo linearis miveleteket értelmezziik, és az elemekre elvégzett miive-
letek eredménye is a halmazhoz tartozik, linedris térnek vagy vektortérnek
nevezziik. Ilyen példdul az “(a, b) intervallumon értelmezett folytonos fiigg-
vények halmaza, vagy az adott eseménytéren értelmezett valészintiségi val-
tozok halmaza. Ezek altalanosabb strukturak, ezekkel itt nem foglalkozunk.

1.2.2. Definicié. L C R"™ halmaz altér, ha barmely a € L és b € L
vektorokra és barmely ¢ valds szamra a + b € L és ca € L.

Példaul az R? alterei az origén dtmend sikok vagy egyenesek, esetleg
maga az origd, mint egy pontbdl &ll6 halmaz, vagy a teljes R3. Az altér
mindig tartalmazza a 0-t, hiszen a € L esetén

a+(-1)-a=0¢€ L.

Az el6bb emlitett készletvektorbdl és arvektorbdl ki tudjuk szdmitani a
raktarkészlet értékét: a megfelel koordinatdk szorzatat kell csupan Gssze-
adni. Erre a szdmitéasra is bevezetiink egy miiveletet, melynek neve a skalar-
szorzat. Az elnevezés azt mondja szamunkra, hogy a vektorok szorzdsdanak
az eredménye egyetlen szam.

1.2.3. Definicié. Az a = (a1, ag, ..., ap) és a b = (by, ba, ..., by)
vektorok skaldrszorzata

<a, b> =aiby + asbs + ...+ ayb,.

A skalarszorzat kommutativ és disztributiv:

Kommutativ szabaly: (a, b) = (b, a)
Disztributiv szabdly: (a, b + c)=(a, b)+(a, c)

A konstanssal torténd szorzédsra asszociativ: ¢(a, b) = (ca, b) = (a,cb),
de kiilonben nem asszociativ: (a, b)c a ¢ vektor tobbszorose, mig a(b, c)
az a vektor tobbszorose, és a kettd kiillonbozhet.
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Egyediil a disztributiv szabaly érvényessége szorul bizonyitasra:

a b+c Zal b +¢) = Z(aibi + aicz-) = zn:aibi-l- i a;c; =
=1 =1

= (a,b) + (a, c).

2. Kérdés. n darab szamszeri statisztikai megfigyelés, a1, ao, ..., an,
az n-dimenziés tér egy pontjaval azonosithaté. Jeldljiik a-sal a minta atlagat
azaz legyen a = w és képezziikk az ¢ = (a1 —a,a2 — a, ...,ay, — a)
vektorokat. Igazoljuk, hogy ezek a vektorok az R" egy valodi alterebe esnek.
Mi jellemzi ezt az alteret?

1.3. Tavolsag és szb6g (norma és ortogonalitas)

Két pont tavolsagandal, a vektor hosszdnal és két vektor szogénél az n-
dimenziés térben nem tudjuk megtenni azt, hogy odamegyiink, és méro-
eszkozzel lemérjiik. Mégis, ha az n-dimenziés tér geometridjardl akarunk
beszélni, ezek megkeriilhetetlen fogalmak.

Egy hallgatom azt javasolta, hogy fektessiink &t egy kétdimenzids sikot
a vektoron vagy vektorokon, és az (x, y)-koordindtasikkal képezett metszés-
vonala koriil forgassuk be az alapsikba. Ekkor sétaljunk oda, és mérjiik
le.

A gondolat — bar logikusan hangzik — de to6bb sebbdl vérzik. Elészor is mi
az, hogy forgatas? Specidlis tavolsagtart6 transzforméacié. Akkor viszont ne
akarjuk a tavolsagot 6nmaga felhasznalasdval definidlni, ezt mindenképpen
onalléan meg kell adni, és a tér geometriajat erre a definiciora kell felépiteni.

A definicié két alapkovetelménye, hogy egyrészt két és harom dimen-
zidban a szokasos tavolsagfogalmat kapjuk vissza, masrészt a kiterjesztés
megfeleljen a matematikaban a téavolsagtdl elvart tulajdonsdgoknak. A vek-
tor R"-ben definidlt hosszat, jelezve, hogy ez altaldnositott hosszusag, a
vektor norméjanak fogjuk nevezni, és ||a||-val jeloljitk (szemben a két- és
haromdimenzids |a| jeloléssel).

1.3.1. Definicié. Az a = (a1, ag, ..., a,) vektor normdja: ||a|| =
= /a3 + a3 + ... + a2. Két R"-beli pont, a és b tévolsiga d(a, b) = ||a—b||.

Nyilvanvalé moédon a képlet n = 2 vagy 3 esetén a vektor hosszdnak
Pythagorasz-tétellel kiszamitott értékét adja meg.

3. Kérdés. Ha az aj, as, ..., a, statisztikai mintdbdl elkészitjiik az
x = (a1 —a,az — a, ..., a, — a) vektort, ahol a a mintadtlagot jeloli, akkor a
minta szérdsa és a € normaja kozott milyen sszefiiggés 4ll fenn?
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Vegyiik észre, hogy a norma kifejezhetd a skaldrszorzattal: ||a||? =
= (a, a).
A tévolsagfogalomtol a kovetkezd tulajdonsagok teljesiilését varjuk el:

1. d(a, b) > 0, és d(a, b) = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha a = b.
2. d(a, b) = d(b, a).
3. d(a, b) <d(a, ¢) + d(c, b).

A harmadik tulajdonsdgot haromszog-egyenlGtlenségnek hivjuk.

A norméval megadott tavolsdg az elsé két tulajdonsagot lathatéan tel-
jesiti, a harmadikat révidesen bebizonyitjuk.

1.3.2. Tétel (Cauchy—Schwarz-egyenl6tlenség)

(@, b)] < lla]| - |[b]
Bizonyitas. Szamitsuk ki a nemnegativ ||a — A b||? kifejezést:

la —Xb||* =
= (a—Ab,a—\b) = (a,a) — (\b,a) — (a,\b) + \2(b,b) =  (*)
= |la]|* = 2X(a,b) + )?||b]|* > 0.

A jobb oldali, a A véltozdt tekintve masodfoku fiiggvény (parabola) csak
gy lehet nemnegativ, ha a tengelyt nem metszi, vagyis ha nincs két gyoke.
Ekkor diszkrimindnsa negativ vagy nulla, tehat (2(a, b)) — 4/|a||?||b]|*> <
< 0, ami ekvivalens az allitassal. [J

1.3.3. Tétel (hdromszog-egyenlétlenség).

lla+ bl < llaf| +[|b]]

Bizonyitas. Mivel mindkét oldal nemnegativ, az egyenlGtlenség akkor
és csak akkor all fenn, ha négyzetre emelve igaz. ||a + b|| négyzete a (*)
képletsorb6l A = —1 helyettesitéssel megkaphato, tehat csak az

lall* + 2(a, b) +[[b]* < [lall* + 2[|a]| - [|b]| + [b]|*

egyenlGtlenséget kell igazolni. Ez azonban a Cauchy—Schwarz-egyenl6tlenség
miatt igaz. [J

A haromszog-egyenlGtlenség az alabbi vektorabranak megfeleléen gy
interpretalhatd, hogy egy haromszogben két oldal Gsszege nagyobb, mint a
harmadik oldal.
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a

A tévolsagra vonatkozd hdromszog egyenlétlenség a = x — 2, b=z —y
helyettesitéssel adddik:

d(z,y) = ||z —yl| = |la+b]| < |laf| +[|b]| =
=z = z[[ +]lz = yl| = d(=,2) +d(z,y).

4. Kérdés. Ha a € R és ||a|| = 4, tovabba 1 = (1, 1, 1, 1), akkor mennyi
az (a — 1, a + 1) kifejezés értéke?

Két vektor szogének meghatarozasanal mar a bevezetoben emlitett gon-
dolat alkalmazhaté. A forgatasrol egyelore felejtkezziink el, beszéljiink in-
kabb tavolsagtartd transzformaciérél. Késébb be fogjuk latni, hogy van
olyan tavolsagtarté transzformacié, amely két adott vektort az (z, y)-koor-
dinatasikban 1év6 vektorokba visz at. Két vektor szogét tovabbra is definial-
ni kell, a definicié alapgondolata az, hogy az n-dimenziés terek tavolsagtartd
transzformacidja egyben szogtartd is. Ez a tulajdonsag a két és haromdimen-
ziés terekben teljesiil, igy a megalkotott szogfogalom az R2-ben hasznéaltnak
a kiterjesztése lesz.

Az (z, y)-koordindtasikra transzformalt haromszogben két oldal szoge a
koszinusz-tétellel kiszamithat6. A haromszog oldalai, a tavolsagtartd transz-
forméacié miatt ||al|, ||b]| és ||a — b]|, tehat

la = b|* = [[a|* +|b]]* — 2||al| - ||b]| cosy .
Ugyanakkor a (*) dsszefiiggésb6l A = 1 helyettesitéssel

lla — bl = ||a|]* +|b]]* — 2(a, b),
és a kettd Osszevetésébol

cos (a, b)
DR TSRTRETETE
[lall - |[o]]

ha a #0 és b # 0 (ahol 0 = (0,0,0,...,0) a nullvektort jelsli).
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1.3.4. Definicié. Ha a # 0 és b # 0, akkor a vektorok &ltal bezart ~
szoget a
_(a,b)
[[all - I6]]

képlet hatarozza meg. Ha a = 0 vagy b = 0, akkor a bezart szoget nem
értelmezziik.

5. Kérdés. Legyen aq, as, ..., a, és by, by, ..., b, két statisztikai minta,
vonjuk le a mintaelemekbdl az atlagukat, a kapott vektorokat jeloljiik x-szel
ill. y-nal. Mi az Osszefiiggés a x és az y korrelaciés egyiitthatdja és a szoge
kozott?

Specialisan, ha a és b merdleges, vagyis v = 90°, cosy = 0, akkor ez csak
ugy lehet, ha (a,b) = 0. Megforditva: ha (a,b) = 0, akkor a két vektor
vagy merdleges, vagy valamelyik nullvektor.

1.3.5. Definicié. Az a és a b vektorokat ortogondlisaknak nevezziik,
ha (a, b) = 0.

Ahogy a norma az altaldnositott tavolsig, az ortogonalitds az altaldno-
sitott merolegesség, kiegészitve azzal, hogy a nullvektor minden vektorra
ortogonalis.

6. Kérdés. Az n-dimenzids kockdnak vannak-e ortogondlis testatldi?

cosy =

1.4. Linearis fiiggetlenség

A konnyebb megértés kedvéért elészor a linearis Osszefiiggést mutatjuk be.
A vektorok egy véges rendszere linearisan 0sszefiiggd, ha valamelyik vektor
linearis egyenlettel kifejezhetd a tobbi segitségével. Nézzﬁnk egy példat.
Legyen a = (1,2,1,3), b = (1,1,1,1), ¢ = (-1,2,-2,4), d = (3,2,4,2),
akkor mivel fenndll, hogy d = 2a — ¢, a Vektorrendszer hnearlsan Osszefiiggo
vektorokbdl all.

A linedris kifejezés ,konstans vektort” nem tartalmazhat. Példaul, ha
a+ b = 1, akkor a és b még linearisan fiiggetlen lehet: példa erre az
=(2,-1)ésa b= (—-1,2). Az 1 vektor itt ,idegen” vektornak szamit,

az a, b és 1 harom vektorbol allé rendszer természetesen mar linedrisan
Osszefliggo.

Rendezziik a fenndllo Osszefiiggést 0-ra. Ha d = 2a — ¢, akkor 2a —
—c —d = 0. A jobb oldalon all6 0 a nullvektort jeloli, melynek min-
den koordinétdja 0: 0 = (0,0,0,0). Részletesebben felirva: 2-a +0-b +
+(=1)- ¢+ (—1)-d = 0. Akkor mondjuk, hogy az a, b, ¢ és d vektorok
linearisan Osszefiiggbek, ha fenndll a cia + cob + c3c + c4d = 0 Gsszefiiggés
olyan ¢y, co, c3 és ¢4 szamokra, amelyek nem mind nulldk. Amelyik vektor
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egyiitthatéja nem nulla, az kifejezhet6 a tobbivel. Ha a c1, c2, c3, és ¢4
szamok mind nulldk, akkor egyik sem fejezheté ki, akkor az egyenlet nem
jelent linedris Osszefiiggést.

Ha egy vektorrendszer egyik eleme nullvektor, akkor a rendszer mindig
linedrisan osszefiiggé (még akkor is, ha egyelemti, csak a 0-bdl 4ll6 vektor-
rendszerrdl van szé). Ha pl. az a nullvektor, akkor a linedris osszefiiggés:
a = 0, tehdt ¢; = 1, a tobbi egyiitthaté nulla, de nem minden egyiitthaté
nulla.

Definicidnak a gyakrabban hasznalt ellenkez6 esetet mondjuk ki: ha nem
linearisan sszefiiggdk a vektorok, akkor linedrisan fiiggetleneknek nevezziik.
Ekkor a linedris 6sszefiiggés 1étét tagadni kell.

1.4.1. Definicié. Az a1, as, ..., ap vektorok (a; € R") linedrisan
fiiggetlenek, ha a

cia1 +coas+ ...+ cpar =0

Osszefiiggés csak ugy teljesiilhet, ha ¢y =co =...=¢; =0. A cia; + c2as+
+ ... + cpay kifejezést az a1, ao, ..., ap vektorok linedris kombindciojinak
nevezzik.

A linedris fiiggetlenség és az ortogonalitds kapcsolatdt mutatja be a ko-
vetkez6 allitas.

1.4.2. Tétel. Ha a1, ao, ..., a; vektorok linedrisan fiiggetlenek, és
b # 0 ortogondlis az a1, as, ..., ap vektorokra, akkor az a1, a9, ..., ag, b
vektorrendszer is linearisan fliggetlen.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy teljesiil a cia14+coas+---+crap+db =0
Osszefliggés, és szorozzuk meg mindkét oldalat skalarisan a b vektorral, akkor
az ortogonalitds miatt d||b||?> = 0 egyenletet kapjuk, amibsl b # 0 miatt
d = 0 adddik. Visszatérve a kiindulashoz, c¢i a1 + coas + ... + cpar, = 0, ami
a linearis fliggetlenség miatt csak ¢y = co = ... = ¢ = 0 esetében lehetséges.
A kiindulési relacié tehat csak ugy teljesiilhet, ha az 6sszes egyiitthaté nulla,
vagyis a vektorrendszer linearisan fiiggetlen. [

1.4.3. Kovetkezmény. Ha az a1, ao, ..., ap vektorok egyike sem
nullvektor és barmely kettd ortogonalis, akkor linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitas. Ha a masodik vektor ortogondlis az elsére, akkor az 1.4.2.
Tétel miatt linearisan fiiggetlenek. Ha az els6 kettd linearisan fiiggetlen, és
a harmadik ortogonalis rajuk, akkor a harom vektor is linearisan fiiggetlen.
A linedrisan fiiggetlen rendszer igy lépésenként bovithetd. [

7. Kérdés. Igaz-e a vektorrendszer linedris fiiggetlensége akkor, ha
barmely két vektor szoge 60°7

Tobbszor, és sokoldaltian hasznalt tétel kovetkezik, melyet tobb fogalom
megalapozdsihoz felhaszndlunk. Lényege a kovetkez6: Ha adott néhany vek-
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tor, és van ennél tobb linedrisan fiiggetlen vektor, akkor a térben (altérben)
van olyan vektor is, amelyik nem fejezheto ki a megadottak linedris kom-
binacidjaként, s6t ami ennél tobb, még merdleges is rdjuk. Ha a megadott
vektorok linedrisan fiiggetlenek, akkor a tétel szerint a linedrisan fiiggetlen
rendszer a maximumig bévitheté (kibévitési tétel néven ismert allitds). A
merélegességi allitas miatt ortogonalis rendszerek konstrukciéjahoz is fel-
hasznalhat6 (Gram—Schmidt-féle ortogonalizdlési eljaras).

1.4.4. Tétel. Legyen x1, xa, ..., T tetszbleges és a1, as, ..., Gr11
linearisan fiiggetlen vektorrendszer, akkor ai, a9, ..., aiy1 linedris kombi-
nacidjaként el6allithaté olyan y # 0 vektor mely ortogondlis az x1, xo, ...,
xj, vektorokra.

Bizonyitas. Els6 1épésben megadunk egy by, bo, ..., by vektorrend-
szert, melynek minden eleme ortogondlis x;-re. Ha az a1, a2, ..., ar11
rendszerben vannak x;-re ortogondlis vektorok, akkor atszamozassal hoz-
zuk ezeket elore. Legyen

b;=a;+ o;a;11 (i:1,2,...,k‘),

. (ai,z1) ’ o ‘1
ahol a; = R CTIRTE ha (@41, 1) # 0, és a; = 0, ha a; 1 ortogonélis x1-re.

A kapott vektorok mind ortogondlisak xi-re, mert

(a;,x1)
bi,z1) = (a;,z1) — ———(ai+1,21) =0
< iy 1> < iy 1> (ai+1,:1:1>< i+1, 1> ;
ha (a@;y1,x1) # 0, és ha (a;+1,x1) = 0, akkor az a1, a9, ..., apy1 rendszer
atrendezése miatt (a;, 1) =0 és b; = a;.
A kapott by, ba, ..., bi rendszer linearisan fiiggetlen. Jobban latjuk, ha

k = 3 esetén részletesen felirjuk, tetszoleges k-ra ugyanigy megy. Vegyiik a
rendszer egy linearis kombinaciéjat:

c1bi + caba + c3b3 = c1(a1 + a1a2) + ca(az + azas) + ca(as + azaq) =

=cia;1 + (a1 + c2)az + (c2o2 + ¢3) a3 + czazaq.

Az a1, as, asz, a4 vektorok linearis fiiggetlenségébdl kovetkezik, hogy a
fenti kifejezés csak ugy lehet nulla, ha ¢; = 0, cia; +co = 0, coag + c3 =
=0, csaz = 0. Ez pedig csak igy lehetséges, ha ¢; = 0, co = 0, c3 = 0, ami
a b1, bs, bs vektorok linearis fiiggetlenségét jelenti.

A masodik 1épésben a by, bg, ..., b vektorokbdl ugyanigy dllitsunk el
xo-re ortogonalis ¢1, ¢a, ..., cp_1 vektorokat. Ezek is linedrisan fiiggetlenek
lesznek és x1-re is ortogonalisok, mert xi-re ortogonalis vektorok linearis
kombinacidi.
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Az eljarast folytatva végiil egy y vektort kapunk, ami mér minden x;
vektorra ortogondlis, ugyanakkor y = 0 nem lehet, mert linedrisan fiiggetlen
vektorok linearis kombinacidjaként all elo. [

1.4.5. Kovetkezmény. R"-ben legfeljebb n elemii linedrisan fiiggetlen
vektorrendszer 1étezik.

Bizonyitas. n eleml mindenesetre 1étezik, hiszen a koordinata-egység-
vektorok,

61:(17 07 07 07"'70)>
es =(0,1,0,0,...,0),
e3 =(0,0,1,0,...,0),

64:(07 07 07 17"'?0)>

e, =(0,0,0,0,...,1),

paronként ortogonalisak, tehat linearisan fiiggetlenek.

Ha létezne az a1, az, ..., ap+1 7+ 1 elemi linedrisan fiiggetlen vek-
torrendszer R™-ben, akkor a 4. Tétel miatt létezne y = (y1, y2, ..., Yn) #
= 0 mindegyikre ortogonalis vekor. Erre a vektorra szamoljuk ki a skalar-
szorzatokat: (e, y) = yxr = 0, vagyis y minden koordindtdja nulla, ami
ellentmondas. [J

8. Kérdés. Lehetséges-e, hogy az n-dimenzids kocka Osszes testatlo-
vektora linedrisan fiiggetlen rendszert alkot?

1.5. Altér, dimenzié

Az 1.2. fejezetbdl idézziik fel az altér definicidjat.

1.2.2. Definicié. L C R" halmaz altér, ha barmely a € L és b € L
vektorokra és barmely c valds szamra a + b € L és ca € L.

9. Kérdés. Az (x1, w2, x3) vektor legyen az

a1x1 + b1xs +ciz3 =0
asx1 + boxs + coxy =0

as3x1 + bsxo 4+ czxr3 =0
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un. homogén linearis egyenletrendszer megoldasa. Igaz-e, hogy a megolda-
sok halmaza R? altere? Igaz-e ugyanez, ha az egyenletrendszer nem homo-
gén, azaz a jobb oldalon nem csupa nulla &ll7

1.5.1. Definicié. Az L altér dimenzidjan az L-be tartozd linedrisan
fliggetlen vektorrendszerek maximélis elemszamat értjiik.

Az L dimenzidja véges, hiszen az 1.4.5. Kévetkezmény alapjin maximé-
lisan n lehet.

1.5.2. Kovetkezmény (kibGvitési tétel). Az L-ben felvett tetszole-
ges linedrisan fliggetlen vektorrendszer kib6vitheté maximalis elemszamuva.

Bizonyitas. Ha a felvett vektorrendszer az L dimenziéjanal kisebb elem-
szamu, akkor van olyan y # 0 vektor, hogy y a rendszer minden elemére
ortogonalis. Az 1.4.2. Tétel miatt ez a rendszer kibévitését jelenti. Az
eljaras, ha sziikséges, akkor ismételhet6. [

1.5.3. Koévetkezmény (Gram—Schmidt-féle ortogonalizalds). A
k-dimenzids L altérben felvehet6é k& darab egymadsra ortogondlis vektor.

Bizonyitas. A dimenzi6 definicidja értelmében a k-dimenziés L-ben fel-
vehet§ k elemi, a1, as, ..., ai linedrisan fiiggetlen vektorrendszer. A 1.4.4.
Tétel konstrukcidjaval paronként ortogondlis k elemii rendszer is megalkot-
hatd. ai-hez készitsiik el az erre ortogondlis by, ba, ..., byp_1 rendszert,
majd a; és bi-hez készitsiik el az ezekre ortogondlis ¢, co, ..., cx_o rend-
szert, ezutan a1, by és ci-gyel folytassuk az eljarast. [J

Viszonylag konnyti megadni azt a legsziikebb, L alteret, amely bizonyos,
adott vektorokat tartalmaz. Legyenek megadva tetszélegesen az x1, xo,
...,  n-dimenziés vektorok. Mivel az L altér tartalmazza ezeket a vekto-
rokat, tartalmazza ezek linedris kombindcidit is. Mésrészt az Osszes linedris
kombinacié halmaza zart a linedris vektormiiveletekre nézve, tehat alteret
alkot.

1.5.4. Definicié. Az x1, xo, ..., o} vektorokat tartalmazé legsziikebb
alteret, ami egyben a vektorokbdl képezhetd linedris kombindciék halmaza,
az 1, €2, ..., £ vektorok altal generdlt altérnek nevezziik.

1.5.5. Definicié. Az x1, xo, ..., x; vektorrendszerben talalhaté li-
nedarisan fliggetlen vektorok maximalis szdmat a vektorrendszer rangjinak
nevezzik.

1.5.6. Tétel. Az x1, x2, ..., x) vektorok altal generalt altér dimenzi-
dja megegyezik a generald vektorrendszer rangjaval. Az altérben 1évo, line-
arisan fiiggetlen vektorok maximalis elemszamu rendszere mindig generald
rendszer.

Bizonyitas. Ha az x1, xs, ..., ®; vektorok koziil legfeljebb j linedrisan
fiiggetlen (j < k), legyenek ezek x1, o, ..., x;, akkor xq, ®2, ..., Tj41
mér nem linedrisan fliggetlen, igy c1@1 + caa + ... + ¢j1241 = 0 teljesiil
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nem csupa nulla szorzéval. c¢;ji1 azonban nem lehet nulla, mert ciz1 +
+caxa+- - -+cjzj = 0 csak 0 egyiitthatokkal teljesiilhet. Ha c;ji1 # 0, akkor
xj4+1 6és ugyanigy a tovabbi vektorok is, méar kifejezheték az xq, 2, ..., ;
vektorokkal, és a linedris kombindcidokbdl ezek a vektorok kikiiszobolhetok.
fgy T1, T2, ..., ¢, vektorok is generdljdk L-et.

Az xy, ©3, ..., x; rendszer nem bovithetd, hiszen minden & € L-re

T = ZJ: cix;, ami linedris Osszefiiggést jelent az x1, €2, ..., x; = vektorok
i=1

kézé‘ét. Ha nem bévithetd, akkor az 1.5.2. (kibOvitési) Tétel miatt L-ben

sem lehet j 4+ 1 elemi linedrisan fiiggetlen vektorrendszer.

Legyen L j dimenzids, és y1, y2, ..., ¥y; maximdlis elemszamu linedrisan
fiiggetlen rendszer. Tetszdleges © € L-et hozzavéve a rendszer dsszefliggdvé
valik, azaz

ayy+ ey + .. +oy;+ciz=0

teljesiil nem csupa nulla egyiitthatéval. A cj1q1 # 0, mert c;y; +coys+- -+
+cjy; = 0 nem teljesiilhet, tehat az egyenletbdl x kifejezhetd, vagyis bar-
mely © € L benne van az y1, Yo, ..., y; altal generalt altérben. [

10. Kérdés. Az x1 + z2 + ... + z, = 0 egyenletnek eleget tevo © =
= (z1, 22, ..., Tn) vektorok a 9. Kérdés szerint alteret alkotnak. Generdljak-e
ezt az alteret az

a1 =(1,0,0, .., 0, —1),

az = (0) ]-7 0’ sty 07 71)5
as=(0,0,1, .0, —1),

an_1=(0,0,0,.. 1, —1)

vektorok? Mennyi az altér dimenzidja?

1.6. Bazis

Mit neveziink az n-dimenzids térben derékszogi koordinata-rendszernek? n
darab egységvektorbdl allé vektorrendszert, melyek paronként merdlegesek.
Példaul:

e1 =(1,0,0,0,...,0),

es =(0,1,0,0,...,0),
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es=(0,0,1,0,...,0),

es=(0,0,0,1,...,0),

e, =(0,0,0,0,...,1).

Ezen vektorok segitségével barmely & = (x1, x2, ..., T,,) vektor elééllitha-
n
t6 x = Y xz;e; alakban. Az x1, z9, ..., x, szdmokat az x vektor eq, e, ...,
en koorldiiléta—rendszerre vonatkozé koordinatdinak nevezzik. Természete-
sen R"-ben felveheté mds koordindta-rendszer is, ekkor az & koordinatai
megvaltoznak.

Lényeges-e, hogy koordinatavektoroknak egységvektorokat vegyiink? Nem
lényeges. Mar két dimenzidban is sokszor torzitva kell abrazolnunk a fiigg-
vényt, hogy ,raférjen a papirra’.

Lényeges-e, hogy ortogondlis rendszer legyen? Nem lényeges, de kényel-
mesebb. Meglehet6sen nehéz példaul tavolsagot szamolni.

Elvileg tehat létezik ,ferdeszogli koordinata-rendszer” is. Ez tetszdleges
vektorrendszer, amitol megkoveteljiik, hogy:

1. Minden R"-be (ill. L-be) es6 vektor eléallithaté legyen a koordinéta-
vektorok linedris kombinaci6jaként.

2. Ez az eléallitas egyértelmi legyen, igy minden pontnak egyértelmiien
megfeleltethetok legyenek az adott koordinata-rendszerre vonatkozo
koordinatai.

Az els6 tulajdonsag azt jelenti, hogy a koordinatavektorok generaljak a teret
(alteret), a masodik tulajdonsig pedig akkor és csak akkor teljesiil, ha a
vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.

1.6.1. Tétel. Az x, o, ..., x; vektorok altal generalt L altérben a
kovetkez6 harom tulajdonsig ekvivalens:

a) Van olyan & € L, mely egyértelmiien allithaté el6 a generdld vektorok
linearis kombinaciéjaként.

b) Barmely € L egyértelmiien allithaté el6 a generald vektorok linedris
kombinéacidjaként.

c) A generdl6 rendszer linedrisan fiiggetlen elemekbdl all.

Bizonyitas. c¢) = b) Tegyiik fel, hogy a rendszer linedrisan fiigget-
len és van olyan & € L, hogy x elédllitdsa nem egyértelmii, azaz * =
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k k
= Y. a;x;, és ¢ = Y bijxz;. A két Osszefiiggést vonjuk ki egymadsbdl, ak-
i=1 i=1

kor 0 = Zk: (a; — b;)x;, de ez csak csupa nulla egyiitthatokkal teljesiilhet,
tehat mirﬁén i-re a; = b;, igy a két eloallitds csak azonos lehet.

b) = a) Az a) 4llitas specialis esete b)-nek.

a) = c¢) Tegyiik fel, hogy = € L eldéllitdsa egyértelmii, azaz & = Zk: a;x;,
de a rendszer nem linedrisan fiiggetlen, vagyis nem csupa nulla egl;ilittha—

k
tokkal 0 = > c;x;. Adjuk Ossze a két Osszefiiggést, akkor ¢ + 0 = ¢ =
i=1

(a; + ¢;)x;, vagyis x eldallitdsa mégsem egyértelmii. [

Ngks

1
1.6.2. Definicié. Az L altér elemeibdl allg, linearisan fiiggetlen gene-

ralé rendszert bdzisnak nevezziik.

A bazis a ,ferdeszogi koordinata-rendszer” tobbdimenzids altalanositasa.
Az 1.5.5. Tétel értelmében a bazisvektorok szama mindig megegyezik a
dimenzidéval, tovabba a dimenziéval azonos elemszamu linedrisan fiiggetlen
vektorrendszer mindig bézis.

11. Kérdés. Az n-dimenziés kocka (n — 1)-dimenziés lapatléjanak
nevezziik a kockat hatdrold (n — 1)-dimenzids kockdk testatléit. A kocka
egy csicsabdl kiindulé (n — 1)-dimenziés lapatlé vektorok bazist alkotnak-e
R™ben?

(]

1.7. Ortogonalis altér

Legyen L az R™ k-dimenzids valddi altere, azaz legyen k < n. Vegyiink fel
L-ben egy bézist, amely sziikségképpen k vektorbdl all. Mivel R™-ben van
n elemi linedrisan fiiggetlen rendszer, az 1.4.4. Tétel miatt talalhaté n — k
darab olyan linedrisan fiiggetlen vektor, amelyik ortogondlis az L béazisvek-
toraira. Ezek a vektorok (n — k)-dimenzids alteret generdlnak, jeloljiik ezt
L*-sal. L* minden eleme a generalé elemeinek linedris kombinéciéja, tehét
minden eleme ortogondlis az L minden elemére.

L és L+ bazisvektorai egyiittesen R™ bézisat alkotjak, igy minden = €
€ R" felirhaté a bazisvektorok linearis kombinacidjaként. A bézisvektorok
csoportositasaval lathatd, hogy minden & € R™ felbonthaté @1 € L és x4 €
€ Lt 6sszegére: © = x1 + x3. Az is konnyen lithaté, hogy R™-ben nincs
olyan, L minden elemére ortogonalis vektor, mely nem tartozik L+-hoz. Ha
lenne ilyen x, akkor ez & = &1 + 2 alakban irhaté fel (x; € L és x4 € LJ-);
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szorozzuk meg mindkét oldalt z1-gyel, akkor 0 = ||z1||?, azaz x1 = 0, vagyis
x € L+ adédik. Kimondhatjuk tehét a kovetkezd definiciét:

1.7.1. Definicié. Az L altér ortogondlis kiegészité alterének nevezziik
R” azon elemeinek L1 halmazat, melyek ortogonalisak L minden elemére.

Az elébb emlitett x = x1 + x5 (z1 € L és x5 € LT) ortogonélis felbontés
egyértelm@i. Ha lenne még egy felbontds, jelolje ezt € = y1 + y2 (y1 € L
és yo € LL), akkor 1 + x2 = y1 + yo, vagy masképpen x1— y; = yo—
xo, ahol x1— y1 € L és yos— xo € Lt. A két altérnek kozos pontja azonban
csak a 0 (nincs mds 6nmagéra ortogondlis vektor), de akkor a két felbontds
azonos.

Természetesen az elébbi felbontdsra érvényes a Pythagorasz-tétel: ||z||? =
= [Jz1|* + ||z

12. Kérdés. L legyen azon (z, y, z, w) vektorok halmaza, melyre 2z +
+ 3y + 4z + 5w = 0. Adjuk meg L és L egy-egy lehetséges generdtorrend-
szerét.

Ahogy a koordindta-rendszernél, itt is az ortogonalitds — bizonyos vesz-
teségek aran — mell6zhetd.

1.7.2. Definicié. Az L altér kiegészitd alterének nevezziik R™ olyan L
alterét, melyre

a) a két altérnek csak a 0 a kozos pontja,

b) minden € R" felbonthaté © = x; + xo alakban, ahol 1 € L és
To € L.

Adott L mellett a felbontds egyértelmiisége ugyantigy bizonyithaté. L,
ugyanigy mint Lt, (n — k)-dimenziés, hiszen L és L generator vektorai
egylittesen R™-et generéljzik.

Szemben az ortogondlis kiegészité altérrel, L nincs egyértelmiien meg-
hatarozva. Haromdimenziés példaként L legyen egy sik, amely atmegy az
origén, L egy origén athalads, de L-hez nem illeszkedd egyenes. Altaldno-
sabb példat mutat be a kovetkezd kérdés.

13. Kérdés. Adott L altérhez vegyiink fel az a #0,a € L,ésa b ¢ L
vektorokat, és képezzikk az L = {y : y = = + (x,b)a, = € L'} halmazt.
Igaz-e, hogy L egyik kiegészito alterét definidltuk?

1.8. Egyenes kieséses tablak

Sportversenyeken gyakori versenyrendezési forma az egyenes kiesés, amikor
a vesztes fél kiesik a tovabbi versenybdl. A viszonylag gyors lebonyolitasi
rendszer legfGbb héatranya az, hogy az erds ellenfelek a verseny korai szaka-
szaban Osszekeriilve koran kiiithetik egymast a versenybdl, igy a helyezések
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tekintetében a tabla Osszedllitdsa torzithat. Ennek elkeriilésére kiemelést
szoktak alkalmazni, biztositva, hogy a két legerésebb ellenfél csak a donté-
ben, a legjobb négy csak az elédéntében (és igy tovabb, amig a kiemelés
terjed) taldlkozhasson. A kiemelt versenyzéket a tabla kijelolt helyére beir-
jak, és a tobbieket a maradék helyekre sorsolassal osztjak be.

Ha van egy feltételezett erGsorrend a teljes mezony vonatkozasaban, ak-
kor a teljes tabla elkészithetd az erésorrend alapjan (sorsolds nélkiil). Mindig
feltehetd, hogy a mez6ny létszama 2", mert hianyzo versenyzokkel feltolt-
hetjiik a tablat, ezek ellenfelei az els6 forduldban jaték nélkiil jutnak tovabb.
A hidnyzé versenyzdk az erésorrend alapjan az utolsé helyekre keriilnek. A
tabla Osszedllitasanak elsd alapszabdlya az, hogy a legjobb mérkozik a leg-
gyengébbel, a méasodik legjobb a masodik leggyengébbel, és igy tovabb. Ez
ugy fogalmazhaté meg, hogy az elsé forduldban a mérkézo felek helyezé-
si szamainak az Osszege 2" + 1. Az els6 alapszabdlyhoz tartozzon hozza
annak oroklodése, azaz hogy a tovabbi fordulékban is érvényesiiljon ez az
elv, vagyis feltételezve, hogy a mindig jobb versenyz6 jut tovabb, minden
forduléban, ahol 2% versenyzé kiizd még a tovabbjutdsért, a mérkézé felek
helyezési szdmainak az 6sszege 2% + 1.

Szamozzuk meg a versenyzoket a feltételezett erGsorrend alapjan 0-t6l
2" — 1-ig (a kordbbi helyezési szamokat eggyel csokkentve), és irjuk fel a
sorszamaikat kettes szamrendszerben n szamjeggyel! Ez azt jelenti, hogy
a szam elejérél az esetleg hidnyzé szamjegyeket potoljuk mindig O-val. A
szamjegyekbdl készitsiink egy n-dimenzids vektort, ami egyértelmiien hozza-
rendelhet6 a versenyzohoz. Példaul 128 versenyzo esetén a 20. versenyzOhoz
a (0,0, 1,0,0,1, 1) vektor tartozik, mert 19 = 0-26 + 0-2° + 1.2% + 0.2% +
+ 022 + 12 + 1.

A fenti konstrukciéval minden versenyzének kolcsonosen egyértelmiien
megfelel az n-dimenzids térben egy pont, mégpedig az n-dimenzids egység-
kocka egy csicsa. Az elsé alapszabaly azt jelenti, hogy minden versenyzo6 a
kocka testatléjanak masik végpontjaval mérkozik. Ha a kocka xz,, = 0 sikban
fekvé lapjat alaplapnak, az x,, = 1 sikban fekvo lapjat fed6élapnak nevezziik,
akkor minden alaplapon 1évé versenyzo egy feddlapon 1évével jatszik. Ha
a fedGlapon 1évé veszt, kiesik, ha nyer, akkor iiltessiik be az dltala megvert
versenyz6 helyére az alaplapba, és kapja meg az 6 rangszamat. A feddlap
gy kitiriil, és az alaplapon 1év6 versenyzok folytatjak a kiizdelmet. Mivel az
alaplap (n — 1)-dimenzids kocka, itt ugyanigy a testatlék mentén jeloljiik ki
a kiizd6 parokat, és a mddszer folytathato.

A jobb attekinthetéség kedvéért a fenti konstrukciét sikban kellene el-
végezni. E célbdl alkotjak meg a kieséses tablakat. Példaként bemutatunk
egy 16-os kieséses tablat, melyben az elsé alapszabaly érvényesiil. A tabla
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sorait is 0-tél 15-ig szdmozzuk meg. A lebonyolitas soran itt feltételeztiik,
hogy mindig a jobban rangsorolt versenyzé nyer.

3\ 3\

0. 0 0
1. 15
2. 8 . 0
3. 7
4. 4 A ) 0
5. 11
6 12 s
coon ) s |
8 2 ) 0

: 2
0. 13 }
10. 10 . 2
11. 5 .
12. 6
13. 9} 6

1
14. 14 } )
15. 1
Vs Vs

Az els6 alapszabdly betartdsa mellett a versenyzék parositasa egyértel-
mii, ez a térbeli modell alapjan nyilvanvald. A kieséses tdbla — ennek sikbeli
abrazolasa — azonban nem, itt barmely agat tiikrézhetiink, és ez tobbszor
is megtehetd. Ahhoz, hogy a tablat egyértelmiivé tegyiik, sziikség van egy
mdsodik alapszabdlyra, feltételezziik, hogy paros sorszamu versenyzok paros
sorokba keriilnek, tovabbd ha mindig az erésebbnek feltételezett nyer, akkor
paros sorokban is maradnak (amig ki nem esnek a kiizdelmekbdl). gy a
tabla mar egyértelmii. Ez visszafelé torténd indukcioval latszik: a dontoben
a 0-s és az 1-es kiizd, és a 0-s van feliil. Az el6dontOkben a 0, 1, 2, 3 kiizd, az
els6 alapszabély szerint 0 — 3 és 1 — 2 parositdsban. Igy a 0 van legfeliil (az
els6 alapszabdly miatt), 3 alatta, a 2-es paros sorba keriil, tehat a 2. sorba,
az l-es a tabla aljara. Az indukcié igy folytathato.

A két alapszabdlynak megfelel6 kieséses tabla igy visszafelé mindig meg-
konstrudlhatd, de kérdéses még a kozvetlen el6allitas. A kérdés igy hangzik:
az erésorrendben k-adik versenyzo a tabla hanyadik sordba keriil? Keressiik
tehat a 0, 1, 2, ..., 2" — 1 szamoknak olyan permutaciéjat, ami teljesiti a
két alapszabalyt.
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Definidljuk el6szor a 0, 1, 2, ..., 2" — 1 szdmoknak két egyszert permu-
tacidjat mi-et és mo-t a w1(k) és a mo(k) fiiggvényekkel, mely a 0 < k < 2"
szamokat kolcsonosen egyértelmiien ugyanezekre a szamokra képezi le. frjuk
fel a k-t kettes szamrendszerben n szamjeggyel, ennek a szamnak visszafelé
torténd olvasata legyen a mq (k). Ha k-t kettes szdmrendszerben az e, €1,
..., €9, £1 szamjegyek &llitjik el6, akkor k az (e, €p—1, ..., €2, €1) vektorral
adhat6 meg. Az elébbi definicié alapjan (k) ugyanigy az (e1, €2, ..., €n)
vektorral jellemezhetd.

A miésik permutacié, a mo(k) a k szdmhoz a 2k szdmot rendeli, ha 2k <
< 2" és a 2" — 1 — 2k szamot kiilénben. Ez a leképezés is elmondhaté
szamjegyekkel: az (e, €p—1, ..., €2, €1) vektorhoz a (e,—1, ..., €1, 0) vektort
rendeli, ha e, = 0, és (,_1, ..., €1, 1) vektort, hae, = 1. Ittaz & = 1 —¢;
jelolést hasznaltuk.

Konnyen lathaté, hogy mindkét leképezés kolcsonosen egyértelmiien ké-
pezi le a 0 és 2" — 1 kozotti egész szamok halmazat 6nmagara.

1.8.1. Tétel. A két alapszabdlynak megfelel§ egyenes kieséses tablat a
T = mwomy permuticié hozza létre.

Bizonyitas. A kettes szdmrendszerbeli szamjegyekbdl képezett vekto-
rokkal megadva a mom; permutécié a k = (& 5, €n—1, ..., €2, £1) vektorhoz
az (g2, ..., €n, 0) vektort rendeli, ha e = 0, és az (&, ..., &, 1) vektort
rendeli, ha e; = 1. Ebbdl lathaté a masodik alapszabaly teljesiilése: ha k
paros, azaz, ha e1 = 0, akkor (g9, ..., &,, 0) is paros szdmnak felel meg, ha
k paratlan, azaz 1 = 1, akkor (&2, ..., &,, 1) is paratlannak.

Legyen (e, €p—1, --., €2, 0) paros k sorszamhoz tartozé vektor, ekkor
aky = 2" — 1 — k szdmhoz tartozé vektor (&,,..., €2, 1). A k sorszamu
versenyzd sora a téabldzatban (eg, ..., &,, 0), mig a k; sorszamié (eo, ...,
€n, 1), vagyis egymassal fognak kiizdeni. Megallapithatjuk tehat, hogy az
els6 forduléban egymassal szembekeriilé versenyzok sorszamainak az 6sszege
2" — 1.

Bizonyitandé még, hogy ha mindig a jobb nyer, akkor a masodik fordulé-
ra is 6roklodnek ezek a tulajdonsidgok. Ha egy adott versenyzé gyoztes, akkor
a sorszama 2" — 1-nél kisebb, tehét a hozzd tartozé vektor (0, e,.— 1, ..., €2,
1) alaki. A helye a tabldn az (g9, ..., €,—1, 0, 0) vektorral jellemezhetd,
hae; =0, és az (&2, ..., En—1, 1, 1) vektorral, ha e; = 1. A versenyzé maso-
dik forduldbeli sorszamat az eredeti sorszam felének egészrésze adja, amihez
az (€2, ..., en—1, 0), vagy az (&, ..., £,—1, 1) vektor tartozik aszerint, hogy
e1 = 0 vagy 1. Ez pontosan megfelel a 2"~ méretii tabla konstrukciéjanak.
O

Tovabbi érdekességként emlitsiik meg, hogy a permutacié ismételt al-
kalmazéasa visszaallitja az eredeti sorrendet. Ha feltételezziik, hogy €1 = 0,
akkor az (e, ..., &, 0) vektorra alkalmazva a transzformaciét (e, ..., €,
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0) = (en, ..., €9, €1)-et kapunk, 1 = 1 esetén az (&9, ..., &y, 1) vektorbdl
(eny ooy €9, 1) = (ep, ..., €2, €1) adédik. A megjegyzésbél kovetkezik, hogy
ha a k sorszamu jatékos a j-edik sorba keriil, akkor a j sorszamu a k-adik
sorba keriil. Tovabbi atfogalmazdst jelent az, hogy a 7 permuticié inverze
is m, vagyis a versenyzének a tablan elfoglalt helybdl ugyanezen eljarassal
lehet az eredeti er6sorrendre kovetkeztetni.

14. Kérdés. Igaz-e, hogy a megadott m permutdcié paros? (A péros
permutdaci6 fogalmat lasd a 4.4. fejezet végén.)

1.9. Valaszok a kérdésekre

1. Mit neveziink az n-dimenzids kocka testatldojanak? Hany testatléja van?

A testdtlo két csicsot 6sszekotd szakasz, melynek minden pontja, a vég-
pontoktdl eltekintve belsé pontja a kockdnak. A két csics tehdt azonos
(n — 1)-dimenzids lapon nem lehet, ezért azonos koordinatai nem lehetnek.
Mivel a csticspontok minden koordinataja csak 0 vagy 1 lehet, ezért a méasik
(4tellenes) cstics mar egyértelmiien meghatarozott. Példaul a (0, 1, 1, 0, 0)
cstcesbdl kiindulé testatls csak az (1, 0, 0, 1, 1) csicsban végzddhet.

Mivel minden csiicsbol egyetlen testatlé indul ki, és 2"cstics van, a test-
atlok szama 271,

2. n darab szdmszeri statisztikai megfigyelés, a1, as, ..., an, az n-
dimenziés tér egy pontjaval azonosithaté. Jeloljiik a-sal a minta atlagat,
azaz legyen a = U2 tutn &g képezzitk az ¢ = (a1 — @, a2 — @, ..., an — @)
vektorokat. Igazoljuk, hogy ezek a vektorok az R"™ egy valédi alterébe esnek.
Mi jellemzi ezt az alteret?

x mintadtlaga mar nulla lesz, vagyis a koordinatainak osszege nulla. Ez
a tulajdonsiag megorzddik, ha két ilyen vektort tsszeadunk, vagy ha szam-
mal szorzunk, tehat az ilyen vektorok halmaza alteret alkot. Legyen & =

= (r1, 2, ..., Ty), akkor az altér pontjait az x1 + z2 + ... + z, = 0 egyenlet
jellemzi.
3. Ha az ai, as, ..., a, statisztikai mintabdl elkészitjiikk az = =

= (a1 — a,a2 — a,...,a, — a) vektort, ahol a a mintadtlagot jeloli, akkor
a minta szorasa és a  norméja kozott milyen 6sszefiiggés all fenn?

Mivel a minta szérésa az ﬁ\/(al —a)?+ (a2 —a)? + ... + (an, — a)? kép-

lettel szamolhatd, a minta szorasa ”i\/%'

4. Ha a € R? és ||a|| = 4, tovdbba 1 = (1, 1, 1, 1), akkor mennyi az
(a — 1, a + 1) kifejezés értéke?
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(a—1,a+1) = [[a|*—(1,-a)+(1,-a)—(1,1) = |[a|*~|[1|]* = 16-4 =
= 12. (Vigyédzat (1,1) # 1, mint ahogy (1,a) sem egyezik meg a-val!)

5. Legyen ay, a9, ..., a, és by, ba, ..., b, két statisztikai minta, vonjuk le
a mintaelemekbdl az atlagukat, a kapott vektorokat jeloljiik x-szel ill. y-nal.
Mi az Osszefiiggés a x és az y korrelacids egylitthatdja és a szoge kozott?

A két minta, és egyben az x és az y korreldcids egyiitthatoja az

2 (@i = 2)(yi = ¥)

no109

T‘(.’L‘, y) =

képlettel szamolhaté ki, ahol o1 és o9 a két minta szérasa. Egyszerii atala-
kitdssal r(x, y) = % = cos~y. Ebbdl az dsszefiiggésbol nyilvanvald az
a statisztikai allitas, hogy

r(z,y)| < 1.

6. Az n-dimenzids kockanak vannak-e ortogondlis testatl6i?

Tekintsiik a koordindta egységvektorok altal meghatdrozott kockat. Az
1. Kérdésnél lattuk, hogy a testatld a szemkozti csticsokat koti 6ssze, és ha a
kocka egyik cstcsa a, akkor a szemkozti cstics 1 — a (@ minden koordinétéja
0 vagy 1). Az 6sszekotd vektor 1 — 2a, melynek minden koordinédtédja 1 vagy
—1. Két ilyen vektor skalarszorzata +1-ek Osszege, mely nullat csak ugy
adhat, ha paros sok Osszeadandé van. Paros dimenzids térben tehat lehet,
pératlanban nem!

Péld4aul R*-ben:

a=(1,0,0,1), 1-a=(0,1,1,0), 1-2a=(-1,1,1,-1)
b=1(00,1,1), 1-b=(1,1,0,0), 1—-2b=(1,1,—-1,-1),
ésaz 1 — 2a és 1 — 2b vektorok ortogonalisak.

7. Igaz-e a vektorrendszer linedris fiiggetlensége akkor, ha barmely két
vektor szoge 60°7

Feltehetd, hogy a linearisan fiiggetlen rendszert alkoté vektorok egység-
vektorok, a feltétel szerint ekkor barmely ketté skalarszorzata % Tegyiik fel,

hogy
cia1 + a0+ ...+ cpap =0,

és szorozzuk meg az egyenldség mindkét oldalat a;-vel, akkor

1
5(clecQjL...j%cj+...+ck) =0



30 1. fejezet. Az n-dimenzids tér

adédik minden 1 < j < k-ra. Az Osszes egyenletet Gsszeadva

E+1
2

(cr+ea+..+c¢j+...+c) =0,

amibdl ¢; = 0-t kapunk minden j-re. Ez a linedris fiiggetlenséget jelenti.

8. Lehetséges-e, hogy az n-dimenzids kocka Gsszes testatlé-vektora line-
arisan fiiggetlen rendszert alkot?

A testétlok szdma az 1. Kérdés szerint 2", de R"-ben legfeljebb n
linedrisan fiiggetlen vektor van. Mivel 2"~! > n, ez nem lehetséges, kivéve
az n = 2 esetet. A négyzet atlévektorai valéban linarisan fliggetlenek.

9. Az (x1, z2, x3) vektor legyen az

a1x1 +bywe + crr3 =0
asx1 + bowo + cow3 =0

aszxy + bsxro + czx3 =0

in. homogén linearis egyenletrendszer megoldasa. Igaz-e, hogy a megoldéa-
sok halmaza R3 altere? Igaz-e ugyanez, ha az egyenletrendszer nem homo-
gén, azaz a jobb oldalon nem csupa nulla all?

Koénnyen lathaté, hogy ha (x1, x2, z3) és (y1, Y2, y3) megoldasok, akkor
(x1+y1, T2 + Y2, T3+ y3) és (cx1, cxa, cxs) is megoldds, tehit a megolddsok
tényleg alteret alkotnak. Itt sem az egyenletek szama, sem az ismeretlenek
szama nem szamit, egyenléknek sem kell lenniiik.

Ha az egyenletrendszer nem homogén, akkor a 0 nem megoldas, tehat
altérrél nem eshet szd.

10. A z; + x2 + ... + 2, = 0 egyenletnek eleget tevd z = (z1, z2, ..., Tp)
vektorok a 9. Kérdés szerint alteret alkotnak. Generaljak-e ezt az alteret az

a1 =(1,0,0,..,0, —1),
as=(0,1,0,..,0, 1),
a3 =(0,0,1,..,0,—1),

an_1=(0,0,0,.. 1, —1)

vektorok? Mennyi az altér dimenzidja?

Ellendrizhet6, hogy a vektorok az altérhez tartoznak. Maésrészt vegyiink
egy, az altérhez tartozé © = (x1, x2, ..., x,) vektort, akkor & = z1a1+x2a2+
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+...+ Zp—1an_1, hiszen els6 koordindtdja x;, a mésodik x3, ..., az (n — 1)-
edik x,_1, és az n-edik koordindta —(x1 + x2 + ... + x,—1) lesz, ami az
egyenlet alapjan x,. Vagyis a vektorok generaljak az alteret.

A vektorok linedrisan fiiggetlenek, mert barmely kett6 szoge 60°, és a 7.
Kérdésben éppen ezt bizonyitottuk be. (A linedris fliggetlenség masképpen is
belathaté. Felirva a c1a1+coas+...4+cp—1a,—1 = 0 relaciét koordinatanként,
az i-edik koordinatara ¢; = 0 addédik, ahol i tetszoleges, 1 <i<n—1.) Az
altér dimenzidja az elmondottak szerint n — 1.

11. Az n-dimenziés kocka (n — 1)-dimenziés lapatldjanak nevezziik a
kockat hatarolé (n — 1)-dimenziés kockédk testétléit. A kocka egy cstcsabdl
kiindulé (n — 1)-dimenzids lapatlé vektorok bazist alkotnak-e R™-ben?

Tekintsiik ismét a koordinata egységvektorok altal meghatarozott koc-
kat, és a kivalasztott csics legyen az origé. A kockanak n olyan lapja
van, melynek pontja az origd, mégpedig egy-egy lapot azon pontok alkot-
nak, amelyeknél egy koordinatat rogzitiink nullanak, a tébbi 0 és 1 kozott
szabadon valtozhat. A rogzitett koordinatat pedig n-féleképpen tudjuk ki-
vélasztani. Ebbol azt is megkapjuk, hogy a lapon szemkozti cstcsok, és
egyben a lapatlé vektorok koordinatai:

a1=(0,1,1, .., 1, 1),
a = (17 07 17 3] 1> 1)7
as=(1,1,0, .., 1, 1),

an=(1,1,1, ..., 1,0).

A lapatlokkal el6allithaté az origobdl kiinduld b testatlo: b =1 = ﬁ(al—l—
+ag + ... + ay), és eléallithaté tetsz6leges koorditdta egységvektor is: e; =
=(0,0,0,...,1,...,0) = b - a; . Alapatlok tehat generaljik a koordinata
egységvektorokat, igy a teljes teret is. Ebbdl kovetkezik, hogy az a1, ao,
..., ay vektorok linearisan fliggetlenek, mert Gsszefiiggés esetén n-nél kisebb
méretli generatorrendszer létezne.

12. L legyen azon (z, y, z, w) vektorok halmaza, melyre 2z + 3y +
+ 4z 4+ 5w = 0. Adjuk meg L és L egy-egy lehetséges generatorrendszerét.

A 10. Kérdéshez hasonlbéan a generatorrendszer:
a1 =(5,0,0, -2),
ay = (0, 5,0, =3),
a3 = (0,0, 5, —4).
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Kénnyen léthaté, hogy az (z, y, z, w) koordinatdju vektor elédll fai+
+2a3 + a3 alakban. Az altér dimenzidja 3, ezért az ortogonalis kiegészit6
altér egydimenziés. Generdlé vektora

a4 = (2, 3, 4, 5).

13. Adott L altérhez vegyiink fel az a # 0, a € L, ésa b ¢ L vektorokat,
és képezzitk az L = {y : y = x + (x,b)a, = € L'} halmazt. Igaz-e, hogy
L egyik kiegészit6 alterét definidltuk?

Igazoljuk, hogy L altér. Ha y, = z; + (z;,b)a (z; € Lt i = 1, 2),
akkor

Y, +ys =x1+ (x1,b)a + x2 + (x2,b)a = 1 + 2 + (1 + 22, b)a

és &1 + xy € LT, tehdt y; + yo € L. Hasonléan cy; = cx1 + (cx1,b)a és
cxy € Ll, tehat cy; € L.

Igazoljuk, hogy a két altér kozos része {0}. Tegyiik fel, hogy y = = +
+(x, bla = z és z € L, akkor ¢ = z — (x, b)a, ahol ¢ € L', és
z —(z, b)a € L. Ez csak ugy lehetséges, ha ¢ = 0, de akkor y = z = 0.

Igazoljuk a generalast. Legyen x € R", akkor * = u + v, ahol u € L
és v € L+. Atalakitva:

z =(u—(v,b)a)+ (v+ (v,b)a),

ahol u — (v,b)a € L és v + (v, b)a € L, ami a kivdnt el6allitast adja.

Megjegyzés. Az adott k-dimenziés L altérhez vegyiik fel az a; # 0,
a; € L, és a b; vektorokat (i = 1, 2, ..., k), és képezzik az

k
Li={y:y=z+)> (x,b)a;, x € L'} halmazt. Ugyanigy megmu-

=1
tathatd, hogy L kiegészitd alterét kapjuk. Igaz-e, hogy L minden kiegészitd
altere ilyen alaku?

14. Igaz-e, hogy a megadott m permutécié paros? (A paros permutécid
fogalmat lasd a 4.4. fejezet végén.)

El6szor hatarozzuk meg, hogy hany elem marad a helyén a permuticié

soran. Mint emlitettiik, az (e, ep—1, .. ., €2, 0) vektor dtmegy az (g2, ..., &p,
0) vektorba, mig (&, €p—1, - - ., €2, 1) az (&2, ..., &, 1)-be megy at. Méasképp
fogalmazva, ha (e, €p—1, ..., €2) szimmetrikus, vagy antiszimmetrikus,

akkor generdl egy fix elemet. Ha j = ["T'H], akkor 27 ilyen vektor van, tehét

ennyi fix eleme van a permutéciénak (egyszerti kombinatorikai feladat).
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A permutéacié sordn tehat 27 — 27 elem helyet valtoztat. Mivel 7 =
= 771 ezek az elemek parokba sorolhaték, és a parok elemei helyet cserél-
nek a permutacié soran. Az eredeti sorrend tehat %(2" — 2J) pér cseréjével
helyreallithaté. Minden par cseréje szomszédos elemek péaratlan szamu cse-
réjével elvégezhetd, igy az Osszes szomszédos parcsere paritdsa megegyezik
on—1 _ 2i~1 paritdsdval, a m permutdcié tehat péros, ha 2"~ — 29~1 paros
szam.

n = 0, vagy n = 1 esetén a m permutacio az identitds, tehdt paros. Ha
n > 3, akkor j > 2, vagyis 27! — 2771 két pdros szam kiilonbsége, azaz
péros, tehat m is paros. Ha n = 2, akkor j = 1, vagyis 271 — 2/71= 1,
vagyis egyediil ebben az egy esetben nem lesz paros a m permutécio.






2. fejezet

Linearis leképezések

2.1. Linearis fiiggvény

Idézziik fel a fiiggvény definiciéjat. Adott két halmaz, X és Y, az f az X
halmaz minden eleméhez egyértelmiien hozzarendel egy Y-ba esd elemet,
akkor ezt a hozzarendelést nevezziik f: X — Y fliggvénynek.

Példaként legyen X = R Y = R. Akkor f: X — Y asik (z, y) pont-
jaihoz rendel egy z szamértéket, amit szokasosan kétvaltozods fiiggvénynek
neveziink. A kétvaltozds fliggvény linedris, ha a két valtozonak elsofoki
polinomjardl van szé, azaz, ha f(x, y) = az + by +c alaka. A fliggvény
homogén linedris, ha ¢ = 0, azaz csak els6foki tagokbdl all, nulladfokt kons-
tans nincs benne: z = ax + by. A tovabbiakban ezt feltételezziik, nem
jelent tul 1ényeges korlatozast, de a targyalast megkonnyiti. Mi a jellemz6 a
(homogén) linearis fiiggvényre? A c-(x, y)-hoz hozzarendelt érték, barmely
c szam esetén, cz lesz, tovabba ha (z1, y1)-hez a 21 tartozik és (z2, y2)-hoz
a zg, akkor (x1 + x2, y1 + y2)-hoz a figgvény a z; + zo-t rendeli hozza.
A fiiggvény jelolésmédjan a tovdbbiakban tobbszor is véltoztatunk: A-val
jeloljiik a linedris fiiggvényt, és a valtozot kozrefogd zardjeleket is mellézziik
(Az olvasata: A alkalmazva x-re). Ennek megfelel6en definidljuk a linedris
leképezést.

2.1.1. Definicié. Az A: R™ — R" fliggvényt linedris leképezésnek
nevezziik, ha barmely x, 1, 2 € R"-re és barmely ¢ szamra

a) Acx = c¢- Az,
b) A(iBl + $2) = Az + Axs.

Természetesen A értelmezési tartomanya R™, értékkészlete, amit kép-
térnek is neveziink, R4. R-16l egyelore csak annyit mondhatunk, hogy

35
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R4 C R™ Az el6bbi a) és b) tulajdonsdgok biztositjak, hogy R4 mindig
altér.

1. Kérdés. Linedris leképezés-e az A: R? — R3, ha A(z,y) =
= (r + y,22 — y,0)? Lineéris leképezés-e az A: R? — R?, ha
Az,y) = (v +y,2x —y,1)7

Hogyan adhaté meg egy linearis leképezés? Természetesen a fenti kér-
désnek megfelel6en képlettel, de ennél célszeriibb megadési médot is fogunk
taldlni. Ha megadjuk azt, hogy az

61:(1, 0, 0, O,...,O),
62:(07 17 07 07"'70)>

es =(0,0,1,0,...,0),

em:(ov Oa 07 0a"'71)7

koordindta egységvektorok a leképezés soran mely vektorokba mennek &at,
akkor a linearitas miatt a teljes leképezést megadtuk. Legyen ugyanis a; =
=Ae; (1 =1,2,..., m), akkor az

x = (1, 2, ..., Ty) =T1€] +T2€2+ ...+ Tpen

vektor képe

Ax = A(x1e1 + x0e2+ ...+ xpey) =x1Ae; +x0les + ...+ xplden, =

=101 +2202 + ...+ Ty Q.

Az A leképezés tehat paraméterekkel megadhatd, a paraméterek (n x m
darab szdm) m darab vektorként sorolhaték fel, ha az A megaddsanal ezt
fel akarjuk tiintetni, akkor A helyett bévebben A(a1, ag, ..., ay)-et irunk.
Itt A(ai, a9, ..., ay) maga a leképezés, ha ezt alkalmazzuk x-re, akkor
A(ai, ag, ..., ap)z-et kell irni.

A jelslésmédot tovabb egyszertisitjiikk: A(aq, ag, ..., ay,) helyett egysze-
rilen (a1, ag, ..., ap)-t frunk, és az (a1, as, ..., an,) leképezést nevezziik
A-nak, azaz legyen A = (a1, a2, ..., an). Az A = (a1, ag, ..., ap)
kifejezést mdtriznak nevezziik.
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Ha részletesen ki akarjuk irni az a1, as, ... és az a,, vektorokat, mond-
juk, legyen
a1 = (1,0,3,4),
as =(—2,3,0,-1),
a3 =(1,1,-1,2),

akkor ezt az

1 -2 1

0 3 1
A= 3 0 -1

4 -1 2

formédban tehetjiikk. A vektorokat tehat fiiggdlegesen irjuk fel elvdlaszté jele-
ket nem alkalmazva. Ezt gy mondjuk, hogy ebben a témakérben a vekto-
roknédl szokasos (vizszintesen felirt) sorvektorok helyett (fiigg6leges elrende-
zésil) tn. oszlopvektorokat hasznalunk. Innen mar csak egy lépés az, hogy
A alkalmazva az x-re helyett A-szor x-et mondunk, ahol a matrix és a vek-
tor szorzatat az elébbieknek megfelelGen, alkalmasan definidljuk. Ha a =
(z, y, ), akkor

1 -2 1 T —2y+z
Ao ] 0 3 1 ;3 | sy+=

3 0 -1 3r —z

4 -1 2 & dz —y+ 22

A szorzas szabalyait kés6bb majd pontosan megtanuljuk.

A tovabbiakban az A matrix altal létrehozott linedris leképezést és az
A maétrixot, azonos jelolést alkalmazva parhuzamosan hasznéljuk. (Filiggvé-
nyeknél is gyakran f(x) helyett f-et {runk.)

Emlitettiik, hogy az R4 képtér mindig altér. Rogton latszik, hogy ha az
A = (a1, ag, ..., a,) matrixrdl van sz6, akkor a1, as, ..., a,, eleme az
R 4-nak, hiszen a; = Ae;. Rdadésul a1, as, ..., a,, generdl6 rendszere R 4-
nak az Az-re fent megadott formula alapjan. fgy R4 dimenzidja a generald
rendszer rangja (Id. 1.5.5. Definici6). Ezt a szdmot egyben az A métrix
rangjanak is nevezziik.

2.1.2. Definicié. Az A = (a1, ag, ..., ay,) mdtriz rangja az ai, az,

.., @y vektorok kozott taldlhatéd linearisan fliggetlen vektorok maximalis
szama. Ez egyben a linedris leképezés rangja is. Jelolése: rang(A).

2. Kérdés. Jeloljik az ¢ = (21, z2, ..., x,) minta 4tlagat z-sal, és
képezzik az y = (v1 — T, x2 — T, ..., x, — &) vektort. Adjuk meg annak
a linedris transzforméacionak a métrixdt, mely az x-et az y-ba képezi le!
Mennyi a matrix rangja?
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2.2. Linearis miuveletek matrixokkal

Ismerkedjiink meg a matrixok irdasmddjaval, jeloléseivel és a matrixszal kap-
csolatos fogalmakkal.
A matrixot, dltaldnos alakban, az aldbbi formaban szoktuk felirni:

ai; a2 aiz - A1m

a21 a2 a3 - a2m
A=

anl Qap2 ap3z -*- Anm

Az elemek jelolése dupla indexszel torténik (tehat ajp olvasata a egy
kettd és nem a tizenkettd!), az indexek kozé irdsjelet, szokozt nem tesziink.
A matrix vizszintesen elhelyezkedd sorokbdl, vagy sorvektorokbdl, és fiiggd-
legesen elhelyezkedd oszlopokbdl, oszlopvektorokbdl all. A két index koziil
mindig a sorindex az els6, az oszlopindex a masodik:

as3

7N

sorindex oszlopindex

A sorindex tiinteti fel, hogy hdnyadik sor, az oszlopindex, hogy hanyadik
oszlop elemérdl van szo.

A matrixrdl réviden azt mondjuk, hogy n X m-es méretil, ez azt jelenti,
hogy n sora és m oszlopa van. Az elsé szdm mindig a sorméret (hany sora
van, és nem a sornak a mérete), a masodik az oszlopméret. A matrixban
1év6 szémokat elemeknek nevezziik. A matrix elemeit nagyméretii zardjellel
fogjuk ossze, a zérdjel lehet kerek vagy szogletes (kapcsos nem). Rovid
jelolésként hasznaljuk az A = (a;;) jelolést is, ez nem mond mast, mint,
hogy az A matrix az a;; elemekbdl &4ll, a méretét itt nem tiintetjiik fel.

A miétrixok hasznalatanak elsédleges célja a linearis leképezések meg-
addsa, kezelése. Minden, amit felépitiink, elsédlegesen ezt a célt szolgdlja.
A kés6bbi alkalmazasokban ez a cél tobbnyire a hattérben lappang, esetleg
észre sem vessziik, hogy linedris leképezésekrdl van szo.

Linearis leképezésekkel lehet miiveleteket végezni. Egy linearis leképe-
zést lehet a ¢ szammal szorozni: az eredetileg hozzarendelt vektor c-szeresét
rendeljiik hozza. Lehet két linearis leképezést Gsszeadni: az eredetileg hoz-
zarendelt vektorok 6sszegét rendeljiik hozza.
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Az els§ esetben az e; vektorokhoz nem az aj, hanem a ca; vektorokat
rendeli hozzd, vagyis a leképezés métrixa cA = (caq, cas, ..., ca,,) lesz.
A szabaly nagyon egyszerii: matrixot szammal gy szorzunk, hogy minden
elemét megszorozzuk.

A mésodik esetben adott az A = (a1, a2, ..., an,) ésa B = (b, by, ...,
b,,) métrix. Az A + B az e, vektorokhoz az ar + by vektorokat rendeli
hozzd: A + B = (a1 + b1, aa + ba, ..., @y + by,), tehdt métrixokat

ugy adunk 0ssze, hogy a megfelel6 oszlopvektoraikat 6sszeadjuk, ami megfe-
lel annak, hogy az azonos helyen &all6 elemeiket 6sszeadjuk. Természetes az
is, hogy két linearis leképezést csak akkor tudunk Osszeadni, ha mindketto
R™ — R leképezés, és ekkor az Osszeg is ilyen lesz. Matrixok vonatko-
zasaban elmondva: két matrixot csak akkor tudunk Osszeadni, ha méreteik
megegyeznek.

2.2.1. Definicié. Az A maétrix c-szerese

cail Ccaiz Ccaiz - Caim

Cca21 Cca99 ca93 e Ca2m
cA =

canl1 CAp2 CApz --- CQpm,

Az A és a B = (b;;) métrixokat dsszeadni csak akkor lehet, ha méreteik
megegyeznek, ekkor

a1 +bi1 ai2+bi2 aiz+biz - a1m + bim

a1 + b1 agy +bay a3 +baz - agm + by
A+ B=| . ) ) )

an1 + bnl ap2 + bn2 an3 + bn3 s Apm + bnm

A matrixok Osszeaddsara és szammal torténd szorzdsara vonatkozéan a
valos szamokra ismert Osszes — kommutativ, asszociativ és disztributiv —
tulajdonsag fenndll, hiszen elemenkénti, valés szamokra elvégzett miivele-
tekrél van sz6. Példaul, A + (B + C) = (A + B) + C, vagy ¢c(A + B) =
=cA + c¢B.

Beszéljiink kiilon az R”™ — R linearis leképezésrdl, amikor az R™-en
értelmezett fiiggvény (valds) szam. Az ilyen leképezést linedris funkciondl-
nak is nevezik. Ez esetben is el6éllithaté az A = (a1, ag, ..., a,,) métrix,
csak minden a; egydimenzids vektor, vagyis szdm. Ez azt jelenti, hogy A
1 X m-es matrix, azaz sorvektor. Kimondhatjuk az aldbbi tételt:

2.2.2. Tétel. Az R™-en értelmezett tetszdleges A linedris funkciondl-
hoz taldlhat6 olyan a €R™ sorvektor, hogy Az = (a, z), minden = €
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€ R™-re. Roviden: R™-ben minden linearis funkcional skalarszorzattal ad-
hat6 meg.

(A tétel joval dltalanosabb koriilmények kozott is érvényes, és Riesz-tétel
néven valt ismertté.)

3. Kérdés. Hany dimenzids teret alkot az R™ — R linearis leképezé-
sek halmaza?

2.3. Szorzas matrixszal

Matrix és vektor szorzatat a 2.1. fejezetben mar bevezettikk. Az A =

= (a1, ag, ..., ap) és az ¢ = (x1, 2, ..., Ty) vektor szorzata a fentiek
szerint y = Ax = a1x1 + a2 + ... + amT,. Az y vektor i-edik
koordinataja részletesen kiirva: y; = a;1x1+a0x2 + ... + @jmTy,. Tanuljuk

meg: matrixot vektorral akkor szorozhatunk Gssze, ha a métrix oszlopmérete
megegyezik a vektor méretével, és az eredményvektor i-edik koordinatajat a
matrix i-edik sorvektoranak és az adott vektornak a skalarszorzata adja.

A matrix-aritmertikdban — hacsak méast nem mondunk — a vektorokat
mindig oszlopvektoroknak irjuk fel. Ennek jelentéségét mar az A = (a1, a2,

.., Gpy) matrixkonstrukciéndl is ldttuk.

4. Kérdés. Gyakran sziikségessé valik az a = (a1, ag, ..., am) és
az € = (1, Ta, ..., Tm) vektor (a1x1, agwe, ..., amTy) alakd ,szorzatat”
eléallitani (pl. raktarkészlet értéke arufajtanként). Hogyan tehetjitk meg az
eddigi miveletekkel?

BA — a linearis transzformdciok vagy matrixok szorzata — jelentse a
linedris leképezések egymas utani elvégzését, el6szor az A-t, majd a B-t el-
végezve. Ha A az R™-et RP-be viszi at, akkor a B csak akkor alkalmazhatd,
ha az RP-t képezi le, mondjuk R™-be. A BA leképezés tehat R™ — R"
leképezés, és nyilvan tovdbbra is linearis. Ha A = (a1, ag, ..., an), akkor
az e; koordindtavektort az A az a; vektorba viszi 4t, BA pedig a Ba-be:

A B
€; — AEj = aj; — Baj.

A BA linedris leképezés métrixa tehat BA = (Baj, Bag, ..., Ba,,), mé-
rete: n X m.

Két matrix szorzata tehat ugy képezendo, hogy az elsé matrixot szorzom
a masodik matrix egyes oszlopvektoraival, és az eredménymatrixot a kapott
oszlopvektorokbdl allitom 6ssze. Vonjuk Gssze a miiveleti szabalyt a métrix
és vektor szorzasara vonatkozd szaballyal, és rogzitsiik végleges alakban a
matrixok szorzési szabalyat.
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A B matrix és az A métrix akkor és csak akkor szorozhaté ossze, ha B
oszlopmérete megegyezik A sorméretével:

A-B AB
nXp gxXm nxm

—~—

p=q

(az ,érintkez8” méretek megegyeznek, és kiesnek). Az eredménymadtrix i-
edik soranak j-edik eleme pedig az elsé méatrix i-edik sordnak és a masodik
matrix j-edik oszlopdnak skaldrszorzata (,sor-oszlop szorzas”).

A matrix-vektor szorzast kiilon megtanulni nem kell, tekintsiik az osz-
lopvektort n x 1-es matrixnak, és alkalmazzuk a matrixszorzast.

Ha figyelmesen olvastuk a linedris leképezések matrixeléallitasat, akkor
azt lattuk, hogy minden linearis leképezés felirhaté alkalmas matrixszal tor-
téné szorzassal. A forditott allitast azonban nem vizsgaltuk: az Az alaku
leképezés tényleg linedris leképezés-e? Az Acx = cAx Gsszefiiggés bizonyi-
tasa nem okoz gondot, hiszen a skalarszorzatbdl a konstans mindig kiemel-
het. Az A(x; + x2) = Az, + Az, bizonyitasa a skaldrszorzat disztributiv

tulajdonsagan alapszik. Legyenek A sorvektorai by, bo, ..., by, akkor
by (b1, 1 + x2)
Az + z2) = :b2 (x1 + x2) = :<b2’ z1+ ) =
'bn '<bn, x1 + T2)

(b1, x1) + (b1, z2)
<b2, £L'1> + <b2, :B2>

(by, z1) + (by, z2)

(b1, x1) (b1 x2)
(ba, 1) (b2, x2)
<bn7$1> <bn7w2>

Ezzel a gondolatmenettel egyben bebizonyitottuk a matrixszorzas A(B +
+C) = AB + AC alaku disztributiv tulajdonsigét is.

Van azonban egy bokken6: a matrixszorzas kommutativ tulajdonsaga
nem igaz, még akkor sem, ha mindkét szorzas elvégezhetd, és még akkor sem,
ha mindkét matrix nxn-es métrix. Erre nagyon kénnyii példat mutatni (1asd
pl. az 5. Kérdést). Nem kommutativ szorzas esetén azonban a (B + C)A =
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= BA 4+ CA alaku disztributiv tulajdonsdgot kiilon meg kell mutatni. Elég
a (B + C)x = Bx + Cx 0Osszefiiggést bizonyitani. Legyen B = (b;;) és
C = (¢j), és (B + C)x i-edik koordinatéja

D by +eiey =Y b+ Y cijj,
J J J
ami Bz és Cz i-edik koordindtajanak az Gsszege.

Szabad-e egyéltalan szorzasnak nevezni a matrixszorzast, ha nem kom-
mutativ? A skaldrszorzatndl is el6fordult hasonld, ott az asszociativitas
hidnyzott. Elfogadott nézet az, hogy egy tulajdonsag hidnyat el lehet néz-
ni. Az asszociativ tulajdonsag teljesiilését azonban elvarjuk, és mint latni
fogjuk, teljesiil is.

5. Kérdés. Mint emlitettiik, dltalaban AB # BA. El6fordulhat-e,
hogy AB = C # 0, és BA = 2C7? Vizsgaljuk meg a kérdést az A =
= ( g :g ésa B = :13 :i matrixok vonatkozasaban! Eléfordulhat-
e, hogy AB = 0, de BA # 07 Adjunk ra példat 2 x 2-es matrixokkal!
Konny példat adni arra is, hogy 0-tdl kiilonb6z6 matrix négyzete 0. (0 a
megfelel6 méretli nullmétrixot jeloli, mely csupa nulldbdl 4ll.)

A matrixszorzas asszociativ tulajdonsiga a leképezésekbdl azonnal 1at-
hatd. Legyen

C:R"— RP,
B :RP —» RY
és A:R?T—- R™.

Az ABCrx kifejezés (x € R™) a linedris leképezések egymads uténi elvégzését
jelenti. Az A(BC)x a B és a C Osszevonasaval, az (AB)Cx az A és a B
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Osszevonasaval keletkezo leképezéseket jelenti, de az eredmény ugyanaz: az
abra szerint a szaggatott vonal ugyanoda vezet, mint a pontozott vonal.
Megallapithaté tehét, hogy A(BC) = (AB)C.

2.4. Transzponalas

A matrix transzponaltja a sorok és oszlopok felcserélésébdl adédo Uj matrix.
Képlettel megadva, ha A = (a;;) n x m-es métrix, akkor A* = (b;;), az A
transzponaltja, olyan m x n-es métrix, melyre b;; = aj; (i= 1, 2, ..., m;
j=1,2,...,n). Nyilvan

(A%)* = A.

Szemléletesen, ha a matrixot olyan tabldzatnak képzeljiik el, amelyhez
sorfejléc és oszlopfejléc tartozik, akkor a két fejlécet felcserélve az adatok is
helyet valtoztatnak: a matrixbol a transzponaltjit kapjuk.

Nem szorulnak bizonyitdsra az alabbi, linearis miiveletekre vonatkozo,
miiveleti szabdlyok, hiszen a transzponalt képzése alapjan nyilvanvaldak:

(A + B)* = A* + B* és (cA)* = cA*.

Azt gondolnank, hogy a transzpondalds a matrix kiilalakjaval torténd jat-
szadozas, és nem sok koze van a linedris leképezésekhez. Ez tévedés, éppoly
szerves része a transzformaciokkal végzett miveleteknek, mint a tobbi, ko-
rabban megismert miivelet.

2.4.1. Definicié. Ha Az : R™ — R" leképezés, akkor A*y : R" —
— R™ linearis leképezést 1étesit, amit a leképezés transzpondltjdnak neve-
ziink.

A transzponélés egyik fontos, meghatarozé tulajdonsiga, hogy a skalér-
szorzatot — bizonyos értelemben megtartja.

2.4.2. Tétel. Legyen A n x m-es matrix, € € R™ és y € R", akkor
(Az, y) = (x, A*y). Tovabb4, ha minden z € R™-re és minden y € R"-re
fennéll, hogy (Ax, y) = (x, By), akkor B = A*.

Bizonyitas. 1. Jelolje ei, es, ..., e, az R™, f{,f9,....f, az R"
koordindta egységvektorait, és legyen A* = (by, ba, ..., b,) = (b;;). Az
(Az, y) és az (x, A*y) kifejezés x-ben is és y-ban is linearis fiiggvény,
ezért elég az e; ill. f; vektorokra bizonyitani az Osszefliggést, az x-re és
y-ra vonatkozo &llitas ebbdl mar felépitheto.

<Aelvf]> = <a’27fj> = Ay, masrészt <eZ7A*fj> = <ei7 b]> = bl]7 (*)

és aj; = b;; teljesiil a transzponalds miatt.
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2. Ha (Az, y) = (x, By) minden koordinata egységvektorra teljesiil,
akkor (*) miatt B = A*. [

Irjuk fel az (ABzx, y) kifejezést (tegyiik fel, hogy a méretek megengedik
a szorzasok elvégzését), és a 2.4.2. Tétel kétszeri alkalmazdsiaval alakitsuk
at a kifejezést:

(ABz,y) = (Bx,A*y) = (x, B*A"y),
majd a 2.4.2. Tétel masodik része alapjan vonjuk le a kovetkeztetést:
(AB)* = B*A*.

Ez a szorzat transzponaltjara vonatkozo miiveleti szabaly.

6. Kérdés. Adott A n x m-es matrix és a € R" esetén az (a, Ax)
skaldrszorzat linedris funkcional R"-en. Mint minden linearis funkcional, ez
is felirhaté egy adott vektorral képezett skalarszorzatként (1d. 2.2.2. Tétel).
Hogyan adhaté meg jelen esetben ez a vektor?

2.5. Dimenzi6-tétel, rangszam-tétel

Ebben a fejezetben — a cimtél eltéréen — a linedris leképezések sziirjektiv,
injektiv és bijektiv tulajdonsagait vizsgaljuk.

Emlékeztetiink arra, hogy az f: X — Y fiiggvény (ahol X és Y tetszole-
ges halmazok) sziirjektiv, ha értékkészlete a teljes Y'; injektiv, ha kiilonb6z6
X-beli pontok képe kiilonb6zo, bijektiv, ha sziirjektiv és injektiv is.

Hogy jobban rogziiljon a harom fogalom, végezziink el egy gondolat-
kisérletet: Y minden pontjahoz irjuk oda, hogy hany X-beli ponthoz van
hozzarendelve. Ez a jelzés lehet akar 0 is, vagy végtelen is. Sziirjektiv a fiigg-
vény, ha a szamok kozott nincs nulla, injektiv, ha csak 0 vagy 1 szerepel,
bijektiv esetben minden ponthoz 1-et irtunk. A bijektiv fiiggvény nyilvan
kolcsonosen egyértelmii leképezést valdsit meg.

A sziirjektiv tulajdonsig a 2.1. fejezetben mondottak értelmében egy-
szerlien kezelhet8: az R, értékkészlet, mint altér, dimenzidja rang(A), tehat
R4 = R™ akkor és csak akkor valésul meg, ha rang(A) = n. Ez a sziirjek-
tivitas sziikséges és elégséges feltétele.

Példaul Az: R™ — R™ m < n esetén nem lehet sziirjektiv, mert

rang(A) = rang(ai, az,...,ap) <m < n.
Az injektivitas vizsgalatahoz definialjuk a magtér fogalmat.

2.5.1. Definicié. Az Ax: R™ — R" leképezés M4 magtere azon x
vektorok halmaza, melyek a O-ra képzodnek le: My = {x: Az = 0}.
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Az M4 magtér nyilvan altere R"-nek.

2.5.2. Tétel. Az Ax: R™ — R" leképezés akkor és csak akkor injektiv,
ha A magtere egy elemfi, vagyis ha M4 = {0}.

Bizonyitas. = Tegyiik fel, hogy a € M4 és a # 0. Legyen y = Ax
valamely adott x-re, akkor A(z + a) = y + 0 = y, tehit nem lehet injektiv.

< Ha nem lenne injektiv, akkor y = Ax; = Az, dllna fenn, de 0 =
= Az — Azys = A(z1 — x2), vagyis ©¢1— xo € My, de My = {0}, tehat
r1 = I9. |

2.5.3. Tétel (dimenzié tétel). Jeloljitk My dimenziéjat s-sel, Ry
dimenzidjat r-rel, akkor

s+r=m.
Bizonyitas. Vegyiink fel M -ban egy bézist, jeloljik &1, o, ..., xs-sel, és
ezt egészitsiik ki R™-ben bazissd (1.5.2. kibévitési tétel), legyen ez @1, @2,
ey gy .., Ty R4 minden eleme
m m
A ~Zakmk = Z ag A:Bk
k=1 k=s+1

alakba irhaté, tehat az Axsy1, Axsio, ..., Az, vektorok generdljak R4-t.
Ugyanakkor linedrisan fiiggetlenek is, mert

Cs+1A$S+1 + CS+2A$S+2 + ...+ cmAa:m =

= A(CS+13}5+1 + Cs4+2Ls+2 + ...+ mem) =0

alapjan csp1@s41 + Cs12®si2 + oo + e € My, Az Ty, o9,y Tm
vektorok &altal generalt altér az M4 kiegészito altere, tehat kozos elemiik
csak a 0 lehet, igy csp1@s11 + Csr2®st2 + ... + CnTy, = 0, ami csak cg11 =
Cs42 = ... = &y, = 0 esetén lehetséges.

Mivel megadtuk Ra-nak m — s darab bazisvektorat, R4 dimenzidja r =
=m-s. U

A tételnek érdekes kovetkezménye van m = n esetén. A linedris leké-
pezések specidlis esetét, amikor m = n, vagyis amikor az R"-et énmagara
képezziik le, kiilon névvel illetjik: linedris transzformdcionak nevezziik.

2.5.4. Kévetkezmény. Az Ax: R"™ — R" linearis transzforméaciora a
sziirjektivitds, injektivitas és a bijektivitas ekvivalens fogalmak.

Bizonyitas. A dimenzié tétel miatt, ha injektiv, azaz s = 0, akkor
r = n, tehat sziirjektiv is. Ha sziirjektiv, azaz r = n, akkor s = 0, tehét
injektiv is. OJ

2.5.5. Tétel (rangszdm-tétel). Barmely linedris leképezés és a transz-
pondltjdnak a rangja megegyezik. Matrixokra kimondva: az A és A* matrix
rangja egyenld.
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Bizonyitas. Legyen x € My, akkor Az = 0. Barmely y € R"-re
(y, Az) = (x, A*y) = 0, tehdt = ortogondlis R4+~ minden elemére. R 4~
ezért az M, ortogondlis kiegészité alterébe esik, vagyis r1 = rang(A*) <
<m-—s=r.

A gondolatmenetet elismételve gy, hogy A*x leképezésbdl indulunk ki,
kapjuk, hogy r < r1. A két egyenl6tlenség alapjan r = r1. O

2.5.6. Kovetkezmény. A* képtere megegyezik A magterének orto-
gonalis kiegészité alterével. Ha M4 ortogonalis kiegészité alterét N4 -val
jeloljiik, akkor Ng = R x.

Bizonyitas. A 2.5.5. Tétel bizonyitasaban lattuk, hogy N4 D Ra~, de
dimenziéban megegyeznek, tehat N4y = Ra«.

A rangszam-tétel kovetkezménye, hogy az n x m-es métrix rangja legfel-
jebb min(n, m) lehet. Azokat a matrixokat, melyekre itt egyenléség teljesiil,
teljesrangi mdtrixoknak nevezziik.

2.5.7. Tétel. rang(AB) < min(rang(A), rang(B)).

Bizonyitas. Mivel Rqyp C Ra, Rap dimenzidja nem lehet nagyobb,
mint R4 dimenzidja, ezért rang(AB) < rang(A). Masrészt a rangszam-tétel
felhaszndldsaval rang(AB) = rang((AB)*) = rang(B*A*) < rang(B*) =
rang(B). O

7. Kérdés. Adjuk meg a 2. Kérdésben szerepld linedris transzformacié
magterét!

2.6. Rangszamitas

A linedris leképezések egyik f6 jellemzdje a rang. A rang kiszdmitdsa azonban
jol hasznalhato a linedris fiiggetlenség eldontésére és a linedrisan fliggetlen
vektorok szaménak meghatarozasara is. Az alapgondolat az, hogy az oszlo-
pokkal bizonyos miveleteket végezve megmutathatd, hogy a métrix rangja
nem valtozik, és kozben a matrix attekintheté6bbé vélik. Mivel rang(A) =
= rang(A™*), természetesen ugyanezen miiveleteket sorokra is elvégezhetjiik.

2.6.1. Segédtétel. Ha A n x m-es, r rangii matrix, B m X p-s matrix,
melynek a rangja m, akkor rang(AB) = 7.

Bizonyitas.. Mivel Bz értékkészlete R™, az ABz értékkészlete Ry,
ezért Rap = R4, vagyis rang(AB) = r. O

Adjuk meg az m x m-es B matrixot a kovetkezéképpen:

100 -~ O
c 10 --- 0
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Az oszlopvektorok linedris fliggetlensége a definicié alapjan igazolhatd, tehét
rang(B) = m. Ebbél kovetkezéen rang(AB) = rang(A), vagyis az A métrix
rangja nem valtozik, ha B-vel jobbrél megszorozzuk. Legyen A = (a1, a2,
as, ..., @), akkor

ail1 +cae aip aiz - a1m
az1 +caze azx agz - -- azm

AB = . _ . = (a1+cag, az, as, ..., an)
apl + can2 ap2 ap3 - Anm

rangja megegyezik A rangjaval. Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezé tételt.

2.6.2. Tétel. A matrix rangja nem valtozik, ha valamelyik oszlopdhoz
egy masik oszlop c-szeresét, vagy ha egy sordhoz egy masik sor c-szeresét
adjuk hozza.

Ezzel a tétellel megnyilik az it a méatrixok rangjanak numerikus kisza-
mitdsdra. A sor- és oszlopmiiveletek sorozatos alkalmazdsival annyi nulldt
,gyartunk” a matrixban, amennyit csak lehet. Ezt azonban célszerti méd-
szeresen végezni, mert kiilonben néhany 1épés utdn a korabban eldallitott
nullék elromlanak, és a nulldk szdma nem novekszik. Altaldban a kévetkezd
eljaras javasolhaté.

Valasszunk ki egy nem nulla elemet, a;;-t, amelynek mondjuk a sorat
nulldzni akarjuk. A j-edik oszlop megfelel6 tobbszorosét hozzaadva az el-
s6 oszlophoz elérhet6, hogy a;; nullava véljon, és ugyanezt megtehetjiik a
tobbi oszloppal is a j-edik kivételével. Egy elemet sorban magényosnak ne-
veziink, ha rajta kiviil a sor minden eleme nulla, oszlopban maganyosnak,
ha az oszlop tobbi eleme nulla. Az eljdrdssal tehat a;; sorban magdnyos-
sa valt. Ez utdn a;j-vel az oszlopdnak tobbi eleme is nullazhat6, kozben a
tobbi elem nem valtozik, mert 0-t adunk hozzajuk. Foglaljuk &ssze: sorban
maganyos elem oszlopban is maganyos, oszlopban maganyos elem sorban is
magéanyos, mondjuk gy, hogy teljesen maganyos. Az eljarast addig lehet
folytatni, amig minden nem nulla elem teljesen maganyossa valik. Ez a
végallas. Ekkor kozvetleniil 1athaté, hogy a maganyos elemeket tartalmazo
oszlopok linedrisan fiiggetlenek, mig a csupa nulla oszlopok mindig linedrisan
fliggbvé teszik a rendszert, tehat a kapott matrix rangja, ami megegyezik az
eredeti matrix rangjaval, a magényos elemek szdma.

Az eljaras értelemszeriien felhasznalhaté egy adott vektorrendszer rang-
janak a kiszdmitasara is, csak a vektorokbdl, mint oszlopvektorokbdl mat-
rixot kell késziteni. Vannak azonban olyan esetek, amikor nem elég a li-
nedrisan fliggetlen vektorok szamat megéllapitani, hanem ezeket ki is kell
valasztani a vektorrendszerbdl. Az eljardas — bizonyos szabdlyok beiktatasa-
val — erre is lehetOséget ad.
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Nevezziik az oszlopmiiveletek kapcsan aktiv oszlopnak azt, amelyik tobb-
szorosét képezve hozzaadjuk egy masikhoz. Az aktiv oszlop a miivelet soran
valtozatlan marad. A masik oszlopot, amelyikhez ezt hozzdadjuk, amelyik
weltiri” a hozzdadast, nevezziik passziv oszlopnak. Vezessiik be az aldbbi
korlatozasokat az oszlopmiiveletek tekintetében (a sormiiveletekre itt nincs
korlatozas):

1. Oszlopcserét nem hajtunk végre.

2. Egyik aktiv oszlopvektor sem valik a kés6bbiek sordn nullvektorra.

Ha ez a két szabdly nem sériil, akkor a teljesen maganyos elemek kijel6lik a
linedrisan fiiggetlen vektorokat az eredeti matrixban is.

Bizonyitas. A rangszamolds végallasdnak ismeretében az eredeti mat-
rixbdl toroljiik a végalldsban csupa nullava vald oszlopokat. A rangszamolds
korabbi 1épései erre a matrixra is megismételhetSk (a torolt passziv oszlo-
pokkal nem kell torédni). A végeredmény megadja a linedrisan fiiggetlen
vektorok szdmat, de minden oszlopban lesz maganyos elem, igy ezek a vek-
torok linearisan fiiggetlenek. [

A fent javasolt eljaras ezt a szabalyt betartja. Természetesen a sorvek-
torokra is hasonlé allitds érvényes.

8. Kérdés. Linedrisan fiiggetlen-e az a = (1, 4, 0, 0), b = (0, 2, 3, 0),
c=(0,0,3,2),d=(1,0,0, 4) vektorrendszer? Ha nem, akkor adjuk meg
egy maximélis linedrisan fiiggetlen részrendszerét!

2.7. Inverz leképezés, inverz matrix

Az f: X — Y figgvénynek akkor és csak akkor van inverze, ha bijektiv.
Az Axz: R™ — R” linedris leképezés rangjat jeloljiik r-rel, magterének
a dimenziéjat s-el. Ha az A bijektiv, akkor a sziirjektivitds miatt n =
= r, az injektivitds miatt s = 0, tehdt a 2.5.3. dimenzié-tétel (mely szerint
s+r =m) alapjan n = m &ll fenn. Ebben a fejezetben tehat a tovabbiakban
feltételezziik, hogy mindig Ax: R"™ — R" linedris transzformdciordl van
sz6, mert més esetben az inverz nem létezhet. Az Ax: R™ — R” linedaris
transzformacié inverze akkor és csak akkor létezik, ha n = r, vagyis, ha az
A teljesrangu.

Az A miétrix tehat n x n-es, in. négyzetes méatrix, rangja r = n, vagy-
is teljesrangu matrix. Ezen feltételek mellett a bijektivitds biztositva van,
tehat az inverz leképezés létezik. Konnyen lathatd, hogy az inverz transz-
formécié is linedris. Legyen ugyanis y1 és yo a tér két tetszdleges eleme,



2.7. Inverz leképezés, inverz matrix 49

akkor y1 = Axy és yo = Axo, és az inverz transzformdcié yi-hez x-et,
yo2-hoz xo-t rendeli hozzé. y1 + yo = Az + Axy = A(x1 + 2), vagyis y
+ yo-hoz 1 + o tartozik, mig cy, = cAx, = Acxzq, vagyis cyi-hez cxq
tartozik. Jeloljiikk az inverz linedris transzforméciét és a matrixat A~ '-gyel,
akkor A~ R™ — R", és a métrixa szintén n x n-es négyzetes matrix.

9. Kérdés. Milyen a-ra nem létezik az A matrixd transzformécié in-
verze, ahol

— = =
— =
— Q=
Q== =

Ha az f fiiggvénynek létezik inverze, jeloljiik szokasos médon f~!-gyel, akkor
Y f(x)) = = és f(f~'(y)) = vy, hiszen az oda-vissza torténé leképezés
minden elemet helyben hagy. Inverz leképezésre felirva ugyanezt:

A 'Az = ., ill. AA 'x = =, métrixokra felirva A=A = I,ill. AA~'=
= I, ahol I az identikus leképezés matrixa,

10 --- 0
01 0
I =
00 --- 1

Az I-t egységmdtriznak nevezziik.

A valés szamok bevezetésénél szé esik a Osszeadas és a szorzas miiveleti
szabalyairél. A kommutativ, asszociativ és disztributiv szabalyokon tilme-
néen megemlitjiik, hogy mindkét miiveletnek van neutralis eleme: a + 0 =
= a, és a-1 = a, tehat az Gsszeadasndl a 0, a szorzasnal az 1 a masik ope-
randust nem valtoztatja meg. A neutrélis elem ismeretében létezik mindkét
miiveletre az inverz elem, olyan x szam, melyre a+x = 0, ill. ha a # 0, akkor
ar = a. Ezeket jeloljiik —a-val ill. 1/a-val. Hasonléan a métrixszorzdsnal I
a neutralis elem, egységelem, mert AI = TA = A, és A~! az inverz elem,
mert AA' = A"1A=1.

Az inverz transzformécié és az inverz matrix fogalma az inverz fiiggvény
definiciéjabol kovetkezik. Megmutatjuk azonban, hogy az AX = XA =
= I 6sszefiiggés jellemz6 tulajdonsag, azonban a definicié egyszeriibb alakra
hozhato.

2.7.1. Definicié. Ha négyzetes matrixokra AB = I, akkor mindkét
matrix inverze létezik és B-t az A inverzének és A-t a B inverzének nevez-
ziik. Jeloléssel: B = A1 és A = B~ L.



50 2. fejezet. Linedris leképezések

Bizonyitas. Bizonyitani kell a definicié egyértelmiiségét. Ha AB =
I, akkor A is és B is teljesrangd matrix. I ugyanis teljesrangu, képtere
R", ez csak gy allhat el6, ha Rp is és R4 is megegyezik R"™-nel, ekkor
viszont mindkét matrix teljesrangi. Teljesrangi négyzetes matrixokra az
inverz viszont létezik. Szorozzuk meg az AB = I egyenletet balrél A~!-
gyel, akkor A"'(AB) = (A~'A) B = B = A~!, adédik. Jobb oldali B!
szorzassal ugyanigy adédik a mésik allitas. [

Még egyszer mondjuk el a bizonyitott allitas lényegét: négyzetes matri-
xok vonatkozdsaban elég az A1 A = I, ill. AA~'= I egyenl8ségek egyikét
igazolni ahhoz, hogy beldssuk, hogy A~' tényleg az inverz métrix. Ha az
egyik egyenlOséget tudjuk, a méasik mar biztosan teljestil.

10. Kérdés. A fenti definiciéban lényeges-e a négyzetes matrixokra
vonatkozé kikotés? Ha A 2 x 3-as és B 3 x 2-es akkor el6fordulhat-e, hogy
AB = I? Ha el6fordulhat, akkor A egyértelmiien meghatarozza-e B-t7 Mi
a helyzet, ha A 3 x 2-es?

2.7.2. Tétel. Ha A és B inverze létezik, akkor AB inverze is létezik
és (AB)™! = B'A7!, tovébba (cA)™' =147 (c #0).

Bizonyitas. B! A~! teljesiti az AB inverz métrixdnak a definiciéjat,
ugyanis

(B'A™HYAB)=B Y(A'AB=B'IB=B'B=1.
%Ail ugyancsak teljesiti cA inverzének a definiciéjat:

1 1
(—A ™ H(cA)==-cA'A=T1. O
& &

2.8. Valaszok a kérdésekre

1. Linedris leképezés-e az A: R? — R3, ha A(z,y) = (x +y,2x — y,0)?
Linedris leképezés-e az A: R?2 — R3, ha A(z, y) = (z +y, 2z —y, 1)?

A lineéaris leképezést definialé relacidkat kell ellenérizni:

Alex, cy) = (cx + cy, 2cx — ¢y, 0) = c(z +y, 20—y, 0) = cA(z,y),
és
Alxr + 22,01 +y2) = (@1 + 22 +y1 + y2,, 2(z1 +22) — (1 +42), 0) =
= (z1+y1, 221 —y1, 0) + (2 + y2, 222 — Y2, 0) = A(z1,11) + A(x2, y2).
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A miésodik esetben A(0, 0) = (0, 0, 1) # 0, tehat nem linearis.

2. Jeloljik az ¢ = (x1, 2, ..., z,) minta atlagit z-sal, és képezziik
az y = (x1 — T, xa — T, ..., x, — T) vektort. Adjuk meg annak a linedris
transzformaciénak a matrixat, mely az x-et az y-ba képezi le! Mennyi a
matrix rangja?

Legyen y = (y1, ¥2, ..., Yn), akkor y, = xp — T = —%xl — %.’Ijg -+
%xk — = %xn Ennek megfelelden:
n-1 _1 . _1
"ot T
A= “n n " n
11 n-1
n n n
Az Ry altérben 1év6 y vektorokat az y1 + y2 + ... + yn = 0 egyenlet

jellemzi, az 1. fejezet 10. kérdése alapjan ennek dimenzidja n — 1, azaz
rang(A) =n — L.

3. Hany dimenzids teret alkot az R™ — R linedris leképezések halma-
za?

A leképezések halmaza ekvivalens (izomorf) az n x m-es matrixok halma-
zéval. Ennek bézisat alkotjak azok a méatrixok, amelyeknek egyetlen elemiik
1, a t6bbi 0. Mivel nm ilyen matrix van, a tér dimenzidja nm.

4. Gyakran sziikségessé vélik az a = (ay, ag, ..., ap) és az ¢ = (x1,
X9y ..., Ty) vektor (ayx1, asxa, ..., amxy,) alakd ,szorzatat” eléallitani
(pl. raktdrkészlet értéke drufajtanként). Hogyan tehetjiikk meg az eddigi
miiveletekkel?

frjuk fel a-t matrix alakban a kdvetkezo forméaban:

a; O 0
4 0 a9 0 ’
0 O an
akkor (a1x1, agza, ..., amx,) = Ax.

Felmeriil a kérdés, hogy a vektorok szorzatat miért nem igy definidljuk,
hiszen sokkal egyszeriibb lenne. Valdjdban ez linearis vektor-vektor hoz-
zarendelés, tehat ,valddi énje” linedaris transzformacio, ezért célszerlibb az
ennek megfelel6 Ax jelolést hasznalni.
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5. Mint emlitettiik, altaldban AB # BA. El6fordulhat-e, hogy AB =
= C #0, és BA = 2C7? Vizsgéljuk meg a kérdést az A = ( g :é ) és a
B = ; :i > matrixok vonatkozasaban! El6fordulhat-e, hogy AB = 0,
de BA # 07 Adjunk ra példat 2 x 2-es matrixokkal! Konnyl példat adni
arra is, hogy 0-tdl kiilonb6z6 matrix négyzete O.

6 —4 1 -2 6 4
AB:<9 —6><3 —4>:<—9 G)ZC#O
1 -2 6 —4 12 8
BA_(S —4)(9 —6>_(—18 12>_20'

10\ , (A B _
LegyenmostA-(C d)eSB_(C D),akkorAB—Oa

kovetkezo egyenletek teljesiilését kivanja meg:

és

A+0C=0
B+btD=0
cA+dC=0
cB+dD =0.

Az els6 két egyenlet alapjan A = -bC és B = - bD. Ezt behelyettesitve a
masik kettébe, C' # 0-t és D # 0-t feltételezve mindkettébdl d = be adddik.
E harom egyenletnek kell eleget tennie a hét szamnak. Konnyen talalunk
megoldast, pl. b =2, c =3, C =1é D = 1 mar meghatarozza a tobbi
szamot. Valdban:

- (12)(717)- (0 0)s

és
-2 -2 1 2 -8 —16
pa= (77 ) (5 e)=(3" ) A
0 0 9
Ha A = P , akkor A = AA = 0.

6. Adott A n x m-es matrix és a € R" esetén az (a, Ax) skaldrszorzat
linearis funkcional R™-en. Mint minden linearis funkciondl, ez is felirhaté
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egy adott vektorral képezett skalarszorzatként (1d. 2.2.2. Tétel). Hogyan
adhaté meg jelen esetben ez a vektor?

Mivel (a, Az) = (A*a, z) a transzponélds tulajdonsdga miatt, a kér-
déses vektor A*a.

7. Adjuk meg a 2. Kérdésben szerepld linedris transzformécié magterét!

y = 0 akkor és csak akkor, ha minden i-re x; = Z, vagyis, ha minden
mintaelem egyenld. Az altér egydimenzids, és generdlé eleme 1 = (1, 1, ...,
1).

Mas meggondolassal a 2. Kérdésben megadott matrix alapjan latjuk,
hogy A = A*, tehdt Ry = Rj+. Ra dimenzidjat és generald elemeit az
1. fejezet 10. Kérdésében meghataroztuk. R4 ortogonalis kiegészito altere
egydimenzids, generdlé eleme lathatéan az 1 vektor.

8. Linedrisan fiiggetlen-e az a = (1, 4, 0, 0), b = (0, 2, 3, 0), ¢ = (0,
0, 3,2), d= (1,0, 0, 4) vektorrendszer? Ha nem, akkor adjuk meg egy
maximalis linedrisan fiiggetlen részrendszerét!

Matrixok rangban egyenlGségét itt ~-lal jeloljiik. Készitsiik el az oszlop-
vektorokbdl all6 matrixot, és végezziik el az elbirt sor- és oszlopmiiveleteket.
Az els6 oszlop (-1)-szeresét adjuk hozza az utolsé oszlophoz, ezaltal az elsé
sor els6 eleme sorban maganyossa valik. A sorban maganyos elem oszlopdaban
is maganyos. A masodik sort adjuk hozza a negyedikhez, ekkor a masodik
sor negyedik eleme vélik el6bb oszlopdban, majd teljesen magdanyossd. A
harmadik oszlopbdl vonjuk ki a méasodikat, ekkor a harmadik oszlop nulla-
vé valik, majd a harmadik sor méasodik elemét tegyiik teljesen maganyossa.
Ezzel elérkeztiink a végéllashoz: minden nem nulla elem teljesen maganyos.

1001 1000 100 0
4200 4 2 0 —4 02 0 —4
0330710330 10330 ~
00 2 4 00 2 4 00 2 4
100 0 1000
020 —4 000 —4
“10 3 30 “10 3 30 ~
0220 0220
1 000 1000
000 —4 000 —4
“10 300 10300
0200 0000
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Olvassuk le a rangot: hdrom nem nulla elem maradt, a rang tehat 3, a li-
nedrisan fiiggetlen oszlopvektorok szama (és a sorvektoroké is) harom. A
megadott vektorok nem linearisan fliggetlenek, de — mivel a kiegészit6 sza-
bélyokat nem hagtuk at, a harmadik oszlop aktiv oszlopként nem szerepelt
—az a, b és d vektorok biztosan linearisan fiiggetlenek.

A levezetésbdl kozvetleniil nem latszik, de ellendrizhetéen igaz, hogy a
vektorok kozott az a — 2b +2¢ — d = 0 Osszefiiggés all fenn, ebbdl az is
latszik, hogy bédrmely hdrom vektor linearisan fiiggetlen. A sorok kozotti
Osszefiiggés bonyolultabb: 12a — 3b + 2¢ — 3d = 0.

9. Milyen a-ra nem létezik az A matrixd transzformacié inverze, ahol

—_—Q = =
Q = =

1
a
1
1

— = =9

Azt kell eldonteni, hogy milyen a-ra igaz, hogy rang(A4) < 4. a = 1
esetén rang(A) = 1, ezt az esetet mellézhetjiik a tovabbi vizsgdlatnal. Az
els6 sor (—1)-szeresét adjuk hozzd a mésodik és a harmadik sorhoz, majd
(—a)-szorosat adjuk hozzd az utolsé sorhoz. (1 —a) # 0 az oszlopokbdl
kiemelhetd.

a 1 1 1 a 1 1 1
1 a 1 1 l1—-a a-1 0 0
1 1a1 |7 |1-a 0 a—1 0|~
111 a 1—a®> 1—a 1—a O

—_
|
s
IS
|
[
[an}
[an}
— = = O
(I
[a—
o O

34+a 1 1

Az utolsé métrixbdl latszik, hogy a = -3 esetén is rang(A) = 3 < 4. Maés
esetben az inverz létezik.

10. A 2.7.1. Definiciéban lényeges-e a négyzetes matrixokra vonatkozo
kik6tés? Ha A 2 x 3-as és B 3 x 2-es akkor el6fordulhat-e, hogy AB = I?



2.8. Vialaszok a kérdésekre 55

Ha el6fordulhat, akkor A egyértelmiien meghatarozza-e B-t? Mi a helyzet,
ha A 3 x 2-es?

Hasonlé médszerrel, mint az 5. Kérdésnél, ellenpéldat lehet gyartani:

@)

(0 0,5 0,5) ’ _(1 0>
1 -1 1 L 0 1

A B nem egyértelmii, hiszen

—_

<0 0,5 0,5> v _<1 o)
1 -1 1 L 01

Ha A 3 x 2-es akkor B csak 2 x 3-as lehet, az eredménytdl 3 x 3-as egy-
ségmatrixot varnank el. A rangja legfeljebb 2, ezért A B képtere legfeljebb
kétdimenziés, A B rangja legfeljebb 2, de I rangja 3. Ilyen ellenpélda nincs.

—_






3. fejezet

Linearis geometria

3.1. Sikok

Az 1. fejezet 12. Kérdése nyomdn lattuk, hogy ax; + bzo + cas + drg = 0

egyenletnek eleget tevé & = (x1, x2, x3, x4) vektorok (feltételezve, hogy az

a, b, ¢ és d szdmok nem mind nulldk) az R* valédi alterét alkotjdk, és az

altér 3-dimenziés. Az &llitds m dimenzidra is kiterjeszthet6. Azon & = (a1,
m

x9, ..., Tmy) vektorok, melyekre > a;z; = (a,z) = 0 (a = (a1, az, ...,
i=1

am) # 0) teljesiil, az R™ (m — 1)-dimenzids alterét alkotjdk. Valasszunk

egy nem nulla koordinatat, mondjuk a,, # 0, akkor lathat6 ugyanis, hogy a

v =(0,0,...,0,am, 0, ..., —ax) (k=1, 2, ..., m— 1) vektorrendszer az

altér bazisat képezi.

Mésrészt egy tetszoleges (m — 1)-dimenziés altér ortogonédlis kiegészitd
alterét, amely egydimenzids altér, egy olyan a vektor general, mely az altér
minden elemére ortogondlis. Az altér minden x elemére tehat fenndll az
(a, z) = 0 egyenlet. Ugy is mondhatjuk, hogy minden (m — 1)-dimenzids
altér egy linearis funkcional magtere.

Az m-dimenziés kocka kapcsan beszéltiink a kockat hatérolé (m — 1)-
dimenzids sikokrdl is. Ezek a sikok (az oldallapok sikjai) az (e, ) = 0 vagy
az (ex, ) = 1 egyenletnek tettek eleget, ahol ey a koordindta egységvektort
jeloli. Az (e, ) = 0 megolddshalmaza természetesen egyben altér is, de az
(ek, ) = 1 megolddshalmaza nem, mert a 0-t nem tartalmazza. Altaldban
az (m — 1)-dimenzids sik egyenletének a

Zai$i:b (a:(alaa%"wam)#o)
=1

o7
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egyenletet tekintjiik. Az egyenletnek eleget tevé vektorok halmaza b = 0
esetén altér, kiillonben nem.

A (m — 1)-dimenziés sik és az (m — 1)-dimenzids altér kozott szoros
Osszefiiggés van. Ha az (a, x) = b sikot nézzik, és xy egy pontja a sik-
nak, azaz (a, xo) = b, akkor (a, ¢ — xyp) = 0, azaz * — x pontja az
(a, ) = 0 altérnek. Masrészt, ha x pontja az (a, ) = 0 altérnek, és x( €
€ R™ ugy, hogy (a, o) = b, akkor (a, x + x¢) = b, vagyis ¢ + o eleme
az (a, x) = b siknak. Az (m — 1)-dimenzids sik tehat az (m — 1)-dimenziés
altér eltoldsaval szarmaztathato.

A k-dimenziés sikok (1 < k < m) ugyanigy szarmaztathatok k-dimenzids
alterekbdl eltolassal. Foglalkozzunk el0szor a k-dimenzids altér megadasaval.
Alteret eddig leggyakrabban bazisaval adtunk meg. Most hasznaljunk, ezen
tulmenden, még két megadasi mdédot, valamely alkalmasan megadott linearis
leképezés képtérével ill. magtérével torténé megadast!

Az L altér megadédsanak egyik legkézenfekvébb mdédja generdld elemeivel
(vagy bazisdval) torténé megadas. Ha adottak az L altér vy, v, ..., vj ge-
neralé elemei (v; € R™), akkor képezziik az A = (v1, va, ..., v)) matrixot,
és az Ay: R* — R™ leképezés képtere az L altér. Az L alteret ugyanis a

k
bazisvektorok linearis kombindcidi, az » | y;v; = Ay vektorok alkotjék, ahol
i=1
y = (y1, Y2, - -, Yg). Bz az tn. képteres megadds. Lattuk, hogy a generald
elemekkkel torténé és a képteres megadasi mod 1ényegében ekvivalens.

Mivel a generdlé elemek redukédlhaték a bézisra, az A matrixbdl is el-
hagyhatdk a linedrisan Osszefiiggé oszlopok, tehat feltehetd, hogy az A mat-
rix k oszlopmérete megegyezik L dimenzidjaval.

Képezzitk az L1 altér, az ortogonalis kiegészits altér wq, wo, ..., Um_k
generalé rendszerét (az 1.4.4. Tétel eljardst ad erre), és irjuk fel a B matrixot
az w1y, U9, ..., Uy_k sorvektorokbdl:

A Bz: R™ — R™* leképezés magtere azon & vektorok halmaza, melyre
Bx = 0, ami azt jelenti, hogy & minden wi, us, ..., %,,_; vektorra or-
togondlis, vagyis @ € L. A magtér és L egyezését a dimenzid-tétel (2.5.3.
Tétel) biztositja. Ez az tin. magteres (egyenlettel torténd) megaddsi mad.
A képteres megadashoz hasonléan, a magteres is redukalhatd, a linedarisan
fliggd sorok a matrixbdl elhagyhatdk, és ekkor elérhetd, hogy a métrix m —
k sorméretében k az altér dimenzidja.
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1. Kérdés. R*-ben legyen az L altér bazisa a = (1, 2, 3, 0) és b =
(1, 3, 2, 1). Adjuk meg azt a linedris leképezést, amelynek L a magtere.
Alkalmazzuk az 1.4.4. Tétel konstrukcids eljarasat!

Természetesen sem a magteres, sem a képteres megadds nem egyértel-
mi, hiszen a matrix sorait ill. oszlopait képez6 bazisvektorok tetszélegesen
valaszthatok. A fenti A és B matrixokra azonban BA = 0 mindig fennall,
hiszen minden z-re BAxz = 0, mert Axz a B magterének eleme. EbbdI is l1at-
hatd, hogy a B métrix sorvektorai és az A matrix oszlopvektorai ortogonalis
altereket generalnak.

3.1.1. Definicié. Az B és az A métrixok (ebben a sorrendben) anul-
laljdk egymast, ha BA = 0, és a rangok 6sszege megegyezik A sorméretével
(ill. B oszlopméretével).

Ha B k X n-es r9 rangi, A n X m-es r1 rangu matrix és annullaljak egy-
mast, akkor A képtere B magterébe esik. B magtere azonban a dimenzié-
tétel (2.5.3.Tétel) miatt n — ro = 71 dimenziés, A képtere szintén r di-
menzios, igy A képtere megegyezik B magterével. B és A akkor és csak
akkor hatarozzdk meg ugyanazt az alteret magtérként ill. képtérként, ha
anulldljak egymaést.

Ha B és A anulldljak egymadst, akkor A* és B* is anullaljdk egymdst
(ebben a sorrendben), és az dltaluk meghatarozott altér az el6bbi ortogonalis
kiegészitéje (1d. 2.5.6. Kovetkezmény).

3.1.2. Definicié. Legyen L C R™ tetszéleges k-dimenzids altér (0
<k <m)és a € R™ tetsz6leges vektor. R k-dimenzids sikjanak altalanos
alakja: S = {x + a: € L}. a az S sik barmely pontja lehet.

A definicié megfelel annak a megéllapitasnak, hogy a sik az altér eltola-
saval kaphaté meg.

Nézziik a definicié kovetkezményeit a sik kiilonb6z6 megadéasi médjaira
vonatkozdan.

A k-dimenzids sikot dltalaban k + 1 pontja hatarozza meg, jeloljiik ezeket

ai, az, ..., ag+1-gyel. Vegylik a-t a = apyi-nek, és képezzikk az a;—
api1, @3 — Ak, --., G — a1 vektorokat. Ha ezek a vektorok linearisan
fiiggetlenek, akkor generaljak L-et, és L-et a-val eltolva megkapjuk a sikot.

Az a1— agy1, a2 — Gk, - ., G — ap41 vektorok linedris fiiggetlensége

azt jelenti, hogy a

Cl(a1 — ak+1) + 02(a2 — ak+1) “+ ...+ ck(ak — ak+1) =0

Osszefiiggés csak gy kovetkezhet be, ha ¢y = co = ... = ¢ = 0. Rendezziik
at, és vezessiik be a ¢y 1 = —(c1 +c2 + ... + ¢) jelolést, akkor

ci(ar — apq1) + c2(az — apq1) + ...+ cp(ap — apqr) =
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k+1

k k
= E CiQ;— Qg4 E c; = § cia; =0,
i=1 =1 =1

k+1
ahol " ¢; = 0. Mondjuk ki a definiciét:
i=1
3.1.3. Definicid. Az a1, ao, ..., ari1 vektorok affin fiiggetlenek, ha
k+1 k+1
Zciai:O és ZClZO
i=1 i=1
egyidejlileg csak tgy teljesiilhet, ha c; =co = ... = ¢ = 0.
Megjegyzés. Az ai, ag, ..., a1 vektorok affin fiiggetlenségének el-
lendrzése célszeri médon az a1— apy1, @2 — Ggt1, ..., Gk — @11 vektorok

linedris fliggetlenségének ellendrzésével torténhet, ami rangszamitassal hajt-
haté végre.

3.1.4. Tétel. k£ + 1 darab affin fiiggetlen vektor egyértelmiien megha-
taroz egy olyan k-dimenzids sikot, melynek ezek a vektorok a pontjai. Az
ilyen vektorrendszert a sik affin bdzisdnak nevezzik.

A sik vektorai (pontjai) az affin bézis segitségével konnyen el6allithatok.
k

Az L altér pontjai Y cx(a; — axy1) alakiak, ezért a sik pontjai a
i=1
k k
Zcz‘(ai — Q1) + Q1 = Zciai + <1 - ZQ) Qi1
i=1 i=1 i=1
formulédval jellemezhet6k. Ha bevezetjiik a cxp1 = 1 — (1 + c2 + ... + ¢k)
k+1
jelolést, akkor a sik tetszéleges & pontja eléallithaté az ¢ = ) ¢;a; alakban,
i=1
k+1
ahol >  ¢; = 1. A ¢; szdmokat az « pont a1, as, ..., apy1 rendszerre
i=1

vonatkozd baricentrikus koordinatdinak nevezziik.

A baricentrikus koordinatéak fizikai interpretacidja a kovetkezd: az aq,
as, ..., a1 pontokban rendre ¢y, ca, ..., cxr1 tOmegpontokat helyeziink
el, akkor a rendszer silypontja . Negativ silyokat — ellenkez iranyu erd-
hatast — is megengedve a silypont a sik barmely pontjiba athelyezhetd.
Affin fiiggetlen rendszer esetén x a silyokat egyértelmiien jellemzi, igy azok
koordindtaknak is felfoghatok.

Az affin fiiggetlen aq, a2, ..., ap+1 vektorok, mint lattuk, meghataroz-
zék az L alteret, amelynek eltoldséval kapjuk a vektorok altal meghatarozott
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sikot. L+ egy bazisit véve a bazisvektorokbdl, mint sorvektorokbdl, elkészit-
heté a B matrix, melynek magtere L: & € L akkor és csak akkor, ha Bx =
= 0. Ez az L altér magteres megadasi modja. Legyen a € S, akkor az S sik
pontjai az y = ¢ + a pontok, melyekre By = Bx + Ba = Ba = b. A si-
kot tehat a By = b linearis egyenletrendszer megoldasai adjak. k-dimenzids
sik esetén B itt (m — k) x m-es teljesrangti matrix, b € R™F tetszéleges
vektor. Megforditva: TetszOleges By = b linedris egyenletrendszer megol-
désai mindig sikot alkotnak, vagy pontot, vagy iires halmazt, hiszen Bx = 0
megoldasai alteret képeznek, és ha van olyan a, hogy Ba = b, akkor ennek
az altérnek a-val torténd eltoltjardl van szo.

A sik megadhaté képtérként is. A sikot meghatarozé ai, a9, ..., ars1
vektorokbdl készitsiik el az a1 — agy1, a2 — agy1, ..., ap — apyq vektorokat,
ezekbol az

A= (ay—ap41, G2 — A1, .., Q) — Qjy1)

métrixot. Az Az: RF — R™ leképezés képtere az L altér (képteres meg-
addsi mé6d), és ha a sik egy pontja a (pl. a;), akkor az Az + a fiiggvény
képtere (értékkészlete) az a1, aq, ..., apyq vektorok &ltal meghatarozott
sik.

3.2. Linearis egyenletrendszerek
A linearis egyenletrendszer altalanos alakja,

1121 + a1222 + ... + AT, = by

a91%1 + a9 + ... + AomTym = b

Ap1T1 + Ap2T2 + ... + ApmTm = by,

a matrixaritmetikat felhaszndlva az
Ax=1b

tomor formaban irhaté fel. Itt A n X m-es matrix, b € R" konstansokbdl
allé vektor, x € R™ az ismeretleneket 6sszefogd vektor. A b = 0 specialis
esetet homogén linedris egyenletrendszernek nevezziik. Ebben a részben a
megoldhatdsigot, a megoldasok struktirajat vizsgaljuk, a megoldasok méd-
szereivel itt nem foglalkozunk. Az 1. Kérdésben elvégzettek mintédjara, az A
matrixot irjuk fel A = (a1, ag, ..., a,,) alakban, akkor a megoldas létezése
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m

azt jelenti, hogy valamilyen x1, 2, ..., z,, szdmokra > a;z; = b, vagyis
i=1

b nem noveli az a1, ao, ..., a,, vektorrendszer rangjat. Lényegében ezen

mulik a megoldhatdsag feltétele.
3.2.1. Tétel. Ax = b akkor és csak akkor oldhaté meg, ha A rangja
megegyezik az (ai, as, ..., ap, b) Gn. kibdvitett mdtriz rangjaval.
Bizonyitas. = Ha Az = b megoldhatd, akkor a rangszamitas oszlop-
miiveletei alapjan

rang(aq, @, ..., ap,) = rang(ai, ai, as, ..., @y) =

=rang(aix1, a1, @, ..., @p,) = rang(ai1r1 + a2r2, a1, a2, ..., Q) = ... =

m
= rang(z a;%i, a1, @2, ..., Gy) = rang(b, a1, as, ..., ap,).

i=1
< Ha r= rang(ai, a2, ..., a,), akkor feltehetd, hogy a1, asz, ..., a,
linedrisan fiiggetlen rendszer. a1, as, ..., a,, b mar nem lehet linedrisan
fiiggetlen, mert rang(ai, as, ..., @, b) = r. Létezik tehdt nem csupa nulla

egylitthatds linearis 6sszefiiggés a vektorok kozott:

-
Z c;a; + db = 0,
i=1
ahol d # 0, hiszen az a1, as, ..., a, vektorok kozott nincs ilyen linedris
Osszefiiggés. b tehat kifejezheto,

b = i —%ai,
=1

és ezzel a linedris egyenletrendszer megolddsat eldallitottuk: x; = —%, ha
i=1,2,...,résx; =0, hai=r+1,...,m. O
2. Kérdés. Megoldhaté-e az

r—y+2z2+t=6
3r —2y+2—t=0
r—3z—-3t=1

egyenletrendszer?

El6z6 pontban lattuk, hogy tetszoleges Ax = b linedris egyenletrend-
szer megoldasai — ha léteznek — mindig sikot alkotnak, és ez a sik az Ax
magterének eltoltja egy olyan a-val, melyre Aa = b. Még egyszer elmond-

va ugyanezt az egyenletrendszerek nyelvén: az Ax = b barmely megoldasa
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(4ltaldnos megolddsa) megkaphaté gy, hogy az Ax = b egy egyedi, un.
partikularis megoldasdhoz az Ax = 0 homogén egyenletrendszer valamely
megoldasat (ill. az altaldnos megolddsat) hozzdadjuk.

A megoldés létezése tehdt a partikularis megoldds létezésén, a megol-
désok ,szdma” pedig a magtér dimenzidjan mulik. A magtér dimenzidja a
dimenzié-tétel szerint (2.5.3. Tétel) s = m — r, vagyis a 1étezést feltételezve
a megoldés egyértelmii, ha m = r, és a megoldashalmaz s = m —1r dimenziés
sikot alkot, ha m > r.

3. Kérdés. Az

ST+y—2z=95
r—y+z=1
r+y—z=1

egyenletrendszernek x = 1, y = 3, z = 3 megoldasa. Van-e mas megoldds?

Specidlis esetet képez az Ax = 0 homogén egyenletrendszer. Ez min-
dig megoldhaté, hiszen £ = 0 mindig trividlis megoldast jelent. Az igazi
kérdést itt a nem trividlis megoldas létezése jelenti. Ha m = r, vagyis az
A oszlopvektorai linedrisan fiiggetlenek, akkor (és csak akkor) a megoldas
egyértelmii, tehdt csak a trividlis megoldés létezik. Az Ax = 0 homogén li-
nearis egyenletrendszernek akkor és csak akkor van nem trivialis megoldésa,
ha m > r. A megoldasok halmaza ekkor m — r dimenzids altér.

4. Kérdés. Az

r+y—z4+2w=0

r+z—w=0

megoldédsai hdny dimenziés alteret alkotnak? Adjuk meg az altaldnos meg-
oldast és a megolddshalmaz egy bézisat!

3.3. Sikok egymashoz viszonyitott helyzete

Mar emlitettem a kovetkezd javaslatot arra, hogy egy haromszog szogét
hogyan hatarozhatjuk meg magasabb dimenzié esetén. Fektessiink at egy
kétdimenzios sikot a harom ponton — lattuk, hogy ez megtehet6 —, majd az
(z, y)-koordinatasikkal képezett metszésvonala koriil forgassuk be az alap-
sikba. Ekkor sétaljunk oda, és mérjiik le.
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A forgatasrol majd kés6bb beszéliink, nézziik meg elébb a metszésvonal
kérdését.

Alterek kozos része szintén altér, hiszen a linedris miiveletek minden
egyes altérben kiilon-kiilon elvégezhetdk, igy az eredmény a metszethez is
hozzatartozik. Két altér metszetét a magteres megadassal jellemezhetjiik
a legkdonnyebben, legyen az egyik egyenlete Aix = 0, a masik Aoz = 0.
Az alterek metszetére mindkét egyenlet teljesiil, tehat képezzilk az A =
= < i; > matrixot, és az Ax = 0 egyenlet irja le a két altér kozos részét
képezo alteret. Ha rang(A) = r, akkor metszet dimenzidja m — r.

Jéval nehezebb a feladat, ha a két alteret képtérként adjuk meg. Legyen
Aix: RP — R™ és Ary: R? — R™, akkor keressiik azon b € R™ vektorok
halmazat, melyre Ajx = b is és Asy= b is megoldhatd.

Hasonléan képezhetjiik két sik metszetét. Az Ajx = by és az
Asx = b sikok metszete azon x vektorok halmaza, amelyre mindkét egyen-

let teljesiil, ami Osszefoglalhaté6 Ax = b alakban, ahol A = ( il ) és
2

b
akkor a megoldasok halmaza sik, melynek dimenziéja a korabbival megegye-
z0en m — r.

Mig az alterek esetén mindig volt megoldés (a 0 az alterek kozos pontja),
itt elképzelhetd, hogy nincs megoldas, vagyis a két stk nem metszi egymast:
kitérok vagy parhuzamosok. Tegyiik fel ebben a részben, hogy az altereket
és a sikokat nem egyszertisitheté alakban adjuk meg, vagyis az A sorai is
és az Ao sorai is linearisan fiiggetlenek. Ha a magterek nem iiresek, vagyis
ha mindkét egyenletrendszer megoldhaté, akkor a linearisan fiiggd sorok
elhagyhaték. Legyen rang(A;) = rj, rang(Ag) = ro, akkor a matrixok
méretei 71 x m ill. r9 X m. rang (A) = r, és A mérete (11 + r2) X m.

3.3.1. Tétel. Adott A1 és Ay esetén az A1z = by és az Asx = by
stkoknak akkor és csak akkor van minden b; és by esetén kozos pontjuk, ha
r+re=r.

Bizonyitas. Hasznéljuk az A = ( il ) ésa b= ( 21 ) jeloléseket.
2 2

_ ( by ) Ebbdl lathato, hogy ha az egyenlet egyaltalan megoldhato,

= Ha Az = b minden b-re megoldhat6, akkor R4 = R™T"2, ezért
rang(A) =r =11 + 2.
< Ha r = r1 + ry, akkor a kibGvitett matrix rangja sem lehet t6bb az A
mérete miatt. [

Nézziik azt a specialis esetet, amikor 71 +r9 = r = m. Ekkor a magtér 0
dimenziés, tehdt egyetlen megoldas van. Példaul R*-ben két kétdimenzids
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(kozonséges) sik, ha az r1 +rq = r feltétel teljesiil, akkor egy pontban metszi
egymast. Nem tudjuk elképzelni? Dehogynem! Vegyiik az egyik siknak
az (z, y)-koordinatasikot, a sik koordinétdit az jellemzi, hogy a harmadik
és a negyedik koordindta nulla, és vegyiik a (z, w)-koordinatasikot, a sik
koordinatait pedig az jellemzi, hogy az els6é és a méasodik koordindta nulla.
A kozos pontban mind a négy koordinata 0, tehat a metszéspont csak a 0.
Réadasul ez a tipikus eset!

Nem metsz6 sikok parhuzamosak, vagy kitérék. Definidljuk a parhuza-
mossag fogalmat, ezzel a kitérd sikok fogalma mér adott: nem parhuzamos
ko6zos pont nélkiili sikok.

3.3.2. Definicié. R™ két sikja pdrhuzamos, ha nincs kozos pontjuk, és
a hozzajuk tartozé alterek egyike tartalmazza a mésikat.

Pont és sik tavolsagat a szokdsos mdédon, két alakzat tavolsaganak meg-
felel6en definidljuk, vagyis az 6sszekotd szakaszok hosszanak az infimumaéval.

3.3.3. Tétel. Ha az Sy és az Sy sikok parhuzamosak, akkor a kisebb
(vagy egyenld) dimenziés sik minden pontja egyenld tavol van a mésik siktdl.
Ez a tavolsidg a két sik tavolsaga.

Bizonyitas. Legyen a két sik egyenlete

Sl : A1$ = b1
SQ : A2$ = b2,

tovédbba legyen Sy a kisebb (vagy egyenld) dimenzidju sik. A péarhuzamos-
sag ugy fogalmazhaté meg, hogy Asx = 0-bdl kivetkezik, hogy A1z = 0.
Az Sy tetszéleges x2 pontjat kossiik Ossze az S1 valamely @) pontjaval, a
tavolsdguk d = ||&1 — x2||. Ha Sy-nek egy a9’ pontjit valasztjuk, akkor
ehhez taldlhato olyan Si-beli @1’ pont, hogy ezek tavolsdga is d. Legyen
ugyanis Ax = xo'— x5 és x1'= x1 + Az, akkor AsAx = by — by = 0 és
Aixi’= A1z + A1Az = by + 0 = by, az 1’ pont tehat Si-hez tartozik.
Ugyanakkor ||x; — z2|| = ||z1” — 2’|| = d.

Ebbél kovetkezik, hogy az 6sszekotd szakaszok hosszanak infimuma mind-
két pontra ugyanaz. [J

3.3.4. Tétel. R™ két sikja, ha nincs kozos pontjuk és legalabb egyikiik
m — 1 dimenziés, akkor csak parhuzamos lehet.

Bizonyitas. Jellemezziik a két sikot az A;x = b; egyenlettel. Ha az els6
sik az (m — 1)-dimenziés, akkor A; 1 xme-es, jelolje egyetlen sorvektorét a,
Ay (feltételezheten linearisan fiiggetlen) sorvektorait pedig by, ba, ..., by,.
Ha a, by, ba, ..., b,, linearisan fiiggetlenek, akkor r = r1 + ra, igy a 3.3.1.
Tétel miatt a sikoknak van kozos pontja, ami ellentmond a feltételnek. Ha
nem linedrisan fiiggetlenek, akkor a kifejezheté a by, ba, ..., b,, vektorokkal,
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ekkor Asx = 0-bdl kovetkezik, hogy A1x = (a, ) = 0, vagyis az els6 sik
altere tartalmazza a masodikét. [J

Lényegében minden mas dimenzopar esetén léteznek kitér6 sikok. Nem
j6 az a szemlélet, hogy R*-ben két kétdimenziés sik azért lehet kitérs, mert
a dimenziéjukat tekintve ,elférnek”, hiszen 2 + 2 < 4. R’-ben ugyanis két
héaromdimenziés sik is lehet kitéro!

Vizsgaljuk meg a kitéro térelemek tavolsagat. Itt a kitéro térelemek kozé
felvehetjiik a parhuzamosakat is, az elmondottak nem kiilonboznek.

3.3.5. Tétel. Ha Sy és Sy két kozos pont nélkiili stk R™-ben, akkor
létezik olyan szakasz, mely a két sikot Osszekoti és mindkettore ortogona-
lis. A szakaszt normdl transzverzailisnak nevezziik. A normal transzverzalis
hossza a két sik tavolsaga.

Bizonyitas. Az egyik sikrél, mondjuk S;-r6l feltehetd, hogy altér,
ugyanis a koordindta-rendszer origéjat athelyezhetjiik S1 egy tetszdlegesen
kivalasztott pontjaba. Ekkor a két sik egyenlete legyen S1: A1x = 0 és So:
Asx = b. Jeloljikk az {x: Asx = 0} alteret Lo-vel, és képezziik az Sy és
Lo altal generélt alteret, legyen ez L. A konstrukciébol kovetkezik, hogy
So parhuzamos L-lel, ezért a 3.3.3. Tétel miatt minden pontja ugyanolyan
tavol van L-t6l. Vetitsiik ra L-re ortogondlisan Ss minden egyes pontjat, ez
So-nek egy eltoltja, ezt a sikot jeloljiik Sp-lal. Ha felvesziink egy tetszéleges
y € S pontot, és képezziikk a v = yg — y vektort, ahol yg az y ortogondlis
vetiilete L-re, akkor a v vektor az az eltolasi vektor, ami So-t Sp-ba viszi.
Sp egyenlete tehdt As(x — v) = Asx — Ayv = Asx — Ayyy + Ay =
= As(z — yo) +b = b, vagyis Az(x — yo) = 0.

Mivel yg € L, felirhaté, hogy yo = y1 + y2, ahol y1 € S1 és yo € Lo.
Az igy eléallitott y1 az S és az Sy k6zos pontja lesz, ugyanis kielégiti az Sy
sik egyenletét:

Az(y1 — yo) = — A2y, =0.
A normal transzverzalis egyik végpontja y1, a masik y; — v, az ortogonalitds
a konstrukciébdl adédik, az Sy és az Sz sikok tavolsaga ||v||. O

Ellentétben a haromdimenziés térrel a normal transzverzalis haromnél
magasabb dimenzidoban nem biztos, hogy egyértelmi, ugyanis altaldban az
Yo = Y1 + yo elééllitas egyértelmiisége nem teljesiil.

5. Kérdés. Milyen helyzetii a kovetkezo két sik?

Si1: 2z+y+w=4
—x+2y+z2=2

Syt z+y+2z2+w=>5
r+3y+z+w=4
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Két sik ortogonalitasa is analég mdédon definidlhato.
3.3.5. Definicié. Két sik ortogonalis, ha egyik alterének ortogonalis
kiegészito altere tartalmazza a maésikhoz tartozé alteret.

3.4. Vetités

A vetités, vagy pontosabban adott altérre torténd vetités, az R™ olyan li-
nedris transzformaciéja melynek képtere az adott altér és az altér pontjait
helybenhagyja.

3.4.1. Definicié. Az A: R" — R” linedris transzformaciét vetitésnek
nevezziik, ha A? = A.

Az A képtere, R4 tehat egyben az az altér, amelyre a vetités torténik.
Vegyiink egy y € R4 pontot, akkor azon pontok halmaza, amelyeknek ve-
tiilete erre a pontra képzdédik, vagyis az {x: Ax = y} halmaz a vetitd sik.
Az y = 0-hoz tartozo vetito sik, az un. vetitd altér, az M4 magtér.

3.4.2. Tétel. R4 és M4 kiegészité alterek.

Bizonyitas. Vegyiink egy y kozos pontot, akkor van olyan x, hogy vy
= Az, és ugyanakkor Ay = 0. De Ay = A%z = Ax, akkor viszont y = 0.
Az altereknek tehat egyetlen kozos pontjuk van a O.

Miésrészt tetszOleges € € R"-re ¢ = (z — Az) + Ax = x; + 2, ahol
xo = Ax € Ry és Az = Az — A’x = Az — Az = 0, tehat 1 € My. O

Adott vetit6sik R 4-t természetesen egyetlen pontban metszi, ez a vetiilet.

A kiilonb6z6 y-hoz tartozo vetito sikok egymaéssal parhuzamosak. Ko6zos
pontjuk nem lehet, mert egy x-hez nem tartozhat két kiilonbozé vetiilet,
masrészt a stkokhoz tartozé altér, M, vetito altér kozos.

3.4.3. Tétel. Ha az A transzformacié vetités, akkor az I — A transz-
formécio is vetités, mely az A vetito alterére vetit, és vetitd altere R 4.

Bizonyitas. Mivel (I — A2 =1 —-2A + A2 =T1- A, az I - A
transzformacié vetités.

Ha x € Ry, akkor (I - A)x = o — Az = ¢ — x = 0, vagyis « hozzatar-
tozik I — A magteréhez, és a képlet forditva is olvashaté: ha (I — A)x =
= 0, akkor ¢ = Ax, vagyis « € Rj4.

Ha o € My, akkor (I - A)x = x — Az = z, vagyis = hozzatartozik
I — A képteréhez, és a képletsor forditva is olvashaté. [

Ortogonalis a vetités, ha a vetit6sik ortogondlis a vetiiletek alterére.

3.4.4. Definicié. Az A vetitést ortogondlis vetitésnek nevezziik, ha R4
és M 4 ortogonalis kiegészité alterek.

3.4.5. Tétel. Az A vetités akkor és csak akkor ortogondlis, ha A =
= A*.
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Bizonyitas. = Legyen x és y € R" tetszdleges, mindkettd felbonthatd
T =x1 + X2, Yy = y1 + yo alakba, ahol &1 és y1 € M4, és xo, ys € Ra.
Ekkor

<5L‘,Ay> = <w1 + w27y2> = <$27y2>7
<$,A*y> = <A:I,’,y> = <:1}2,‘y1 + y2> = <ZL’2, y2>'

A két egyenl6ség kivondsdval minden x-re érvényesen kapjuk, hogy
(x, (A - A%)y) = 0, vélasszuk z-nek * = (A - A*)y-t, akkor
[[(A — A*)y||> = 0, tehat (A — A*)y = 0, azaz minden y-ra Ay = A*y,
amit bizonyitani akartunk.

<= A 2.5.6. Kovetkezmény alapjan R+ és M, ortogonalis kiegészito
alterek, de jelen esetben R4+ = R4. [

6. Kérdés. Jeloljik az ¢ = (21, =2, ..., x,) minta 4tlagat z-sal, és
képezzik az y = (z1 — T, x2 — Z, ..., o, — Z) vektort (ld. 2.fejezet 2.
Kérdés). Matrixalgebra felhasznalasa nélkiil mutassuk meg, hogy a linedris
transzformadcié, mely az x-et az y-ba képezi le, ortogondlis vetités! Mennyi
annak az altérnek a dimenzidja, amelyre a vetités torténik?

7. Kérdés. Igaz-e, hogy az

2 1 1

A -4 -3 -4

matrixszal képezett linedris transzformécié vetités? Ortogonalis vetités-e?
Milyen altérre vetit? Adjuk meg az altér magteres leirasat!
Az adott xo pont (vektor) ortogonélis vetiiletét meghatarozni egy adott
altérre vonatkozdan eléggé munkaigényes feladat. A munka lépéseit vazoljuk.
Tegyiik fel, hogy az altér megaddsa magteres alakban toértént. Legyen
ai

az
A= . , tegyiik fel, hogy ai, as, ..., a, linearisan fliggetlenek, és

ar
az Ax = 0 M4 megoldashalmaza az adott altér. A 2.5.6. Kovetkezmény
miatt A* képtere M j, az My ortogonalis kiegészito altere. A 3.1. fejezet
modszerét alkalmazva készitsiik el M j magteres leirasat!

1. Elészor adjuk meg a by, bs, ..., b, linedrisan fiiggetlen vekto-
rokat gy, hogy ortogonalisak legyenek az a1, ao, ..., a, vektorokra. Itt
hasznalhatjuk az 1.4.4. Tételben megadott mddszert.
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2
2. Képezziik a B = . matrixot, ennek a magtere lesz az M j‘-

bn—'r
altér, vagyis a Bx = 0 megoldashalmaza M j.
3. Allitsuk el a vetitdsik egyenletét. A vetitésik pathuzamos M j—sel,
és atmegy az xy ponton, tehdt egyenlete Bx = Bx.
4. Az xq vetiilete a vetitésik és az M4 metszete, tehat meg kell oldani
az

Ax =0
Bx = Bxy.

egyenletrendszert. A megoldds mindig egyértelmii (1d. 3.3.1. vagy 3.4.7.
Tétel).
8. Kérdés. Mutassuk meg, hogy az

11 -1 -3 10
1| -1 2 6 1
21| -3 6 18 3

0 1 3 11

A

maétrixszal megadott linedris transzformécié vetités! Ortogondlis vetités-e?
Hény dimenzids altérre vetit?

Vetitésnél, ha az x pontot vetitjiik, akkor Ax a vetiilet, és * — Ax a
vetitd sugdr. Haromdimenzids geometridban, ortogonalis vetités esetén Ax
és * — Ax merllegesek, és a derékszogil haromszogre a Pythagorasz-tétel
érvényes. Fz magasabb dimenziéban is igaz.

3.4.6. Tétel. Ha Ax ortogonalis vetités, akkor

lz|* = ||Az|]® + ||z — Az
Bizonyitas.

llz||? = ||(x — Az) + Az||* = (x — Az) + Az){(x — Az) + Az) =
= |lz — Az|* + 2(z — Az, Az) + || Az,

de

(x — Az, Az) = (A(xz — Az),z) = (Ax — Az, z) = (0,z) = 0. O
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Alkalmazzuk az egyenlOséget x helyett & — y-ra, ahol y € Ra:

lz —yll* = ||Az — y|]’ + ]|z —y — Az + Ay|] =
= ||z — Az|]” + || Az — y|]* > ||z — Az|*.

Szavakkal az egyenlGtlenség ugy interpretdalhatd, hogy x-hez az altér pontjai
koziil az Ax van a legkdzelebb, vagy mésképpen, ha z-et az R4-ban 1év6
pontokkal a lehet6 legjobban akarjuk megkézeliteni, akkor az ortogonalis
vetiiletet kell valasztani.

Az ortogondlis vetiilet egyértelmii, ezt mondja ki a kdvetkezo tétel.

3.4.7. Tétel. Az adott L altérre ortogondlisan vetitd linedris transzfor-
macié egyértelmiilen meghatarozott.

Bizonyitas. Az x és az L tavolsiga legyen d, és tegyiik fel, hogy
lle — A1z|| = d és ||z — Axx|| = d. Az © — Ajx vektorra és az As ve-
tit6 transzforméciéra alkalmazzuk a 3.4.6. Pythagorasz-tételt:

|z — Arz||* = [|Az(z — Arz)|]* + ||z — A1z — Ao(z — Ay)?,

d2 = HAQ:L' — Alil?HZ + H:IJ — AQ(EH2 = HAQ:L' — A1:12H2 + d2,

tehdt A1z = Asx minden x-re, azaz A1 = As. O

A 3.4.6. Pythagorasz-tétel mddot nyujt egy masik eljardsra, mellyel a
vetiilet meghatarozhaté. A médszert a legkisebb négyzetek elvének nevezik:
Rogzitett z( esetén hatdrozzuk meg az ||zo — y||? kifejezés minimumét y € L
esetén. Ez tobbvaltozos szélséérték feladat, nézziik meg kissé részletesebben.

Két esetet targyalunk, az altér megadasi médjatol fiiggden. Elsé eset-
ben az r-dimenzids L képteres alakban legyen megadva: legyen Bz: R™ —
— R" linedris leképezés, melyre rang(B) = r, és Bz képtere L. (Az A veti-
t6 transzforméciét nem haszndlhatjuk fel, hiszen nem ismerjiik.) Adott még
az xo pont. Meg kell hatarozni az ||zg — Bz||? kifejezés minimumét. A par-
cidlis derivaltak nullava tétele a kovetkezo egyenletrendszert adja: jeloljiik
B oszlopvektorait by, ba, ..., b,,-mel, akkor

*2<$0 - BZ, bl> = 0,
vagyis

<BZ, bl> = <33'07bi>,
<Z,B*bi>: <.’I)0,bi> (i:1,2,...,m).

Osszefoglalva, z-re megoldandé az m ismeretlenes

B*Bz = B*:Bo
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egyenletrendszer, majd kiszamitand6 a Bz vetiilet.

Ha az altér magteres formaban van megadva, akkor feltételes szélsGér-
téket kell szamolni Lagrange-multiplikatorral. Legyen L most a Cx = 0
megoldashalmaza (magtere), ahol Cx: R™ — R®, s =n — r és rang(C) =
= 5. Keressiik most ||zg — z||> minimumét abban az esetben, ha Cx = 0.

Képezziik a Lagrange-kifejezést,

o — z||* — 2(\ , Cz),

ahol A = (A1, A2, ...,\s) ismeretlen paraméterekbdl allé vektor. Ennek
a kifejezésnek a parcidlis derivaltjait tegyiik egyenlévé nullaval, az el6z6
levezetéshez hasonléan

x—xz9+ C*\A=0,
T=x9— C*\.

Teljesiilnie kell azonban a Cx = 0 egyenletnek is, ebbdl
CC*)\ = Cxy

adédik. Ezt az egyenletrendszert A-ra megoldva az el6z6 egyenletbdl x ki-
szamithato.

A vetités témakoréhez kapcsolédik a tiulhatarozott egyenletrendszerek
vizsgélata is. Gondoljuk el, példdul, hogy az ax + by + cz = d egyenlet
a, b, c és d egytitthatoit kiillonb6zé koriilmények kézott méréssel hatarozzuk
meg, kozben az x, y és z ismeretlenek értéke valtozatlan marad. Kapunk
a harom ismeretlenre mondjuk tiz egyenletet. Hatarozzuk meg x, y és z
értékét! A tiz egyenlet biztos, hogy ellentmondé lesz, megoldésa nincs, de
a legjobban kozelité megoldast még megkereshetjiikk. A legjobb kozelitést
itt agy fogalmazhatjuk meg, hogy a d tizdimenziés vektort nem tudjuk
pontosan megkapni, keresiink olyan megoldast, melyre a kapott d’ vektor
ehhez R!9-beli norméban a legkozelebb esik.

Irjuk az egyenletrendszert Az = b alakba. Arrél van sz6, hogy b ¢ Ra,
de az * = x értéket ugy akarjuk meghatarozni, hogy ||Axzo — b|| eltérés
minimalis legyen, vagyis, hogy Axg a b ortogonalis vetiilete legyen R4-ra.
Adott az altér képteres leirdsa, tehat az elsé mdédszer miikodik.

9. Kérdés. A 2. Kérdés egyenletrendszere, mint megallapitottuk, nem
oldhaté meg. Oldjuk meg, mint tilhatarozott egyenletrendszert!

A legkisebb négyzetek elvének legtipikusabb alkalmazéisa a kovetkezo.
Adott az m + 1 dimenzids, n pontbdl allé pontfelhd: (x;, b;), ahol x; =
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= (14, T2y - ..y Tmi) és @ = 1,2, ..., n. Mas széval, az x; mérési paramé-
terekhez a b; mért érték tartozik. Feltételezziik, hogy n > m. Keressiik azt
a z = (a, x) + c sikot, mely legjobban kozeliti a mért pontokat, vagyis az

((a,x1) +c,(a,z2) +c,....(a,z,) +c) ésa b= (b,ba,....,bp)

vektorok tavolsaga normaban mérve a minimalis.

Vezessiink be eggyel magasabb dimenziés &; és a vektorokat oly médon,
hogy @; utolsé koordinataja, amivel kib&vitettiik, legyen 1, a utolsé koordi-
nataja pedig c. Jeloljiikk tovabba X-szel az X = (&1, Zo, ..., &,) matrixot,
akkor ezekkel a jelolésekkel

(a,z1) +c,(a,z2) +¢,....(a,z,) +¢) =
= ((a,z1),(a, x2),...,(a,&,)) = X"a,

a minimalizdlandé kifejezés pedig a ||b — X ™ al| alakot 6lti. Ezt a feladatot
fent mar megoldottuk: a-ra megoldandé az

XX*a = Xb

linearis egyenletrendszer.
A megoldds héttere lényegében a kovetkezd eljards: b-t vetitjilk X*
képterére, legyen ez bg, és megoldjuk az X *a = by egyenletrendszert.

3.5. Az altalanositott inverz és a relativ inverz

1. Modell és definicio

Legyen A az R"™ linedris transzformacidja, és tegyiik fel, hogy rang(A) =
= r < n. Ez esetben az A: R™ — R" transzformécié nem bijektiv, inverze
nem létezik. Kérdés lehet-e a szokasos inverz tulajdonsagainak sziikitésével
az inverz transzforméciot legalabb részben helyettesito altalanositott inver-
zet definialni.

Jeloljiik A képterét Ra-val, magterét My-val, ezek valodi, r illetve
n — r dimenziés alterei R™nek. Az inverz legf6bb tulajdonsdga a hely-
redllitds, azaz y = Ax ismeretében eldéllitja x-et. Ha y ¢ R,y akkor er-
re nincs remény, mert olyan x, amelyre y = Ax nem létezik, ha viszont
y € R4, akkor végtelen sok ilyen x van. Keressiik az R” olyan linedaris
transzformacidjat, mely minden y € Ra-hoz hozzarendel egy lehetséges x-
et, azaz olyan x vektort, melyre y = Axz. Kérdés azonban, hogy ilyen
transzformacié 1étezik-e mindig?
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Legyen L az M4 valamely kiegészit6 altere. Megmutatjuk, hogy az A:
L — R4 transzformdécié bijektiv. Ha 1 € L és xo € L, akkor nyilvan
x1 — To € L, méasrészt ha Ax; = Az, lenne, akkor 1 — o € My, de
L-nek és M4 -nak kozos pontja csak a 0, tehat ekkor 1 — x5 = 0, vagyis
T, = xo. A transzformécio tehat injektiv. Mivel L és R4 dimenzidja meg-
egyezik, a transzformécié egyuttal bijektiv is (2.5.4. Kovetkezmény; a sziir-
jektivitas kozvetleniil is konnyen bizonyithato).

Az A: L. —» R, transzforméciénak tehat létezik az inverze, legyen ez
X, melyre minden y € R4 -ra AXy = y. Mivel R4 minden y eleme y =
= Ax alak\, minden z-re AXAx = Ax, azaz AXA=A Az X: R4 — L
transzformacié értelmezési tartoméanya kiterjesztheté R™ —re is. Legyen
z € R" és legyen M az R, egyik kiegészito altere, akkor x felirhato
T =X, + x9, x1 € Ry és xo € M alakban, és Xx definidlhaté oly modon,
hogy Xx = Xx; + Bxs, ahol Xx; a kordbban definidlt R4-n értelme-
zett transzformécié és B tetszOleges linedris transzformécié R™-en. A ka-
pott transzformécié nyilvan linearis, és kiterjesztése a kordbbi X -nek, mert
x1 € Ry esetén oy = Bxo = 0.

3.5.1. Definicié. Az X transzforméciét (métrixot) az A dltaldnositott
inverzének nevezziik, ha

AXA=A.

Az elmondott modell igazolja, hogy az altalanositott inverz mindig létezik,
és az is latszik, hogy nem egyértelmi, egy adott A-hoz tobb dltaldnositott
inverz is megadhaté.

Bizonyithatd, hogy az A XA = A egyenletnek eleget tevé transzformécié
mindig a fenti modellel szarmaztathatd. Legyen L = Rxa, vagyis az XA
transzformacié képtere. Ekkor L dimenzidja r, ugyanis

r =rang(A) > rang(XA) > rang(AXA) = rang(A) =r.

Tovabba ha z kozos pontja L-nek és M g-nak, akkor Az = 0 és z = XAu,
amibdl
Az = AXAu = Au =0,

tehat z = 0. E két tulajdonsag bizonyitja azt, hogy L és M, kiegészit6
alterek.

Az elmondott modell alapjén nyilvanvalé a kovetkezé tétel.

3.5.2. Tétel. Ha X az A &ltalanositott inverze, akkor az Ax = b
linearis egyenletrendszernek egy partikularis megoldasa = Xb, feltéve,
hogy az egyenletrendszer megoldhaté.
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Bizonyitas. Ha az egyenletrendszer megoldhatd, akkor b € R4, vagyis
alkalmas z-re b = Az. Helyettesitsiik be a feltételezett megoldast:

Ax = AXb=AXAz=Az=0b. O

Ha X A&ltalanositott inverze A-nak, és egyben A is altalanositott inverze
X -nek, akkor reflexiv altalanositott inverzrél beszéliink. A reflexivitas nem
feltétleniil teljesiil.

3.5.3. Tétel. Legyen X az A altalanositott inverze. Az A akkor és csak
akkor éltaldnositott inverze X-nek (reflexivitas), ha rangjuk megegyezik.

Bizonyitds. = Ha AXA = A, akkor rang(X) > rang(A). Ha XAX
= X, akkor rang(A) > rang(X ), vagyis rang(X) = rang(A).

< Mint az el6bb lattuk, L = Rx 4 r-dimenzids altér. Rxa4 C Rx, de
mivel Rx is r-dimenzids, Rx = Rxa. TetszOleges z € R™re AXAz = Az,
ezért XAX(Az) = X(Az), vagyis R4 minden y elemére XA Xy = Xy.
A képterek egyenl6sége miatt minden & € R"-hez van olyan y € R4, hogy
Xx = Xy, ezért minden xz-re XA Xx = Xz, ami a reflexivitast jelenti. [

Fontos specidlis esetet jelent az az eset, amikor M4 és R4 kiegészito

alterek. Ekkor L vélaszthaté R4 -nak, és A bijektiv R4 -n, tehat az A:
R4 — Rp fliggvénynek létezik az inverze. Ez okbdl nevezziik az ilyen al-
talanositott inverzet relativ inverznek, ugyanis R4 -ra szoritkozva valodi
inverzet képez.

Legyen y € R4, akkor Ay egyértelmiien meghatarozza y-t, legyen X ez

a hozzarendelés, azaz XAy = y. Mivel minden x-re y = Ax € R4, kapjuk,
hogy XA%x = Az, azaz az XA? = A osszefiiggés jellemzi a relativ inverzet.

3.5.4. Definicié. Az X-et az A relativ inverzének nevezziik, ha

XA? = A.

A relativ inverz nem mindig létezik, létezésének sziikséges és elégséges
feltételeit irja le a kovetkezé tétel.

3.5.5. Tétel. Az A linedris transzforméciéra vonatkozé aldbbi hiarom
allitas ekvivalens:

1. Az A-nak van relativ inverze.

2. rang(A) = rang(A?).

3. Az A: R4 — R4 transzformaécié bijektiv.

Bizonyitds. 1. = 2. Ha XA? = A, akkor rang(A) = rang(XA?)
rang(A?) (1d. 2.5.7. Tétel). Masrészt mindig teljesiil, hogy rang(A?)
rang(A), tehat rang(A?) = rang(A).

2. = 3. Mivel Ry2 C R4, de dimenzidéban egyeznek, ezért Ry 2 = Ra.
Fz azt jelenti, hogy az A: R4 — R4 linedris transzformécié sziirjektiv, de a
2.5.4. Kovetkezmény miatt azonban ekkor bijektiv is.

<
<

<
<
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3. = 1. X-et eloszor R4-n adjuk meg. Legyen & € R4 tetszOleges,
akkor a sziirjektivitas miatt valamilyen y € Ra-ra @ = Ay. Mivel y € R4,
valamilyen z € R"-re y = Az, vagyis £ = A%z. Ebben a meggondoldsban
az y a bijektiv tulajdonsdg miatt az x altal egyértelmiien meg van hata-
rozva (a z nem feltétleniil). Az Xa linedris transzformaciét x € R4-ra 4gy
definidljuk, hogy Xx = y legyen. Ekkor

XA%z = Az,

és ez minden z € R"-re érvényes lesz, vagyis XA? = A.

X definiciéjat ki kell terjeszteni R™-re is. Mivel a definidl6 egyenlet az X
szamara csak R4-beli elemekre tartalmaz el6irast, a kiterjesztés a linearitds
megtartasaval tetszoleges lehet. L legyen R4 valamely kiegészitd altere,
akkor x € R" felithaté6 € = 1 + x2, 1 € R4, 2 € L alakban. Legyen
Xx = Xx1 + Bxo, ahol B tetszlleges linearis transzformacié R™en. X
az R"-en értelmezett linearis transzformdcié lesz, és egyben a korabban
megadott fliggvény kiterjesztése marad, ugyanis @ € R4 esetén xo = 0, és
igy Bxo = 0. O

A bizonyitas harmadik részébdl lathaté, hogy X nincs egyértelmiien
meghatarozva a teljes téren, de az értelmezési tartomanyat R 4-ra korlatozva
mar egyértelmiivé valik.

A 2 = 3 alapjan R,2 = R4, vagyis R4 minden eleme A2z alaki, ahol
x € R", és A’z mindig eleme R, -nak. Ha XA? = A, akkor AXA%x =
= Az, vagyis AXy = y, minden y € Rx -ra, igy AXAz = Az minden
z € R"-re. Belattuk tehat a kovetkezo allitast.

3.5.6. Kovetkezmény. Minden relativ inverz egyben altaldnositott
inverz is.

Az XA? = A egyenlettel definidlt relativ inverz megfelel a modelben
leirtaknak. Az XA transzformécié képtere

Rxa={XAz: 2 cR"} ={Xy: yc Ry} ={XA%2:2cR"} =
={Az:z € R"} = Ry,

tehdt L valasztéasa itt Ry4.

10. Kérdés. Igaz-e, hogy barmely A-hoz taldlhaté olyan P permutdld
matrix, hogy PA-nak létezik a relativ inverze? (Lasd 4.4.5. Definicid)

3.5.7. Tétel. Legyen X az A relativ inverze. Az A akkor és csak akkor
relativ inverze X-nek (reflexivitds), ha rangjuk megegyezik.

Bizonyitas. Ha a rangok kiilonboznek, akkor A még altalanositott in-
verz sem lehet. Ellenkez6 esetben, Rx C R4, de mivel a dimenziéjuk egyen-
16, Rx = R4. Ez azt jelenti, hogy minden y-hoz van olyan x, hogy Az =
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= Xy. Ezért
AX?y = AXAz = Az = Xy,

ami bizonyitja az allitast. [

II. Explicit elddllitds

A kovetkezdkben tobbszor is felhasznéljuk az énmagéban is érdekes alab-
bi segédtételt.
Ay
Vv W
zetl, ahol Ay r X r-es teljesrangu matrix. A rangja akkor és csak akkor 7,

ha W = VA,'U.

3.5.8. Segédtétel. Legyen az n x n-es A matrix < szerke-

I
-va;!
szorozzuk be vele az A-t (a hipermétrixokkal a szorzas a szdmokkal torténé
matrixszorzas mintajara végezhetd el):

QA — I 0 Ay U\ (A U
T\ -vagt o v w ) 0o W-VA,'U )
Mivel @ teljesrangi matrix, QA rangja is r, amibél W — VAB1 U=0

kovetkezik.
< Ha W = VAE1 U, akkor QA rangja nyilvan r, és igy A rangja is r. [

Bizonyitas. = Képezziik a Q = ( T ) matrixot és balrol

w
matrix rangja akkor és csak akkor 1, ha a determinansa 0, vagyis, ha

w= ")

(Az analégia kedvéért jegyezziik meg, hogy a # 0 esetén az ( Z Y )

Ay U
Vv W
igen egyszerlien megadhato reflexiv altalanositott inverz, mégpedig az X =

~1
= < 4o° 0 > alakban. Koénnyen ellendrizhetd a 3.5.8. Segédtétel felhasz-

Tetszbleges A = < ) métrixhoz, ahol rang(A) = rang(Ay),

0 0
néaldsaval, hogy

AXA:<

(
(g o) (¥ W)

és
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_(I A51U><A51 0>_X_
00 0 0
A megadott X &ltalaban nem relativ inverz, noha A relativ inverze mindig
1étezik.

Az &altalanositott inverz altaldnos alakja is megadhaté. Itt az alapgon-
dolat a kovetkez6: ha X altalanositott inverze A-nak, akkor leXQl is

altalanositott inverze QIlAQQ—nek barmely invertdalhatdé Q1 és Q2 esetén.
Az AXA = A reliciébdl ugyanis kovetkezik, hogy

Q'4Q,Q,'XQ,Q,'AQ, = Q1'AQ,.

1. A legyen tetszlleges r rangd matrix, akkor oszlopcserékkel és sor-
cserékkel elérheto, hogy a bal fels6 sarokban &all6 r X r-es matrix rangja r
legyen. A sorcserék alkalmas P permutalé matrixszal balrél, az oszlopcse-
rék Po permutdlé matrixszal jobbrodl torténd szorzassal végezhetdk el. fgy
feltehetd, hogy P1 APs mar a kivant alaku.

2. Feltcheté tehdt, hogy A = < 40 U

v W > alakui, ahol Ag rx r-es

teljesrangi matrix. A

I 0 I —AJ'U
s A y 0
Q1_<—VA51 I>653Q2—<0 I >

matrixokkal balrdl, ill jobbrdl szorozva A-t, A a kivant alakot 6lti: az Ag-t6l
kiilonb6z6 elemei nullazédnak:

Ay O

— 9 9 —

A2 - Q IAQ 2 — ( 0 0 )

3. Az A, altaldnos inverze kénnyen kiszamithatd, hiszen az
Ay O D FE Ag 0\ [ Ay O
0O O F G o o/ \o0o o

egyenletnek az altaldnos megolddsa D = A, L és E, F, G tetszbleges. Ay
altaldnositott inverze tehat

_ (A" E
Y_<F G).

4. Vezessiik be a Qfl = QP és a Qy = PyQ’, jeloléseket, akkor
Ay = Ql_lAQQ, ennek altalanositott inverze Y, és X = @, YQl_l.
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A relativ inverz explicit megaddsdhoz az el6zéekhez hasonlé észrevétel je-
lenti az alapgondolatot. Ha X relativ inverze A-nak, akkor Q! XQ relativ
inverze Q' AQ-nak barmely invertdlhaté Q esetén. Az &llitds igazolasdhoz
azt kell beldtni, hogy az XA? = A osszefiiggésbél kovetkezik, hogy

Q'XQ QT'AQ QT'AQ = Q' AQ,

de ez magatol értet6éds. Az alapgondolatot az jelenti, hogy képezve az A
métrix Q' AQ alaki transzformaltjat, hozzuk A-t minél egyszertibb alak-
ra. Az er6sebb korlatozast az jelenti, hogy mindkét oldalon ugyanaz a mat-
rix, illetve annak inverze szerepel.

1. Ha rang(A) = r, akkor oszlopcserékkel elérhetd, hogy az A els6 r
oszlopa linedrisan fiiggetlen legyen. Az oszlopcserét végezziik el alkalmas P
permutdlé métrixszal torténé jobb oldali szorzdssal (1d. 4.5.4. Definicid).
Az AP métrixot azonban a P~! permutélé métrixszal szorozni kell balrdl
is, ami sorcseréket jelent, azonban a sorcserék az els6 r oszlopvektor linearis
fliggetlenségét nem befolyasoljédk. Feltehet6 tehat, hogy A elsé r oszlopvek-
tora linedris fiiggetlen. (A bal felsé r X r-es részmatrix itt nem biztos, hogy
teljesrangu.)

2. Ha rang(A) = r, és az els6 r oszlopvektor linedrisan fiiggetlen, akkor
a tobbi oszlopvektor mar ezek linearis kombindcigjaként eléallithatd, vagyis

([ Ay AC
A_<V Ve )

ahol C megfelelen vélasztott r x (n — r)-es métrix. Vélasszuk meg a Q1
matrixot

I -C
alakban, akkor

w-araa (4 §)(% 4 (3 )
[ Ay+CV 0\ (B 0
\V o) \v o)

Ha A relativ inverze 1étezik, akkor 41 = @Q 1_1AQ1 relativ inverze is létezik,
tehat a négyzetének a rangja r. Ezt felirva

= rang(a}) =gl 0 )= ranst( 55 )1
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_ rang(< ?/ > B) <rang(B) <,

amibdl kapjuk, hogy B = Ag + CV invertalhaté matrix.
3. Alakitsuk tovabb az A; métrixot. Valasszuk meg Qo matrixot:

Q2:<€/B_1 3)’

akkor
P (T 0 B 0 I 0\
Ar=Qy AiQ2= ( —VB' I V o VB! 1)~
(B O
- \0 0 )
4. Jeloljiikk Y-nal As relativ inverzét, és keressiik Y = ( F G >
alakban, akkor

vaz_ (D E B 0 B o\ (DB> 0\ (B o
27\ F @G 0 0 o o) \FB* 0) (0 0)°
és ez akkor és csak akkor teljesiil, ha D = B™! és F = 0, az E és G

részmatrixok tetszélegesek.
A5 relativ inverze tehat

B' E
vo (B E)

5. Az As relativ inverzébdl a Qo, Q1 és a P segitségével mar kénnyen
eloallithatjuk A inverzét.

11. Kérdés. Megfelel-e a relativ inverz eldallitott alakja az altaldanosi-
tott inverzre kapott alaknak?

ITI. Kapcsolat a vetitésekkel

Legyen az A linedris transzformécié magtere M4 képtere R4, és tegyiik fel,
hogy ezek kiegészito alterek, akkor az & € R™ felbonthaté x = y + z alakba,
ahol y € Ry és @ € M4. Az y az x-nek az Ry-ra képezett vetiilete az My
vetit6 sik esetén. Az Ax az R, valamely pontja, és mivel Az = 0, Ax =
= Ay. Ha X az A relativ inverze, akkor XAy = y, de ekkor XAx =y is
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teljesiil, ami a vetité transzformécié elGallitdsat adja. XA tehdt az Ra-ra
torténo vetités. Lasd az dbrat!

Ennél 1ényegesen tobb is igaz.

3.5.9. Tétel. Ha X az A Altalanositott inverze, akkor AX és XA
egyarant vetitések. A X képtere R4, és XA vetito sikja M4. Ha X relativ
inverz, akkor rdaddsul XA képtere is R4.

Bizonyitas. Ha AXA = A, akkor AXAX = AX,azaz (AX)? = AX,
valamint XAXA = XA, azaz (XA)? = XA, vagyis AX és XA egyarant
vetités.

Rax C Ra, mert Ry = {Ax: =z € R"} D {Axz: = € Rx} =
= {AXz: ¢ € R"} = Rax. Maésrészt ugyanilyen okbél Raxa = Ra C
C Rax, tehat Ry = Rax.

Az XA vetité sikja V = {x: XAz = 0}. Ha € My, akkor Ax =
0,és XAx =0, vagyisx € V. Ha ¢ € V, akkor XAx = 0, és AXAzx =
= Ax = 0, vagyis © € My.

Ha X relativ inverz, akkor A = XA% miatt Ry = {XA%z: 2 € R"} =
= {XAy : y € Ra} C Rxa. Misrészt rang(XA) < rang(A), igy Rxa
dimenziéja nem lehet nagyobb, mint R4 dimenzidja, tehidt Rx4 = R4. U

Az ataldnositott inverz, valamint az arrél elmondottak lehet6séget adnak
arra, hogy egy adott altérre torténé ortogonalis vetités matrixat meghatéroz-
zuk. 3.4.-ben adott pont vetiiletét legkisebb négyzetek mddszerével mar ki
tudtuk szamolni, de az a mdédszer kevésbé alkalmas a transzformacié meg-
hatdrozasara. Az itt kozolt mdédszert az eléz6 dbra szemlélteti, de ebben
az esetben az abran M, ortogondlis R 4-ra. Fl6szor mddszerként, 1épésekre
bontva targyaljuk, majd explicit képletet adunk az ortogonalis vetité matrix
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meghatarozasara.

1. Az r-dimenziés L altér, melyre a vetités torténik, megadhat6 generald
vektoraival, vagy képteres forméban (Id. 3.1.). A generalé vektorok ismere-
tében a képteres megadds matrixa kozvetleniil felirhaté: az n X r-es matrix
oszlopvektorai legyenek az alteret generald linearisan fiiggetlen vektorok. A
matrixot bévitsiik ki n x n-essé nulldkat hozzavéve, és tegyiik fel, hogy az el-
s6 r darab sorvektor is linedrisan fliggetlen. A kapott A matrix a kovetkez6

alaku
_( Ay O
a=(V o)

ahol rang(Ag) = r és L az A transzformécié képtere. Az els6 r sorvektor
linearis fiiggetlensége sorcserékkel mindig elérhetd, az eredményként kapott
vetitd matrixban a sorcseréket — oszlopcserékkel parositva — vissza kell cse-
rélni.

2. Ezt a transzformaciot kell gy atalakitani, hogy képtere, L ne valtoz-
zon meg, és magtere, L' legyen. Vezessiik be a C = VAB1 jelolést, akkor

az dtalakitas az
A — Ay AyC*
=\ v ver

képlettel hajthatd végre.

Bizonyitas. R4 C Ra,, mert az < 0 > oszlopvektorai kozosek a

|4
két métrixban. R4, dimenzidja szintén r a 3.5.8. Segédtétel miatt, tehat
Ra,=Rsa=1L.

Ha bebizonyitjuk, hogy Ra, = Ra: = L, akkor a 2.5.6. Kovetkezmény
miatt M4, = L+, Az A, métrix els6 r sorvektora R Ax bazisat képezi, irjuk
ezeket oszlopvektorként, akkor az

AS _ AO —1 4%
()= (v )ara
atalakitdas mutatja, hogy Ai-ben az elsé r sorvektor az elsé r oszlopvektor
linearis kombinécidja, tehat R4, = RAT' O
3. Hatarozzuk meg A; matrix X relativ inverzét a levezetett altald-
nos alak alapjén. A Q; :< g ;C
_ Ap+C*V 0 B
_ 1 _ 0 _
grman= (Hrev 0y

I 0 _ B 0
gyen QzZ( VB! I),akkorA3:Q21A2Q2:<0 0)- Az Aj

> valasztas mellett az Ay az Ay =

0 1y
vV o0 > alakot olti. A Qo le-
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B! 0
0 0
vehetd. Visszatranszformaldssal az Aq relativ inverzének kiszdmitasara az
X = Q,Q.YQ5' Q7" képlet alkalmazhaté.

4. Az ortogondlis vetités el6all az XA, szorzat alakjaban a 3.5.8. Tétel
alapjan.

5. Szédmitsuk ki X A1-et!

XA1=0Q:0:Y0Q;'Q1'Q:Q:43Q,'Q; ' =
Q0.4 =i o ) @'t

relativ inverze tehat Y = < ), a korabbi F' és a G nullmétrixnak

A szorzasokat elvégezve

_ * —1 _ * —1 *
XA1:<I C*VB™' (I-cC*VBY)C >

VB! vB~'C*
A formula azonban, mint az alabbi tétel mutatja, egyszeriibb alakra hozhaté.

A tétel fontossagara vald tekintettel kozvetlen bizonyitast is adunk ra (2.
Bizonyitds).

3.5.10. Tétel. Legyen az A linedris transzformacié A = < 1;1/0 8 >

alaku, ahol Ay r x r-es teljesrangii matrix. Az A képterére torténd vetités

matrixa
pr_(DP DC
~\ ¢cb cbc )’
ahol C = VA, ' és D = (I + C*C)~.
1. Bizonyitas. Mivel a fentebbi matrixban B = Ay + C*V,
I —C*'VB'=(B-C*V)B'=A4¢(40+C*"V) ! =
=I+C'VAHY '=1T+C"C)"

Vezessiik be a D = (I + C*C)~! jelslést, akkor hasonléan atalakithaté a
VBl = V(Ag+C*V) ' = V(I+C*VA;)A))'= VA,'D =CD

kifejezés is. Az (I + C*C)~! inverz 1étezése a B! 16tezésébdl kivetkezik. [

2. Bizonyitas. 1. I + C*C invertdlhaté matrix. Nézziik a magterét,
vagyis azon x-ek halmazat, melyre (I + C*C)z = 0, azaz C*Cx = -x.
Ekkor ||z||? = (z, -C*Cz) = —(Cz, Cz) = —||Cz||?, vagyis = 0, ami
az invertalhatésagot jelenti.
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2. R képtere a megadott altér. R els6 r oszlopvektora matrix alakban

<gD>:<€/A01>D:<éO>A51D,

amibol lathatd, hogy R els6 r oszlopvektora a megadott vektorok linearis
kombinacidja, és a rangjuk r. A R tovabbi oszlopvektorai szemmel lathatéan
mar linedris kombinécidi az elsé r oszlopvektornak, tehat R rangja is 7.

3. R vetités.

R — D? + DC*CD (D?+ DC*CD)C*
~\ ¢D?’+cbc*CcD (CD?+cCDC*CD)C* )’

ahol D? + DC*CD = D(I + C*C)D = D, és CD? +CDC*CD =
= CD(I + C*C)D = CD, tehiat R? = R.

4. R ortogondlis vetités, mert matrixa szimmetrikus, hiszen D szimmet-
rikus matrix. O

A médszer vagy a képlet bonyolultnak tiinik, de az elvégzendd két mat-
rixinvertalds azonban csak r X r-es métrixokra vonatkozik. A gyakorlati
végrehajtast illetéen lasd a kovetkez6 kérdésre adott valaszt.

12. Kérdés. Mi annak a linedris transzformaciénak a matrixa, mely
R*-ben ortogondlisan vetit a (2, 5, 5, 1) és (1, 3, 2, 1) vektorok &ltal meg-
hatarozott sikra? (Hasznédljuk az MsExcelt az 5.8.-ban lefrtak szerint.)

IV. Linedris egyenletrendszer dltalanos megolddsa

Lattuk, hogy a linedris egyenletrendszer egy partikularis megoldasa, ha 1é-
tezik, eloallithaté az altalanositott inverzzel. Azt mondhatjuk, hogy ezért
talaltak ki az altalanositott inverzet. Az altaldnos megoldds is megadhatd
egyetlen altalanositott inverz segitségével.

3.5.11. Tétel. Ha az A négyzetes matrix valamelyik dltaldnositott
inverzét X -szel jeloljiik, és az Ax = b egyenlet megoldhaté, akkor x = Xb

megoldasa az egyenletrendszernek. Az egyenletrendszer dltaldnos megoldésa
x=Xb+ (I —XA)t

alaki, ahol ¢ € R™ tetsz6legesen megvalaszthatd vektor.

Bizonyitas. Azt, hogy * = Xb kielégiti az egyenletrendszert, mar
kordbban megmutattuk.

Az Ax = 0 homogén linedris egyenletrendszer megoldasa az M4 magtér,
ami a 3.5.9. Tétel miatt megegyezik XA vetités magterével, a 3.4.3. Tétel
értelmében ez utdbbi pedig azonos I — X A képterével, vagyis M4 = Mx a4 =
= R;_xa. Rr—xa minden eleme (I — XA)t alakid, tehdt Az = 0 Osszes
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megoldédsa x = (I — XA)t alakban irhaté fel. Koénnyen lathat6, hogy minden
ilyen alaku kifejezés megoldas:

A(I — XA)t = At — AXAt = At — At = 0.

Az Ax = b altalanos megoldasa a kettd tsszegébdl addodik. [

Egy pillanatra megiitkoziink azon, hogy n szabad paraméter fiiggvényé-
ben allitottuk el6 az altalanos megoldast, holott dgy tudjuk, hogy a szabad
valtozok széama n — r , ahol r = rang(A). Voltaképpen ez nem igy van.
R;_xa dimenziéja valdoban n — r, igy I — XA oszlopvektorai kozil n — r
linearisan fiiggetlent kivalasztva ezek linearis kombindcidi is eldallitjak a kép-
teret. fgy t azon koordinatai, melyek indexei nem egyeznek meg a kivalasz-
tott linedrisan fiiggetlen oszlopvektorok indexeivel, nyugodtan nullazhatdk,
és ily médon csupan r szabad paramétere van a megoldédsseregnek.

A 3.6.1. Tétel bevaltja az altalanositott inverzhez fiz6dé reményeinket,
hiszen az egyenletrendszer megoldasa hasonléan térténik, mint a 1étezd in-
verz esetén. Tulzott reményeket azonban ne flizziink hozzd, a szokasosaktoél
eltéré megoldasi mdodszert nem ad. Ha az altalanositott inverznek a 3.5.6.
Definiciot koveto legegyszeriibb alakjat valasztjuk, a megolddsi médszer azo-
nos az 5.7. fejezetben leirtakkal.

Ha ismerjiik az altalanositott inverz egy partikuldris alakjat — marpedig
ez konnyen el6allithatd az el6zéek szerint — akkor az altalanos alakot is
megadja az aldbbi tétel.

3.5.12. Tétel. Ha X az A &ltalanositott inverze, akkor az A altalano-
sftott inverzeinek altalanos alakja

X+(I-XA)B+C(I-AX),

ahol B és C tetszOleges n X n-es matrixok.
Bizonyitds. < Az Xo= X + (I - XA)B + C(I - AX) éltaldnositott
inverz, mert

AXgA=AXA+ A(I - XA)BA+ AC(I - AX)A =
—A+(A— AXA)BA+AC(A—AXA)=A+0 +0 = A,

= Ha X és X két altaldnositott inverz, akkor ¥ = Xy — X olyan
transzformacié, melyre AYA = 0, masképpen fogalmazva, Y az A képterét,
R4-t, az A magterébe, M 4-ba képezi le.

Vezessilk be a V. =1 - XA, W =1 — AX egyszertsitett jeloléseket,
akkor ezek a 3.4.3. Tétel szerint vetitések. W magtere R4 (a 3.4.3. és
3.5.9. Tételek szerint), képterét jeloljiik L-lel. Mivel W vetités, Rq és L



3.6. Valaszok a kérdésekre 85

kiegészitd alterek (3.4.2. Tétel). Az z € R" felirhaté ¢ = x; + a2 alakban,
ahol z1 € Ry és xo € L, igy Yo = Y1 + Yxs = Dz + Cx, vagyis Y =
=D + C, ahol Dx = Yz, és Cx = Yxo.

Ha x € R4, akkor 9 = 0, tehat Cx = 0. Ha x € R", és * = 1 +
+ x2 a fentiek szerint, akkor Cx = Czy = CW(z1 + x2) = CWex, mert
W magtere Ry és képtere L. Ezzel az eloallitds masodik tagjat megkaptuk.

Ha x € R", akkor Dx = Yz € My, tehat D: R" — M4 leképezés.
Legyen B =1 + D — V, akkor VBx = V(I + D - V) = Vz +
+ VDx — Vx = Dz, mert Dx € My és V az M y-ra vetit. Ezzel a DX -et
is eléédllitottuk a kivant alakban. O

Alkalmazzuk a tétel eredményét az Ax = b egyenletrendszer megolda-
sara. Ha feltételezziik, hogy az egyenletrendszer megoldhaté és b # 0, akkor
a 3.5.11. Tétel eredményét kapjuk meg, hiszen b € Ry esetén C(I — AX)b
=0és t = Cb a C alkalmas vilasztdsaval mindig elérhetd. A homogén
egyenletekre is érvényes 3.5.11. Tétel a 3.5.12.-b6l kozvetleniil nem kovet-
kezik.

3.6. Valaszok a kérdésekre

1. R%-ben legyen az L altér bazisa a = (1, 2,3,0) és b = (1, 3, 2, 1). Adjuk
meg azt a linedris leképezést, amelynek L a magtere. Alkalmazzuk az 1.4.4.
Tétel konstrukcids eljarasat!

Mivel ey ortogonélis a-ra, az eljaras el6irdsa szerint by = (0, 0, 0, 1).
ba-t by = (1, «, 0, 0) alakban keressiik. Ahhoz, hogy ez ortogonalis legyen
a-ra o = —%-nek véalasztandé, tehat by = (1, —%, 0, 0). bs-at bz = (0, 1,
a, 0) alakban keresve a-ra ortogonalis lesz, ha a = —%; tehdt by = (0, 1,
—%, 0). €1 = by + abs alapjan a b-re vonatkozé ortogonalitds o = 2 esetén
teljesiil, igy €1 = (2,—1,0,1). c2 = b + abs-bél a = ezért co = (1,
—%, —%, 0). ¢2 helyett vehetiink ¢ = (5, —1,—1,0)-t.

A kapott ¢; és c2 vektorok ortogondlisak a-ra és b-re, igy az L minden
(z,y, z, w) elemére is, ezt felirva

3
10°

2 —y+w=0
ox—y—z=0,

és ezzel megkaptuk a linedris leképezést, melynek magtere L.

2. Megoldhaté-e az

rT—y+2z2+t=6
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3 —2y+2—-t=0
r—3z—-3t=1

egyenletrendszer?

Két matrix rangjat kellene kiszamitani, de ez egyszerre elvégezheto. Ir-
juk fel a kibovitett matrixot, és szamoljunk rangot, de fogadjuk meg, hogy
az utolsé oszlopot (a konstansok oszlopét) aktiv oszlopként nem hasznéljuk!
Jelzésként szaggatott vonallal valasszuk el.

1 -12 1 6 1 -1 5 45
3 21 -110|~[3 -2 10 81-3 |~
10 -3 -3,1 10 0 0,0
0 -1 5 4,5 0 -1 5 4,5
~10 -2 10 81-3 |~ 00 00113 |~
10 0 0,0 10 00,0
0 -1.0 0,0
~ 00 0o01-13 |,
10 00,0

ebbdl lathatd, hogy az egyenletrendszer matrixanak a rangja 2, mig a kibé-
vitett matrix rangja 3, tehat az egyenletrendszer nem oldhaté meg.

3. Az

ST+y—2z=5
r—y+z=1
r+y—z=1

egyenletrendszernek x = 1, y = 3, z = 3 megoldasa. Van-e mas megoldéds?

A megadott megoldés helyes, tehat az egyenletrendszer megoldhatd. A
matrixanak a rangja r = 2, tehat m > r, a megoldasok szama végtelen, igy
van més megoldas is.

4. Az

r+y—z+4+2w=0

r+z—w=0

megoldédsai hdny dimenziés alteret alkotnak? Adjuk meg az dltaldnos meg-
oldast és a megoldashalmaz egy bazisét!
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A homogén egyenletrendszer mindig megoldhaté. Az egyenletrendszer
matrixanak a rangja r = 2, tehat s = m — r = 2, vagyis a megoldasok
halmaza (a magtér) 2-dimenzids. Az altalanos megoldés:

rT=—z+w

y =2z — 3w

z és w tetszOleges.
Az altalanos megoldasbdl lathatéan az (z, y, z, w) linedris kombinaciéja
a(-1,2,1,0) és az (1, -3, 0, 1) vektoroknak.

5. Milyen helyzetli a kovetkez6 két sik?

Si1: 2x+y+w=4
—x+2y+z2=>2

So: x4+y+2z+w=>5
r+3y+z+w=4

Rangszamoldssal eldonthetd, hogy a négy egyenletbol all6 egyenletrendszer
nem oldhaté meg, tehat a sikoknak nincs k6zos pontjuk. Mivel mindkét sik
kétdimenziés, parhuzamosak csak gy lehetnének, ha az ortogondlis kiegé-
szit6 altereik megegyeznek. A méasodik sik (1, 1, 2, 1) vektora azonban nincs
benne a (2, 1, 0, 1) és a (—1, 2, 1, 0) altal generalt altérben, hiszen a harom
vektor linearisan fiiggetlen. A sikok tehat kitérdk.

6. Jeloljiikk az * = (x1, x9, ..., z,,) minta atlagdt z-sal, és képezziik
az y = (r1 — &, 29 — T, ..., x, — ) vektort (1d. 2. fejezet 2. Kérdés).
Matrixalgebra felhasznalasa nélkiil mutassuk meg, hogy a linearis transzfor-
ma&cié, mely az x-et az y-ba képezi le, ortogonalis vetités! Mennyi annak az
altérnek a dimenzidja, amelyre a vetités torténik?

Mivel y koordindtdinak az atlaga nulla, az eljarast y-ra alkalmazva tjra
y-t kapunk, tehat vetitésrol van sz6. A O-ra képzddd x vektorokra z; = T
minden i-re, tehat minden koordinatajuk egyenld, azaz c-1 alakiak. (1, y)
azonban 0, vagyis a vetitésugar merdleges minden vetiiletre. Ezért a vetités
ortogonalis vetités. (Ez a matrixdnak szimmetridjabol is latszik.) Mivel az
ortogondlis kiegészit6 altér egydimenzids, a vetités (n — 1)-dimenziés altérre
torténik.
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7. Igaz-e, hogy az

2 1 1
A= -4 -3 —4
2 2 3

matrixszal képezett linearis transzformécié vetités? Ortogondlis vetités-e?
Milyen altérre vetit? Adjuk meg az altér magteres lefrasat!

Az A? = A osszefiiggés konnyen igazolhaté. Mivel A nem szimmetrikus
métrix (azaz A* # A), A nem lehet ortogonalis vetités.
rang(A) = 2, tehdt R4 kétdimenzids és bazisa pl. az els6 két oszlopvektor
1 1
(az els6 helyett egyszeriibb a felét venni): a1 = | —2 | ésas=| -3
1 2
Ezekre ortogondlis vektor 1 = (1, 1, 1), konnyen kaphaté 1.1.4. Tételben
leirt ortogonalizdlassal, vagy kozvetleniil, egyenletrendszerrel. A vektorra
ortogonalis altér egyenlete (1, z = 0), vagy masképpen

1+ 29 + 23 = 0.

8. Mutassuk meg, hogy az

11 -1 -3 10
1| -1 2 6 1
21| -3 6 18 3

0 1 3 11

A

matrixszal megadott linedris transzformécié vetités! Ortogondlis vetités-e?
Hany dimenzids altérre vetit?

Az A% = A 6sszefiiggés konnyen igazolhaté. Mivel A szimmetrikus mét-
rix (azaz A* = A), A ortogondlis vetités. rang(A) = 2, tehat kétdimenzids
altérre torténik a vetités.

9. A 2. Kérdés egyenletrendszere,
rT—y+2z24+t=206

3xr—2y+2—1t=0
r—3z—3t =1,

mint megéllapitottuk, nem oldhaté meg. Oldjuk meg, mint tilhatarozott
egyenletrendszert!
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Ha az egyenletrendszer Bx = b alaki, akkor a levezetett képlet alapjan
z-et a B¥*Bx = B*b egyenletrendszerbdl kell meghatdrozni.

11 -7 2 -5 7

R A R | o | -6

BB=|,5 41 10 |®Bb=]4 |
51 10 11 3

rang(B*B) = 2, ezért az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van.
Ilyen példaul = = %,y =2z=0,1t= %. A vetiileti pont, Bx azonban
egyértelmi.

A végtelen sok megoldas tulhatarozott egyenletrendszernél nem tipikus.
Itt voltaképpen kevés egyenlet all a rendelkezésiinkre, mas kérdés, hogy azok
kozott is ellentmondés van.

10. Kérdés. Igaz-e, hogy barmely A-hoz taldlhaté olyan P permutéld
matrix, hogy PA-nak létezik a relativ inverze?

Legyen A rangja r. Oszlopcserékkel elérhetd, hogy az elsé r oszlopvektor
linearisan fiiggetlen legyen, vagyis AP mar ilyen tulajdonsdgi matrix, és
itt Py valamilyen permutalé matrix. Tovabbi sorcserékkel elérhetd, hogy
a bal fels6 r x r-es részmatrix rangja r legyen, tehat a B = Py AP mar
ilyen tulajdonsigi matrix. Mivel rang(B?) = r = rang(B), B-nek létezik
a relativ inverze, de ekkor PBP~ ! = P,PyA-nak is létezik, tehat P =
= P, P> valaszthaté.

11. Megfelel-e a relativ inverz eléallitott alakja az altalanositott inverzre
kapott alaknak?

A kérdés természetesen arra vonatkozik, hogy a relativ inverz a 3.5.4.
Kovetkezmény értelmében egyuttal dltalanositott inverz is, tehat a meg-
adott eldallitdsat az altalanositott inverz alakjaban is fel kell tudni {rni. A
B = A2 + UV roviditett jeloléssel legyen

-1 -1
x=o' (37 Pla-eete(F D

akkor az aldbbi matrixot kell kiszamitani:

i1 AB™' D\ (I 0 A¢B™' D _
@ @ (0 E )= 9 VA,b T 0 E )

(I A)'U AyB™' D _
“\o0 I VB! VA,'D+E )
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< AoB'+ A'UvBTt - )

Ebben a kifejezésben AgB~'+A;'UVB™ = A} (A2+UV)B™' = A,*,
és ezt kellett megmutatnunk.

12. Mi annak a linedris transzformaciénak a métrixa, mely R*-ben
ortogondlisan vetit a (2, 5, 5, 1) és (1, 3, 2, 1) vektorok altal meghatédrozott
sikra? (Hasznaljuk az MsExcelt az 5.8.-ban leirtak szerint.)

Alkalmazzuk a 3.5.10. Tétel formulajat! A megadottak alapjan Ag =

(21 (5 2 woa-1_ (3 -1 , B 1
—(5 3>,V—<2 1>,ebb01A0 —(_5 9 ),esC—VA =

= ( 512 1_1 > Ujabb invertdlassal szamitsuk ki D-t:

w1 L (37
D= (I+C*C) 1:41<7 30),

és toltsiik ki a vetitd matrixot:

37 8 1
D DpDc* \_ 1|73 5 16
(CD CDC*)_41 8 5 35 —11
1 16 -11 14

Az eredmény konnyen ellenérizhets: Egyrészt szimmetrikus matrix (hiszen
ortogondlis vetités), mésrészt négyzete 6nmaga (hiszen vetités), harmadsor-
ban pedig a matrix valamennyi oszlopvektora linearisan fiigg a megadott
vektoroktol.



4. fejezet

Bazistranszformaciok

4.1. Vektor és matrix transzformalasa

A tér bizonyos jelenségei, geometriai sajatossagai, alaki tulajdonsagai valto-
zatlanok maradnak, ha a tér bazisat megvaltoztatjuk. A tavolsag- és szogvi-
szonyok addig nem véltoznak meg amig az 1j bazist ,ferdeszogli koordinata-
rendszerként” kezeljiikk. De ha ezen béazis mellett a normat és a skaldrszor-
zatot a régi képlettel szamoljuk, akkor a ferdeszogii koordinata-rendszert
Hkiegyenesitjiik” és vektorait egységvektoroknak tekintjiik, ekkor az igy ka-
pott érték megvaltozik. Mindezek ellenére a bazis alkalmas megvalasztasa
szamos feladat megoldasat segiti el0, mind a linedris algebra, mind a linearis
programozas témakorében.

A fejezetben az R™ &talakitasardl lesz sz6, tehat R™ — R™ linearis
transzformaciokrdl, és a hozza tartozé matrixok is mindig n x n-es, négyze-
tes matrixok. Az R eredeti, derékszogilinek vélt bazisat ey, eo, ..., e,-nel
fogjuk jelolni. Ha attériink az aq, as, ..., a, bazisra, akkor természete-
sen megkoveteljik az a;, ag, ..., a, vektorok linearis fiiggetlenségét. Az
attérés egy linedris transzforméciét jelent, mely az e; vektorokat atviszi az
a; vektorokba, és ezdltal az egész térnek is egy transzformdaciéjat definidlja.
Ennek a transzformdcionak a matrixa C = (ay, a2, ..., a,). Eddig is mér
t6bbszor hasznéltuk és bizonyitottuk a kovetkezd egyszerii allitast.

4.1.1. Tétel. Az ai, as, ..., a, vektorrendszer akkor és csak ak-
kor linedrisan fiiggetlen (és egyben akkor és csak akkor bézisa R™-nek), ha
rang(C) = n.

Bizonyitas. A rang definiciéjabdl kovetkezik. O

A C bazistranszformaciorél mindig feltételezziik, hogy teljesrangt, ezért
ha C bézistranszformacié, akkor mindig invertalhaté, azaz C~' mindig 1é-
tezik.

91
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A Cz a transzformdlt  vektor régi bazisra vonatkoz6 koordinatait adja
meg. Toébbnyire azonban nem erre van sziikség, hanem az eredeti « vektor
4j bazisra vonatkozé koordinatai érdekelnek.

1. Kérdés. Az 1. fejezet 11. Kérdése soran lattuk, hogy az origéba
helyezett egységkocka origébdl kiindulé (n — 1)-dimenzids lapatlé vektorai
R" bézisat alkotjak. Adjuk meg a testdtld vektor koordindtait ebben a
bézisban!

4.1.2. Tétel. Az x vektor 1j bazisra vonatkozé koordindtdi megegyez-
nek a C~la vektor régi bazisra vonatkozé koordinatéival.

Bizonyitas. Mivel a; = Ce;, az 4j bazis Cey, Ces, ..., Ce, alakban
is frhat6. Jeloljiik & koordindtdit az j bézisban x}, s, ..., z),-nel, akkor
n n

) Cey. EbbSl C~'z = 3" z/ ey, ami bizonyitja az llitast. O
Ak lilneéris programozas egyik ]%6 1mo’dszere a lépésenként végrehajtott ba-

zistranszformacio, ami azt jelenti, hogy a bazisvektorokat egyenként cserélik
le. Lépésenként haladva egyrészt jobban lehet alkalmazkodni a feladat jel-
legéhez, mésrészt C~! meghatdrozasa nem mindig megy kénnyen.

4.1.3. Definicié. Azt a bézistranszformdciét, mely a bézisban az e;
vektort adott a-re cseréli (feltételezve, hogy (a, e;) # 0), de a t6bbi vek-
tort meghagyja, elemi bdzistranszformdcionak nevezziik. A transzformécié
matrixa: C = (61, €2, ..., €1, A, €i41,..., en).

Legyen a = (a1, ag, ..., a,), akkor alapvetd feltétel, hogy (a, e;) =
= a; # 0, ugyanis ebben az esetben C i-edik sora nulla 1évén nem teljesrangt
matrix, igy nem hoz létre Gjabb bézist. Ha a; # 0 teljesiil, akkor kénnyen
ellenérizhetéen

xr =

-1
C - (61,62,...,€i_1,c, ei+17"'7en)7

ahol
1
C = —(fal, —AQy eeny —QAj—1, 1 y TG4,y *an).
a;
A C~ 'z szédmszerii meghatérozédsara viszonylag egyszerti, tablazatos eljirast
dolgoztak ki (1d. 4.2.).

A misik fontos kérdés az, hogy hogyan alakul at egy linearis transzfor-
macié matrixa, ha a bazist megvaltoztatjuk.

4.1.4. Tétel. Tekintsiik az y = Az linedris transzformaciét. Ha a
bézison a C' linedris transzformaciot hajtjuk végre, akkor az 1j bazis mellett
a korabbi linedris transzformécié matrixa C~'AC lesz.

Bizonyitas. Az A transzforméacié az x-hez az Ax-et rendeli hozza, ami
az 1ij bézisra vonatkoztatva a C~'z-hez torténé C~! Az hozzarendelést je-
lenti (4.1.2. Tétel). Ha a C~'z-re alkalmazzuk a C~'AC transzform4ciét,
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akkor (C7'AC)(C~'z) = C71A(CC Yz = C~ Az, tehdt éppen ezt a
hozzarendelést kapjuk. [
A B szorzat transzformaldsa tényezonként szamithato:

C'ABC =cCc'A(cc™Y)BCc =(CctAC)(C'BC).

FEnnek kovetkezménye, hogy matrixok hatvanyanak szamitasa sok esetben
megkonnyithetd, ha a matrix az Uj bazisban egyszer{ibb alaki, ugyanis

cl'arc=(ctAao).

4.1.5. Definicié. Két méatrixot, A-t és B-t hasonldonak neveziink, ha
van olyan C invertalhaté métrix, hogy B = C~1AC.

A hasonldsig az n x n-es matrixok vildgadban ekvivalencia reldcié. Ez
harom tulajdonsagot kovetel meg:

a) A hasonlé A-hoz, ugyanis A = I "1 AI. (Reflexiv tulajdonsig.)

b) Ha A hasonl6 B-hez, akkor B is hasonlé A-hoz. (A definicié eleve
szimmetrikusnak kezelte a reldciét: A-t és B-t hasonlénak nevezte.) Ha
ugyanis B = C~1AC, akkor C-vel balrél, C~'-gyel jobbrél beszorozva
CBC~! = A, ami a C~! métrixszal képezett hasonlésagi relacié.

c) Ha A hasonlé Aj-hez és A hasonlé B-hez, akkor A is hasonlé B-hez
(tranzitiv tulajdonsag). Ha ugyanis Ay = C~'AC és B = D' A D, akkor
B=D1(C'AC)D = (CD)'A(CD).

2. Kérdés. Hasonldok-e az

1 3 1 1 00
2 2 0 és az 0 3 0
1 -1 2 0 0 2

matrixok?

4.2. Elemi bazistranszformacio

Az elemi, lépésenként végrehajtott bazistranszformaciérdl az el6zé pontban
mér volt sz, legalabbis a definiciéjat kimondtuk (4.1.3. Definicid). Itt a gya-
korlatban térténd numerikus végrehajtasardl, annak tabldzatos formajardl
lesz sz6. Ennek hibamentes elsajatitasa a linearis programozas alappillére.

Készitsiink tablazatot a szereplé vektorokkal az aldbbi formaban. Tiin-
tessiik fel a bézist, a bazisba bevonandé a = (a1, ag, ..., ay) vektort és
a nyomon kovetendé = = (z1, x2, ..., x,) vektort (Id. a kovetkez6 oldal
tablazatat).
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a L
el o1
€2 as H)
en an Tn

Ha e; helyére a-t hozunk be a bazisba, akkor a 4.1.3-at koveto képlet

. ’. e sy e —1 (T 1 T1 Il
szerint x 1j koordindtdi C~ x = (a—l, Ty — gtag, T3 — Traz, ., Tn — Ha”)
lesznek. Vezessiik be a § = % jelolést, akkor C 'z = (0, xo2 — dag,

x3 — das, ..., T, — day,) kissé egyszertibb képlet adédik. A tdblazatban az
a1 pozicidjaval tudjuk jeldlni, hogy az e; helyére az a-t hozzuk be, az a;-et
az elemi bazistranszformacié generdlo elemének nevezzik, és ezt a tabla-
zatban az a; bekeretezése jeloli. Generdld elemnek nulla nem valaszthato,
ebben az esetben a létrejovo 1j bazis nem teljesitené a linedris fliggetlenség
kritériumat. Ha aq; = 0, akkor @ = ases + ... + ane,, ami mutatja a
linedris Osszefiiggést. Az 1j tablazat:

8

€9 Xro— (50,2

e, | Tn— da,

Szavakkal elmondva:

1. Kiszdmitjuk a § értékét. (Mdas generdlé elemre mds és mds értéket
kapunk! Gyakran az els6 tablazat utolsé sora utan be is irjuk ezt az
értéket.)

2. A general6 érték sordba beirjuk a 0-t. (A t&bbi sor mds médon szami-
t6dik!)

3. A t6bbi sorban az x régi koordinatajabol levonjuk az a megfelel§ ko-
ordinatajanak d-szorosit.

Természetesen tobb vektor sorsa is kovethetd az elemi bazistranszforma-
ci6 elvégzésekor. Ekkor a tablazat tobb oszlopbdl all, és minden oszlopra
el kell végezni a kijelolt transzformaciét. A generald elem értelemszeriien
barmely sorbél valaszthato.
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Ha a1 a generdlé elem, akkor a tablazatbdl e; eltlinik. Ha sziikség van réa
a tovdabbiakban, akkor megérzendd vektorként fel kell venni a korabbi tabla-
zat egy tovabbi oszlopaba (koordinatai (1, 0, 0, ..., 0)), és erre vonatkozéan
is meg kell dllapitani az j koordinatakat.

Az elemi béazistranszformécié az \j helyzetre vonatkozéan tovabbi bazis-
elem lecserélésével folytathatd.

3. Kérdés. Egy elemi bézistranszformaciét alkalmazva az x vektor
(3, 0, 2, 1) koordinatai (1, 2, -1, 0)-ra valtoztak. Megéllapithaté-e, hogy
mely bézisvektor maradt biztosan a régi? Megallapithaté-e, hogy melyiket
cseréltiik le? Mik a bézisba bevont vektor eredeti koordinatai?

4.3. Az elemi bazistranszformacio kozvetlen felhasz-
nalasai
1. Linedris fiiggdség vizsgdlata

Egy vektor akkor és csak akkor viheté be a bazisba, ha a kapott vektorrend-
szer linearisan fiiggetlen marad. Ez akkor és csak akkor valésul meg, ha a
generald elem nem nulla. Ezt hasznaljuk fel a fiigg6ség vizsgalatakor.
Legyen adott a v, vo, ..., vi vektorrendszer. Tetszbleges sorrendben
kezdjiitk bevonni a vektorokat a béazisba elemi bazistranszformécioval, az
egyes lépéseknél a bevont vektorokat a tovabbiakban is tartsuk bent. Az
eljarast addig folytassuk, amig lehet. A befejezés utan tobb végallas lehet-

séges.
Ha valamennyi vektort be lehetett vinni a bazisba, akkor a baziselemek
linedris fliggetlensége miatt ennek egy részrendszere, a vy, va, ..., vi vek-

torrendszer is linedrisan fiiggetlen.

Ha t6bb hely nincs, a régi bazis valamennyi vektorat mar felvaltottuk, és
tovabbi vektorok varakoznak még a bevondasra, akkor a bevitt vektorok li-
nedrisan fiiggetlenek, a tovabbiak fiiggésége pedig leolvashaté a tablazatbdl.
Az aldbbi numerikus példdn nézziik ezt meg.

V3 Vs
V2 1 5
V4 4 —2
(5 0
V1 -2 1
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A tablazat feltiinteti v3 koordindtat a va, vy, ve, v1 bazisra vonatkozé-
an, ez azt jelenti, hogy vy = vo 4+ 4v4 — 2v1, vagyis a vektorok kozott ez a
linedris Osszefiiggés all fenn. Hasonléan vs = 5ve —2v4+2v6+ v1. Az ered-
mény természetes, hiszen 4-dimenzids térben 6 vektor nem lehet linedrisan
fliggetlen.

Ugyancsak nem tudjuk folytatni az eljarast, ha mar csak 0 generalé ele-
met lehet vélasztani (de ez tiltott!). Akkor a végallds kicsit maés:

V3 Vs
V2 1 )
€9 0 0
V4 4 —2
€4y 0 0
Vg 0 2
V1 —2 1

Ebbdl a tdbldzatbdl is leolvashatd, hogy vs = ve + 4vy — 2v1 és vy =
Hvg—2v4+2v6+v1, tehat a bazisba bevont vektorok linearisan fiiggetlenek,
de t6bb linedrisan fiiggetlen nincs koztiik.

A moddszer a rangszamitasndl valamivel nehézkesebb, de annyival nyijt
tobbet, hogy megadja a vektorok kozotti linedris fiiggdséget is.

II. Linedris egyenletrendszerek megolddsa
frjuk A-t A= (a1, aa, ..., a,,) alakba, akkor az Az = b egyenletrendszer a
m

> apxp = b alakot 6lti. Innen ldthatd, hogy az egyenletrendszer megoldasa
k=1
az ai, @9, ..., A, és a b vektorok kozotti linedris Osszefiiggés felderitését

jelenti. Ezért pontosan ugyanazt csindljuk, mint a linedris fiiggdség vizs-
galatandl: az a1, ao, ..., a,, vektorokat megkiséreljiik bevonni a bazisba,
a b vektor valtozasat csak nyomon kovetjiikk. Az elemi bazistranszforma-
ciok egymds utani elvégzését addig folytatjuk, amig csak lehet (a bevont
egyiitthaté-vektorokat mar nem cseréljiik le). A végéllas kiértékelése azon-
ban kissé eltér az el6z6 esettol.

Ha az Gsszes a1, asz, ..., a,, vektort sikeriilt bevonni a béazisba, és
utolsd utdni lépésként a b vektort is be tudnank vinni, akkor az a1, as, ...,
an,, b vektorrendszer linearisan fiiggetlen lenne, ami azt jelenti, hogy nincs
megoldasa az egyenletrendszernek. Ha a b-t mar nem tudjuk bevonni, akkor
a linedaris fiiggbség leolvashato:
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b
an 2
ay -5
as 1
€y 0
al 3

b =3a; + 2a3 + a3 — bay, ami azt jelenti, hogy x1 = 3, 9 = 2, 3 =
=1, x4 = —5. Ez egyértelmii megoldést jelent. (Lényeges, hogy az eredeti
béazisvektorok sordban 0 alljon, ezért nem lehetne a b-t a bazisba bevonni,
ezért linedrisan 6sszefiiggd!)

Ha nem sikeriil az 6sszes a; vektort bevonni a bazisba, akkor tovabbra is
az a dontd, hogy utolsé utani lépésként a b bevonhato lenne-e. Mindenesetre
a kiviil maradt vektorokra a linedris osszefiiggés felirhaté (1d. a példat). Ha
b bevihetd, akkor a bevont vektoroktdl linedrisan fiiggetlen, velilk b nem
fejezheto ki, és ezen a kiviil maradt vektorok sem segithetnek, vagyis az
egyenletrendszer nem oldhaté meg.

Ha a végéllasban a bazisban maradt dsszes régi vektor sora nullakbdl all,
akkor az egyenletrendszer egy lehetséges megoldasat ugyanigy leolvashat-
juk, mint az el6z6 példaban, a kiviil maradt vektorokhoz tartozé ismeretle-
neknek 0 értéket valasztva.

as as b
as 1 ) 7
es | O 0 0

as 4 -2 | -3
a -2 0 4

A kapott megoldds tehat x1 =4, 20 =7, 3 =0, x4 = —3, x5 = 0.
Vegyiik fel azonban tetszolegesen az x3 és x5 értékét, és képezziik a b —
— a3r3 — asxs vektort:

as as b - azrs — asrs
a9 1 5 7 — Tr3— 5.%5
es | O 0 0
ay 4 -2 | =3 —4dxz3 + 2x5
aq —2 0 4 + 21‘3

Az utolso oszlop értékei igy megoldasat adjék az asxs + a4xy + a1x1 =
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= b — asrs — asr; egyenletrendszernek, ami azonos az eredeti egyenlet-
rendszerrel. Az egyenletrendszer dltalanos megoldédsa tehdt:

x1 =4+ 2x3,
562:7—1'3—51'5,
x4 = —3 — dx3 + 225,
T3 és x5 tetszbleges.

III. Mdtriz inverzének meghatdrozdsa

Legyen A = (a1, as, ..., a,) teljesrangi négyzetes matrix. Ennek az a
tulajdonsaga, hogy az ei, eo, ..., e, bazist az a1, asz, ..., a, bazisba
transzformalja:
A
(e1,e2,...,e,) — (a1, as,...,ay).

Az A~ matrix a forditottjat cselekszi:

A—l
(a1,a2,...,a,) — (e1,ea,..., e,),

tehat azt a matrixot keressiik, amely elvégzi ezt a feladatot.
Készitsiik el a bazistranszformdéciés tablazatot:

al an

€1

€n

Elemi bazistranszformaciok sorozataval teljesen cseréljiik ki a bazist, de
az ej, es, ..., e, vektorokat Orizziik meg. Sorok cseréjével (ha kell az
oszlopok cseréjével is) hozzuk létre a vektorok természetes sorrendjét, akkor
a

e €en

a

an

tablazatot kapjuk, ami tartalmazza az inverz matrixot.
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4.4. Ortogonalis bazistranszformaciok

Fontos szerepet jatszanak a bazistranszformaciok kozott azok, amelyek a de-
rékszogli koordinata-rendszert és a koordindta egységvektorok hosszat meg-
tartjak. Varhatéan ezek és csak ezek rendelkeznek tavolsagtarté (normatar-
t6) tulajdonsiggal.

Ha Ax az ey, es, ..., e, koordinata egységvektorokat az a1, ao, ...,
a, bazisba transzformaélja, és az a1, ao, ..., a, vektorokrdl feltételezziik
szintén, hogy egységvektorok, valamint paronként egymasra ortogonalisak,
akkor un. ortogondlis transzformdciot végziink. Az ortogondlis transzfor-
macié matrixat ortogonalis matrixnak nevezziik.

4.4.1. Definicié. Az A = (a1, a9, ..., a,) négyzetes matrix ortogo-
ndlis, ha ||a;|| = 1 minden i-re, és (a;, a;) = 0 minden ¢ # j-re.

Béar a nevében nincs benne, de ortogonalis matrixndl mindig a normalt-
sdgot, vagyis az oszlopvektorok egyenld hosszat is feltételezziik. Ha az osz-
lopvektorok hossza egyenld, akkor mér lényegében nem jelent 1ényeges meg-
szoritast, ha egységnyinek vessziik.

4.4.2. Tétel. Az A akkor és csak akkor ortogonalis matrix, ha A= =
= A*.

Bizonyitds. Képezziik az A*A szorzatot. A* sorai voltaképpen A
oszlopai, ezért az A* A elemeit A két oszlopdnak a skaldrszorzata adja meg,
ez 1, ha a két oszlop azonos és 0, ha kiilonbozé, vagyis A*A = I. A 2.7.1.
Tétel értelmében tehdt A* = A~'. A bizonyitas forditott sorrendben is
elmondhaté.O]

4.4.3. Kovetkezmény. Ha A ortogondlis méatrix, akkor A* is az.

Bizonyitds. A~! szintén derékszogil, egységvektorokbdl 4116 bazist hoz
létre, tehdt matrixa ortogonalis. [J

A* ortogonalitdsa azt jelenti, hogy ha a matrix oszlopai ortogonalis egy-
ségvektorok, akkor ugyanez érvényes a soraira is. Ha az oszlopvektorok
egyenld hosszat nem tételezziik fel, csak az ortogonalitdasukat, akkor ez az
allitds nem lesz igaz.

4.4.4. Tétel. Az Ax linedris transzformécio akkor és csak akkor tavol-
sagtartd, ha A ortogondlis. A tavolsagtartd leképezés egyben szogtartd és
skaldrszorzat-tarto is.

Bizonyitas. < Ha A ortogonalis, akkor

|Az||* = I\Zamll2 leazfczll2 ZI‘QHCMHQ Z:v [E2le
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= Ha Ax tavolsidgtartd, akkor skaldrszorzat-tarté is, hiszen

1
(a,b) = S([la+bl[* —[[a|* - [|b]").

Ha skalarszorzat-tarté is, akkor szogtartd is, hiszen cosa = ”f;‘ll II\JIZH Ha
szogtartd, akkor az egységvektorok hosszan kiviil azok szdgét is megtartja,
azaz A ortogondlis. [

Ortogondlis matrixok szorzata is ortogonalis, hiszen a transzforméciok

elvégzésével a normatartas oroklédik.

1. Kérdés. Hogy lehet koénnyen meghatarozni az

1 2 2
A=| -2 -1 2
-2 2 -1

matrix inverzét?

A legegyszeriibb ortogonadlis transzformacié a permutalé transzformaécio,
mely a koordindta egységvektorokat koordinata egységvektorokba képezi le,
de més sorrendben. A matrixdanak oszlopvektorai kiilonb6z6 sorrendben a
koordinata egységvektorok.

4.4.5. Definicié. Permutdlo mdtriznak nevezzilkk egy négyzetes mat-
rixot, ha minden sordban és minden oszlopaban pontosan egy elem 1l-es, a
tobbi nulla. A permutdlé matrix altal 1étrehozott transzformacioé a permu-
talo transzformdcid.

Ha egy permutdlé matrixszal balrél megszorzunk egy matrixot, akkor a
sorai, ha jobbrol, akkor az oszlopai felcserélédnek. Nézziink egy példat:

0100 1 11 21 31 2 12 22 32
PA — 0 0 01 2 12 22 32 _ 4 14 24 34
1 0 00 3 13 23 33 1 11 21 31
0 010 4 14 24 34 3 13 23 33

Altaldnosan megfogalmazva, ha ay;,, a2i,, ..., apn;, jeloli a P permutalé mat-
rix nem nulla elemeit, és az A matrix sorvektorai rendre a1, as, ..., Gy,
akkor a PA métrix sorvektorai rendre a;,, a;,, ..., a;,. Réviden P nem nul-
la elemeinek oszlopindexei mutatjak a PA matrixban a sorok sorrendjét.
Jobbrdl torténé szorzasnal hasonld szabaly érvényes a sor és az oszlop szé-
hasznalat felcserélésével.

Az iy,i9,...,1, szédmsorozat az 1, 2, ..., n szdamok egy permutécidja.
Definidljuk a permutédcidoban az inverzidk szamat.
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4.4.6. Definicié. Az 1, 2, ..., n szamok i1, i, ..., i, permutécidjaban
az inverzidk szama azon (i, j) (1 < i < j < n) szampérok szama, ahol a
permutdciéban a j szerepel elébb (sorrendjiik eltéré a természetes sorrend-
t61).

Az inverzidk szama a permutdcié egy fontos adata. JelentOségét kozelebb
hozza az alabbi tétel.

4.4.7. Tétel. Ha az 1, 2, ..., n szamok valamely permutaciéjaban az
inverzidk szama k, akkor az adott permutacié szomszédos elemek cseréjével
torténod eléallitasahoz legaldbb k 1épés sziikséges, és k 1épés mindig elégséges
is.

Bizonyitas. Szomszédos elemek cseréjénél az inverzidk szdma mindig
eggyel valtozik, tehat legalabb k 1épés mindig kell.

Az elégségesség bizonyitasdhoz vegyiik észre, hogy egy permutacioban,
ha van inverzid, akkor mindig van szomszédos inverzié is. Két inverziéban
allé elem kozott, ugyanis, mindig van szomszédos inverzié is, mert, ha nem
lenne, akkor a koztes elemek monoton néveked6ek lennének, de akkor a két
elem nem alkotna inverziét. Az inverziéban allé szomszédos parok cseréjével
az inverzidk szdma mindig eggyel csokkentheto, igy a permutécio helyreallit-
haté. A permutécié eldallitdsa ennek a sorrendnek a megforditdsaval érhet6
el. O

Az a szam természetesen nem adhaté meg egyértelmiien, hogy egy adott
permutécio hany lépésben allithato eld szomszédos elemek cseréjével, hiszen
LHigyetlenkedni” korlatlan lehet6ségiink van. Mivel minden cserénél az inver-
zioszam eggyel valtozik, paratlan 1épésszadmmal mindig paratlan, és paros
lépésszammal mindig paros inverziészamot érhetiink el. Az adott permu-
taciénak ezért lényeges adata az inverzidészam paritisa, és ennek alapjan
beszélhetiink pdros, ill. pdratlan permutdciordl.

4.5. Tiikrozések

A vetitéshez hasonld, ahhoz kothetd transzformaciotipus. Itt is, bar a neve
alapjan kevésbé gondolunk ra, megengedett a nem ortogondlis tiikrozés is.
A tiikrozés lényege, hogy megismételve a transzforméciét visszaall az eredeti
allapot.

4.5.1. Definicié. Az identikustdl kiilonbozé Az linedris transzformé-
ciét tikrozésnek nevezzilk, ha A% = 1I.

A? = T tuladonséaggal rendelkezé, titkréz6 métrixot involutérius métrix-
nak is nevezik.

Az A% = I osszefiiggés nyilvan ugyanazt jelenti, mint A = A~!. Az
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A? = I-bdl kovetkezben az inverz a 2.7.1. Tétel alapjan biztosan létezik.
A vetitéssel valé kapcsolatdt a B = £(A + I) jelenti, ahol A a titkrozés

és B a vetités. Valéban BB = S(A+ 1)i(A+ 1) = 1(A>+2A+1) =

= %( A+1T) = B. Az 6sszefiiggés természetesen geometriailag szemléltethetd:

Az altér, amire a tiikrozés torténik, a ,,tengely”, melynek pontjai helyben
maradnak az {x + Az: ¢ € R"} halmaz, vagyis az (A + I)x transzformaci6
képtere. Valéban A(x + Azx) = Az + A%x = Az + x. A vetitd stkok az
L ={xz: © + Az = 0} altérrel parhuzamos sikok. A tengelyként szolgald
altér és a vetitésik mindig egy pontban metszi egymast, ugyanis a tengely
és az L kiegészit6 alterek (1d. 3.4.2 Tétel).

5. Kérdés. Tiikrozés-e a Ax transzformécid, ha

3 -8 4
A= 2 -7 4 |7
2 -8 5

Melyik altérre tiikroz?

4.5.2. Definicié. A tiikrozés ortogondlis, ha a tengelyként szolgald
altere és az L = {x: (A + I)x = 0} ortogonalis kiegészits alterek.

A vetités és a tiikrozés kozotti kapcesolatbdl kozvetleniil kovetkezik az
aldbbi tétel.

4.5.3. Tétel. Az A tiikrozés akkor és csak akkor ortogondlis, ha A
szimmetrikus, azaz ha A = A*.

Az ortogondlis tiikrozés — a szemléletiink szerint — normatarté (ellen-
tétben a nem ortogonélis tiikrozéssel), de ezt bizonyitani kell. Ennél kissé
tobbet is allithatunk.

4.5.4. Tétel. Az A, A # I méatrix altal létrehozott linearis transzfor-
macié akkor és csak akkor ortogondlis tiikrozés, ha A ortogondlis és szim-
metrikus.

Bizonyitas. = Ha A tiikrozés, akkor A = 2B — I, ahol B vetités.
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Alkalmazzuk a Pythagorasz-tételt (3.4.5. Tétel), akkor ||z||> = ||Bx]|® +
||z — Bx||?. Az-re is alkalmazzuk a Pythagorasz-tételt, felhasznélva, hogy
BAxz = B(2B - I)x = Bz, és Ax — BAx = (2B - I)x — Bx = Bz — «,
|Ax|? = ||BAw|P+ ||Az — BAa|? = ||Ba|f*+||Be—al? = ||a|?, ami
a normatartast jelenti. A tehat ortogonadlis, és mivel B ortogondlis vetités,
szimmetrikus, igy A is az.

< A ortogonalis, és szimmetrikus voltabdl kovetkezik, hogy A? =
= AA* = AA~!' = I. Tovibba A szimmetrikus, tehat ortogonélis tiik-
rézést hoz létre. [J

6. Kérdés. A 2. fejezet 8. kérdésében megmutattuk, hogy a

11 -1 -3 10
1| -1 2 6 1
“ 21| -3 6 18 3
0 1 3 11

B

matrixi linedris transzformécié ortogonalis vetités. Adjuk meg a hozzatar-
tozd ortogondlis titkrozés matrixat!

Minden vetités, és igy minden tiikrozés is kanonikus (diagondlis) alakra
hozhaté. Valasszunk egy-egy bazist a vetités képterében és a magterében,
legyen ez a1, az, ..., a,, ill. apy1, ..., a,. Az a1, a9, ..., a, bazisra
vonatkozdan a vetités minden & vektorra vonatkozodan az els6 r koordinatat
megorzi, a tovabbiakat lenulldzza. A transzformdcié matrixa ebbdl leolvas-
hato:

Minden vetité matrix tehdt Bg-hoz hasonlé matrix, ennek mas koordinata-
rendszerben felirt alakja. Ebbol megalkothaté a titkr6zé matrix kanonikus
alakja is, hiszen Ag = 2By — I:

I 0
a-(L0)

Minden tiikrozés métrixa tehdt Ag-hoz hasonlé. (A hasonlésig fogalmat 1d.
4.1.5. Definicié.)
7. Kérdés. A 3. fejezet 7. Kérdésében szerepld

2 1 1
A=| -4 -3 —4
2 2 3

matrixszal megadott vetités milyen C' métrixszal transzformalhaté kanoni-
kus alakra. Ellenérizziik az eredményiinket!
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4.6. Forgatasok

Tréfasnak tiinik a kérdés: Lehet-e kétdimenzids sik koriil forgatni, mondjuk
négy dimenziéban? A forgatdsok tanulmédnyozdsihoz eldszor az elérhetd
dimenzidkban nézziik meg a kérdést.

Két dimenziéban pont koriili forgatés létezik. Harom dimenziéban egye-
nes koriil lehet forgatni, a pont koriil ,, gdmbcsuklés forgatds” 1étezik, aminek
két szabadsagi foka van, ami két paraméterrel irhaté le. Most csak az egy
paraméterrel jellemezhet6 forgatasokkal fogunk foglalkozni.

Mi a jellemzdje az egy szabadsdgfoki forgatasnak? Tévolsagtarto transz-
formacié, ami a ,,tengely” pontjait helyben hagyja, és minden erre merdleges
vektort adott szoggel elfordit.

R2-ben az origé koriili ¢ szoggel torténd elforgatds az (x, y) pontot,
melynek polarkoordindtai (r, ), az (r, a + ¢) pontba viszi at, ehhez az

(rcos(a+ @), rsin(a+ ¢)) =

= (rcosacosp — rsinasing, rcosasing + rsinacosy) =

= (zcosp — ysinp, zsin g + y cos )

derékszogli koordinatak tartoznak. Ha az ¢ = ( 5 ) és az

<cos ¢ —sin <p>

Ag=1 .

singp  cosp

jeloléseket hasznaljuk akkor az x vektor az elforgatas soran az Agx-be megy

at. Hasonléan R3-ban a z-tengely koriili ¢ szoggel torténd elforgatas az & =
x

= | y | vektort az Ax-be viszi at, ahol most
z

cosp —sing 0
A= | sinp cosp 0
0 0 1

Ez éltaldnosithaté magasabb dimenzidra is. A forgatas térténjen egy (n — 2)-
dimenziés altér koriil, ennek pontjai helyben maradnak, az erre ortogondlis
kiegészit6 altér vektorai pedig ¢ szoggel elfordulnak. Vegyiik fel a derékszo-
gli koordindta-rendszert ugy, hogy az n — 2 koordinatatengely a tengelyként
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szolgdlé altérben legyen. A madsik két koordinatatengely, mondjuk az el-
s6 kettd, mar ezekre merdleges, tehat kotelezéen az ortogonalis kiegészitd
altérben van. Képezziik az

cosp —sing --- 0
sin cos - 0
A Ay O _ .@ . 2
0 I : :
0 0 o1

matrixot. Az A matrix ortogonalis, tehat Az normatartd transzformécio.
Ax minden olyan vektort, mely a tengelyként szolgald altérben van, vagyis
az els6 két koordinataja nulla, 6nmagaba visz at. Tovabba az ortogonalis
kiegészits altérben 1évé & = (z, y, 0, ..., 0) és Az « szogére:
(z, Ax) x? cos p — xysin ¢ + zysin @ + 32 cos @
cosa = = =

]| - |l Ax]| |2

% + y2
= COS (p = COoS Y,

IEdIE
vagyis az elfordulds szoge minden ilyen vektorra ¢. (Az elfordulds szogét
eldjelezhetjiik is, bar ez probléméas. A szogtartds miatt az elfordulds szoge
azonban mindig azonos eldjelii.) Ezzel beldttuk, hogy ténylegesen egyetlen
szogadattal jellemezhetd forgatdsrdl van szé.

A fenti kérdésre a valasz: négydimenziés térben létezik barmely kétdi-
menzids altér (vagy sik) koriili forgatas. Altaldban megadhaté R"-ben is
barmely (n — 2)-dimenzids altér koriili egyparaméteres forgatas.

4.6.1. Definicié. R"-ben adott (n— 2)-dimenziés altér koriili forgatds,
mely az altér pontjait helybenhagyja, és az ortogondlis altér vektorait ¢
szoggel elforgatja, alkalmas derékszogii koordinata-rendszerben az

cosp —sing --- 0

sing cosgp - 0
A=| . . ,

0 0 1

matrixszal adhaté meg.

Algebrailag is konnyen ellendrizhetd, de a transzformécié természetébdl
is kovetkezik, hogy A inverze a -¢ szoggel torténé elforgatas.

8. Kérdés. Az L alteret adjuk meg két generdld elemével, legyenek
ezek a = (1, 1, 0, 0) és b = (0, 0, 1, 1). Forgassuk el a v = (2, 1, 1, 2)
vektort L koriil 45°-kal! v és elforgatasa tényleg 45°-0s szodget fog bezarni?
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4.6.2. Tétel. Barmely ortogonalis transzformécié elvégezhetd legfel-
jebb n — 1 forgatas és esetleg egy ortogonalis tiikrézés egymas utani végre-

hajtasaval.
Bizonyitas. Az ortogonalis transzformécié az ey, es, ..., e, vekto-
rokat vigye &t az a1, a9, ..., a, vektorokba, ahol az utébbi vektorok is

egységvektorok és paronként ortogonalisak.

Vegyiink fel egy kétdimenziés L alteret, mely tartalmazza az e; és az
a; vektorokat, az els6 forgatdst L ortogonalis kiegészité altere koriil akarjuk
elvégezni. Legyen e és a; szige ¢, és forgassunk L korill ¢ vagy -¢
szoggel, akkor egyik esetben e az ai-re képzodik le.

Tegyiik fel most, hogy e; = a; (i = 1,2, ..., k- 1; k <n). Ha e és
ay linearisan fiiggetlenek, akkor legyen L az altaluk generdlt kétdimenzids
altér, ha nem, akkor ey és az ey, altal generalt altér. Mindkét esetben az
e; vektorok az Lt altér elemei (i = 1, 2, ..., k — 1), tehat az L+ koriili
forgatas nem mozditja el ezeket. A forgatas szoge legyen ¢ vagy -, ahol ¢
az ey és ay szoge. Valamelyik forgatds az ep-t az ap-ba képezi le.

Folytatva az eljarast n — 1 forgatassal elérhetd, hogy e; = a1, es = as,

.oy, €n_1 = an_1. Az e, és az a, vektor egyarant ortogondlis az eq, e,
.., en_1 vektorokra, tehat hozzatartoznak az altaluk generdlt altér egy-
dimenziés ortogondlis kiegészito alteréhez. Ez azt jelenti, hogy e, = a,
vagy e, = -a,. Az utdbbi esetben egy ortogonalis tiikrozésre van sziikség,
mely ep-et -ay-be visz 4t ey, eo, ..., e,_1 helybenhagydsa mellett. [J

9. Kérdés. R*-ben forgatis-e az a linearis transzformaci6, amelynek
matrixa

cosy sing 00 Cos sing 0 0
sinp —cosp 0 0 —sing cosp 0 0 |,
0 0 1 o] ™o 0o 10|
0 0 0 1 0 0 0 1

4.7. Valaszok a kérdésekre

1. Az 1. fejezet 11. Kérdése sordan lattuk, hogy az origéba helyezett egy-
ségkocka origébdl kiindulé (n — 1)-dimenzids lapatlé vektorai R™ bazisét
alkotjak. Adjuk meg a testatlé vektor koordindtait ebben a bézisban!

A testéatls vektor koordindtdi 1 = (1, 1, ..., 1), a lapatlé vektorok ko-
ordinatai az 1. fejezet 11. kérdésére adott valaszban megadott aq, as, ...,
a, vektorok. Mivel a1 + a2 + ... + a, = (n — 1)1, a testatlé vektor

1 1 1

koordinatéi az a1, as, ..., a, bazisban: (m, v R
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2. Hasonlok-e az

1 3 1 1 00
A= 2 2 0 ésa B = 0 30
1 -1 2 0 0 2

matrixok?

A misodik transzformacional van olyan nem nulla vektor a térben, mely-
re Bx = x, nevezetesen az € = (a, 0, 0). Ha hasonldk, akkor més koordinata-
rendszerben ugyanazt a transzformaciot létesiti, tehat A esetében is kell len-
nie olyan nullatdl kiillonbozé x vektornak, melyre Az = x. Ez utébbi az
x = (z,y, z) jelolés mellett az

r+3y+tz==x
20+ 2y =y
r—y+2z==z2

egyenletrendszer teljesiilését kivanja meg. Az egyenletrendszer rangja azon-
ban 3, ezért csak az £ = 0 megoldasa van. A métrixok tehat nem hasonldk.
(Lasd még a sajatértékekrél szolé 6.1. fejezetet.)

3. Egy elemi bazistranszforméciét alkalmazva az x vektor (3, 0, 2, 1)
koordindtéai (1, 2, -1, 0)-ra valtoztak. Megéllapithaté-e, hogy mely bézis-
vektor maradt biztosan a régi? Megallapithato-e, hogy melyiket cseréltiik
le? Mik a bazisba bevont vektor eredeti koordinatdi?

A maésodik és a negyedik bazisvektor biztosan valtozatlan maradt, mert
a generald elem sordban vagy mindkét helyen nulla 4ll, vagy egyik sem nulla.
Az elsé és a harmadik bazisvektor barmelyikét lecserélhettiik, mégpedig az
els6 esetén a bevont vektor (3, —2, 3, 1), a harmadik esetén (—2, 2, —2, —1).

4. Hogy lehet kénnyen meghatarozni az

1 2 2
A=| -2 -1 2
-2 2 -1

matrix inverzét?

Az %A matrix ortogondlis matrix, inverze a transzponaltja. (cA)~! =
=1A7" tehat
1,1 1,1 1
Al =-(ZA) T =(5A) = -A"
3°3 3°3 9
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5. Tiikrozés-e az A transzformécié, ha

3 -8 4
A=\ 2 -7 4 |7
2 -85

Melyik altérre tiikroz?
Koénnyt ellenérizni, hogy A? = I, tehat A tiikroézés. Tudjuk, hogy

) 2 —4 2
B=_(A+D)=|1 -3 2
1 -4 3

vetités. Mivel rang(B) = 2, és a B képtere megegyezik a vetités tengelyével,
a tengely a (2, 1, 1) és a (2, 2, 3) vektorok altal generalt kétdimenzids altér.

6. A II. fejezet 8. kérdésében megmutattuk, hogy a

1 -1 -3 10
1 -1 2 6 1
21| -3 6 18 3

10 1 3 11

matrixi linedris transzforméacié ortogonalis vetités. Adjuk meg a hozzatar-
tozé ortogonélis tiikkrozés matrixat!

Ha A-val jeloljiik a hozzd tartozo tiikrozés matrixat, akkor
1 -2 -6 20
1 -2 —-17 12 2
21 -6 12 15 6
20 2 6 1

Ellenérizhetéen A szimmetrikus, ortogondlis métrix (és ezért A2 = I).

7. A 3. fejezet 7. Kérdésében szerepld

2 1 1
A=| -4 -3 —4
2 2 3

matrixszal megadott vetités milyen C' métrixszal transzformalhaté kanoni-
kus alakra. Ellenérizziik az eredményiinket!
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Rang(A) = 2, R4 tehat kétdimenziés, két linedrisan fiiggetlen generdld
eleme: (2, —4, 2) és (1, —3, 2). Az elsé vektor helyett vehetiink (1, —2, 1)-t.
Az M4 egydimenzids, generald eleme a

2r+y+2=0
—4dr —3y—4z=0
20 +2y+32=0

egyenletrendszer egyik megoldasaként adddik. Az altaldnos megoldés pl. a
(5, —2z, z) vektor, ahol z tetsz6leges szdm. Legyen mondjuk z = 2, akkor
az (1, —4, 2) vektort kapjuk. Alkalmazni kell a C-vel képzett bazistransz-
formacidt, ahol C' ezekbdl a vektorokbdl épiil fel:

11 1
c=| -2 -3 —4
1 2 2

A kanonikus alak el6allitdsdhoz C~' A C-t kell kiszdmolni, ehhez C~'-re is
sziitkség van, ami példaul a 4.3. pont modszerével elérhet6.

8. Az L alteret adjuk meg két generald elemével: a = (1, 1, 0, 0)-val és
b= (0,0, 1, 1)-vel. Forgassuk el a v = (2, 1, 1, 2) vektort L koriil 45°-kal!
v és elforgatisa tényleg 45%-0s szoget fog bezarni?

Ahhoz, hogy a forgatas kanonikus alakjat hasznélni tudjuk, koordinata-
rendszer transzformaciéra van sziikség. Vegyiink fel egy koordinata-rendszert
a megadott és az arra ortogonélis altérben. Az 1.4.4. tétel médszerével (or-
togonalizalas) ez megtehetd, de itt ez felesleges, mert a megadott vektorok
mar ortogondlisak, csak normaélni kell ezeket, a tovabbi, ezekre ortogonalis
iranyok pedig konnyen kitalalhatok. fgy az 1j koordinatavektorok:

L1, 0,0 L 0,0, 1,1)
a, = —7—=u, 1L, ) ) az = —=\(U, ) )
) ? 2

1 1
as = (1, =1, 0, 0), a4=—=(0,0, 1, —1).

V2 V2

A v vektor 4j koordinatai (pl. elemi bazistranszformaciokkal meghatérozha-
t6 médon) ebben a koordinata-rendszerben: —=(3, 3, 1, —1). Alkalmazzuk

V2
a forgatds kanonikus alakjat:
100 O 3 3
010 O 3 1 1 3
V1 = 1 1 - = ,
' 00 5 —7 1 2 V2| V2
00 7 75 -1 0
2 V2
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ez az elforgatott vektor koordinatds alakja az 1j rendszerben. A vissza-
transzformalas:

1 3+2

1 0
oo B L 3 fo 1 f 1) 1] 3-v2
Tevel o | T veve ] V2| o 2| 3
0 1 0 3

v1 nem tartozik hozza az ortogondlis altérhez, tehat nem véarhatd, hogy
v-vel bezart szoge 45° legyen (nem is annyi, kb 15°).

9. R*-ben forgatds-e az a linedris transzforméci6, amelynek métrixa

cos sing 00 cos sinp 0 0
singp —cosep 0 0 —sing cosp 0 0 |,
0 0 1 o] "™ 1o 0o 10|
0 0 01 0 0 0 1

A maésodik matrix —p szoggel torténé forgatds matrixa. Az elsé§ nem
forgatds, hanem egy forgatds és egy tiikrozés dsszetételébdl adédo transzior-

macié:
1 0 0O cosp singp 0 0 Cos @ sing 0 0
0 -1 0 O singp —cosp 0 O | | —sing cosp 0 O
00 10 0 0 1 0] (O 0 10
00 01 0 0 01 0 0 0 1



5. fejezet

Determinansok

5.1. A determinans definicidja

A determindns a négyzetes matrixokhoz rendelt szamérték. A hozzarendelés
modja eléggé Gsszetett, szamos definidlasi méd 1étezik, itt viszonylag kozért-
het6 utat valasztunk, de latszdlag eltériink a f6 iranyvonaltdl, az n-dimenzids
terek vizsgalatatol. Fogadjuk el egyelore, hogy egy fontos segédeszkozzel is-
merkediink meg, kés6bb meglatjuk, hogy ez az eszkéz szorosan kapcsolddik
a linedris (s6t nem csak a linedris) transzformaciokhoz.

Ebben a fejezetben végig feltételezziik, hogy a szereplé matrixok négy-
zetes matrixok. A hozzarendelés médjat nehéz, és nem célszerti egy rovid
definiciéban megadni, hosszasabban fogunk beszélni réla.

Az n x n-es A matrix esetében elemi szorzatnak nevezziik a kiilonbozé
sorokbél és kiilonbozd oszlopokbdl kivalasztott n elem szorzatét. Osszesen n!
darab elemi szorzatot képezhetiink, ugyanis az elemeknek ennyi megfelel6 ki-
valasztdsa van. Az elsd sor elemét n-féleképpen vilaszthatjuk ki, a masodik
sor elemét mar csak (n — 1)-féleképpen, mert az elsé sorban kivalasztott elem
egy oszlopot letilt. A harmadik sorbéli elemet (n — 2)-féleképpen vélaszt-
hatjuk, mert két oszlop van letiltva, és igy tovabb, az utolsd sor elemének
valasztasa mar egyértelmt.

Egy adott elemi szorzat aj, ask, - - - ank, alakban irhaté fel, ahol ki, ko,
ey kyoaz 1, 2, ..., n szdmok valamely permutaciéja. Ebbdl is latszik,
hogy az elemi szorzatok szdama a permutdciék szamaéval egyezik, azaz n!.
Egy adott permutaciéban — és igy egy adott elemi szorzatban is — a 4.4.6.
Definicidban definidltuk az inverzidk szaméat. Inverzidnak nevezziik azt a
jelenséget, amikor egy nagyobb szam megel6zi a kisebbet, ezen el6fordulasok
szama az inverziok szama. A 4.4.7. Tétel megadja e szam jelentését is: azon

111
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szomszédos sorcserék (vagy oszlopcserék) minimélis szama, amellyel az elemi
szorzat tényezoi a féatléba vihetOk &t.

Nézziink egy példat: 5 x 5-0s matrixban vegyiik az ajzas1assaqoasys ele-
mi szorzatot, ennek az elsé indexek rendezése utan a masodik indexek 3, 1,
5, 2, 4 permutacidja felel meg. Itt inverziét jelent a (3, 1), (3, 2), (5, 2)
és az (5, 4) szdmpér, az inverzidk szdma tehdt négy. Az inverziok szama
grafikusan is — taldan kisebb hibalehetOséggel — meghatarozhaté a kovetke-
z0képpen. Rajzoljuk fel az ,iires” matrixot, azaz ne tiintessiik fel a szerepl6
elemeket, majd jeloljiik be az elemi szorzatba bevélasztott elemek helyét.
Ezutan kossiik 6ssze minden bejel6lést minden masikkal:

A jobbra-felfelé haladé osszekottetések (az abran folytonos vonallal je-
Iolve) mutatjdk az inverzidkat, az inverziok szama a jobbra-felfelé haladé
Osszekotések szama. Pdrosnak nevezziik a permutaciét, ha az inverzidk sza-
ma paros, egyébként pdratlannak hivjuk.

5.1.1. Definicié. Az A n x n-es matrix determindnsdnak nevezziik
az Osszes elemi szorzat megfeleld elGjellel képezett Osszegét. Az eléjeladas
szabdlya: az elemi szorzat el6jele megmarad, ha az elemi szorzathoz tartozé
permutaci6 paros, megvaltozik, ha pératlan. Az A determindnsat |A| jellel
jeloljiik.

A permutdcié péaros, ha a fenti abraban a jobbra-felfelé haladé 6sszeko-

tések szama paros.
s . a b . y 141 1
2 X 2-es matrix determinansa: ‘ e dl= ad — be, vagyis a féatlobeli

elemek szorzatabdl az un. mellékatlébeli elemek szorzatat le kell vonni.
1. Kérdés. Eddigi ismereteinkkel hatarozzuk meg a

005 0
200 -1
04 01
0 0 0 12

matrix determindnsat!
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5.2. A determinansok elemi tulajdonsagai

A definici6é alapjan — némi meggondolassal — a determindnsokra vonatkozé
néhany tulajdonsig kozvetleniil megallapithato.

5.2.1. Tulajdonsag. |A| = |A*|.

Bizonyitas. A transzponalds a féatléra vonatkozo tiikrozés. Adott ele-
mi szorzat elemeit tiikrozve a transzpondlt métrix elemi szorzatédnak ténye-
z6it kapjuk meg. A két determindns tehat ugyanazokbdl az elemi szorzatok-
bol tevdédik Gssze. Egy adott elemi szorzathoz és tiikorképéhez ugyanolyan
eldjel tartozik, mert a permutacidk inverzidinak a szdma egyenld: az a;; és
az ag; (i # k és j # 1) elemek pontosan akkor alkotnak inverziét, ha k — i
és | — 7 elGjele kiillonb6zo, ez a szabdly a sorok és oszlopok cseréje utan is
valtozatlan marad. [J

Az 5.2.1. Tulajdonsdg alapjan a tovédbbiakban a determindns sorai és
oszlopai szimmetrikus szerepet jatszanak, minden sorokra vonatkozo tulaj-
donsag oszlopokra is érvényes és forditva.

5.2.2. Tulajdonsag. Ha az A matrixnak egy sora csupa nullabdl all,
akkor |A] = 0.

Bizonyitas. Minden elemi szorzat tartalmaz egy elemet ebbdl a csupa
nulla sorbdl, igy minden elemi szorzat nulla. [J

5.2.3. Tulajdonsag. Ha egy determindans egyik soranak minden elemét
c-vel megszorozzuk, a determinans értéke c-szeres lesz.

Bizonyitas. Minden elemi szorzat pontosan egy elemet tartalmaz ebbol
a c-szeres sorbdl, igy minden elemi szorzat c-szeres lesz. [

5.2.4. Tulajdonsag. Ha a determindns két sorat felcseréljiik, a deter-
minéns el6jelet valt (abszolut értéke valtozatlan).

Bizonyitas. A determindns mindkét esetben ugyanazokbdl az elemi
szorzatokbdl tevédik Ossze, csupan az el6jeleiket kell megvizsgalni. Tegyiik
fel, hogy az i-edik és a j-edik sort cseréljiik fel (i < j). Tekintsiink egy elemi
szorzatot, és tényezoOit rajzoljuk be az iires matrixba. Azok az 0sszekotések,
melyek végpontjai nem valtoznak, megtartjak haladasuk irdnyét (jobbra-fel
vagy jobbra-le). Azok az 6sszekotések is megtartjdk haladdsuk irdnyat, ame-
lyek az i-edik el6tti, vagy a j-edik utani sorokbdl indulnak egyik valtozé pont
felé. Az i-edik és a j-edik sor kozotti pontokbdl indulé és a véaltozé pontok-
ban végz0dd Gsszekotések irdnya a sorcserével mind biztosan megviéltozik,
de ilyen 0sszekotés paros sok van, tehat ez az elGjel szempontjabdl kozom-
bos. Marad a két valtozo pont Gsszekotése, ennek irdnya is megvaltozik, és
ez minden elemi szorzat el6jelét megvaltoztatja. [J

5.2.5. Tulajdonsag. A determindns értéke nulla, ha egyik sor a mésik
c-szerese. Specidlisan a determindns nulla, ha két sora egyenld.
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Bizonyitas. A determinansbdl a ¢ konstans kiemelheté (5.2.3. Tulaj-
donsdg) és két egyenld sor all eld, vagyis elég a mésodik allitast bizonyitani.
Cseréljiik fel a két egyenld sort. A matrix ezzel nem vialtozik, igy a determi-
nansa sem valtozhat. Mdasrészt sorcserével a determinans el6jelet valt (5.2.4.
Tulajdonsédg), ezért a determindns értéke egyenld a minusz egyszeresével, de
akkor csak nulla lehet. [

5.2.6. Tulajdonsag. Két determinans 6sszeadhatd, ha valamelyik so-
ruk kivételével a tobbi megegyezik. A két determindns Osszege a két kiilon-
b6z6 sorvektor Gsszeaddsaval és a tovabbi sorvektorok valtozatlan leirdsaval
kapott matrix determinansa.

Bizonyitas. Valasszunk ki az els6 matrixbdl egy tetszoleges elemi szor-
zatot, és adjuk hozzd az ugyanilyen pozicioban 1évé elemi szorzatot a ma-
sodik matrixbol. Az egyenld elemek kiemelhet6k, a kiilonb6zé sorok elemei
pedig 6sszeadddnak, és igy pontosan az eredmény matrix ugyanilyen pozi-
ci6ju elemi szorzatat kapjuk. Az el6jelek is megegyeznek, mivel a poziciék
azonosak. [J

5.2.7. Tulajdonsag. A determinéns értéke nem valtozik meg, ha egy
sordhoz a maésik sor t6bbszorosét hozzaadjuk.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az i-edik sorhoz adjuk hozza a j-edik sor
c-szeresét. A miiveletet végezziik el gy, hogy az eredeti determindnshoz
adjuk hozza azt a determinanst, melynek minden sora azonos az eredetivel,
csak az i-edik sora megegyezik a j-edik sor c-szeresével. Fzzel a hozzaadéassal
a determindns értéke nem véltozik meg, hiszen nulldt adunk hozzd (5.2.5.
Tulajdonsdg). Az 5.2.6. Tulajdonsag miatt a determindnsok sszeadhatdk,
és az i-edik sorhoz a j-edik c-szeresét adjuk hozza. [

Vessiik dssze a 2.6.2. Tétellel. A determinansszamoldas és a rangszamitds
ugyanazzal a médszerrel torténhet: ugyantgy addig nullazunk, amig egyet-
len nem nulla elemi szorzat marad, akkor ezt kiszamitjuk és elGjelezziik a
definiciéban elmondott el8jelszabdly szerint. Késébb (1d. 5.3.) a determi-
nans kiszamitasanak ez a mdédja még finomithato.

5.2.8. Tulajdonsag. rang(A) = n akkor és csak akkor, ha |A| # 0.

Bizonyitas. = Ha rang(A) = n, akkor a rangszamitédssal a végallasban
egyetlen nem nulla elemi szorzat marad, {gy a determinans értéke sem nulla.

< Ha rang(A) < n, akkor a rangszamitasnal a végéllasban lesz csupa
nullabdl all6 sor, igy ennek a determinansa is nulla. [J

5.2.9 Kovetkezmény. Ha |A| # 0, akkor pusztéan oszlopmiiveletekkel
(vagy pusztan sormiiveletekkel) is elérheté az a végallds, melyben minden
nem nulla elem teljesen maganyos.

Bizonyitas. Valasszuk ki az els6 sor egyik nem nulla elemét, legyen ez
aii, # 0. Ilyen van, mert |A| # 0. Ezzel az elemmel az elsé sor nulldzhato,
tehat elérhetd, hogy ai;,az els6 sorban magényos legyen.
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Tegyiik fel most, hogy az ai;,, a2, ..., ax—1;, , elemek maganyosak az
els6 k — 1 sorban, és az i1, 49, ..., i—1 szamok kiilonboz6k. Van olyan ay;, #
# 0 elem, melyre 5 kiilonbozik az iy, 19, ..., ix_1 szdmoktol, hiszen |A| # 0.
Ezzel az elemmel a k-adik sor nulldzhaté és elérhetd, hogy ay;, is sordban
magédnyos legyen. Az eljards folytathaté és az n-edik 1épés utan a kivant
végallas alakul ki. [

2. Kérdés. A nem négyzetes matrix. AA* és A* A koziil melyiknek a
determinansa biztosan nulla?

5.3. Kifejtési tétel

Természetesnek latszik az aldeterminans fogalma: a tablazat egy négyzetes
részének a determindnsa. Gyakran azonban csupan egyetlen sort és oszlopot
hagyunk el, ez jellemezhet a sor és az oszlop metszéspontjaban allé elemmel.
Amikor azt mondjuk, hogy az a;; elemhez tartozé aldeterminédns, akkor az
i-edik sor és a j-edik oszlop elhagyasaval kapott matrix determinansardl van
sz6. Az aldetermindnshoz rendszerint hozzatartozik egy eléjel is, ezt bele
szoktuk olvasztani a fogalomba, és ekkor el6jeles aldetermindnsrdél beszéliink.

5.3.1. Definici6é. Az a;; elemhez tartozé eldjeles aldetermindns az i-
edik sor és a j-edik oszlop elhagyédsdval kapott matrix determinansa szorozva
(—1)"*J-nel. Szokéasos jelolése: Aj;.

Az aldeterminansok elGjelezésére kaptunk egy madsik elGjelszabalyt, az
el6jel csupan a;; pozicidjatol, i-tdl és j-tdl fiigg. Bejeldlve a métrixba az
egyes poziciékhoz tartozoé eléjelet, az alabbi dbrat kapjuk:

+ - 4+ -

ennek alapjan ezt az elGjelszabdlyt sakktdbla-szabdlynak is nevezik.
5.3.2. Tétel (kifejtési tétel). Tetsz6legesen valasztott ¢ mellett

n
Al =) aAy.
j=1
Természetesen a j-edik oszlopot valasztva is el lehet végezni a kifejtést:
A = an aijAij.
Szoiizélsos a kifejtési tétellel is definidlni a determindns értékét, hiszen

visszavezeti az n X n-es determinans kiszamitdsat n darab (n —1) x (n — 1)-
es determinans kiszamitaséara, igy rekurziv definiciét nydjt. A determindns
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kiszamitasara kozvetleniil hasznalni altalaban nem gazdasagos, t1il sok mun-
kat igényel.

Bizonyitas. Elég azt beldtni, hogy a;; szorzdja tényleg A;;. Gytjtsiik
Ossze azokat az elemi szorzatokat, amelyekben a;; szerepel, és emeljiik ki
beldlitk a;;-t. A zardjelbe keriilé tagok az a;j-hez tartozd aldetermindns
elemi szorzatai lesznek, csupan ezek elGjeleit kell tisztazni.

Vegyiink egy elemi szorzatot. a;; a matrixot négy részre bontja:

g o«
|
——— Q45 ———
|

T

Az elemi szorzat tényezéi a négy negyedbe esnek szamukat jelolje «, 3, v
ésn—1—a— [ —r. Ezek egymas kozotti Osszekotései az aldeterminansnak
megfelel6 eljelet adnak. Az A determindnsaban azonban ezeket az a;j-
vel is Ossze kell kotni. FEzek koziil a jobbra-felfelé haladdk szama o + v =
(@+8)+(+8)—28=(—1)+(—1)—28 =i+j—2(8—1), ami
eldjelben 2(3 — 1) paros volta miatt (—1)""/-nek felel meg. Ez megfelel az
aldetermindns elGjelezési szabalyanak. [J

5.3.3. Ko6vetkezmény. Ha az i-edik sorhoz tartozoé elGjeles aldeter-
mindnsokat egy masik sor elemeivel szorozva Osszegezziik, nulldt kapunk.
Képletben:

n
Zaijij = O, ha k 7& 1.
Jj=1

Bizonyitas. frjuk be az A matrix i-edik sorvektora helyére a k-adik sor-
vektordt, és ezt a matrixot fejtsiik ki az i-edik sor szerint. A kifejtési tétel
alapjan a fenti Osszeggel a megvaltoztatott matrix determinansat kapjuk
meg, ami nulla, hiszen két sora megegyezik. [J

3. Kérdés. Ki lehet-e szamolni a

1 1 2 -1
2 4 0
2 4 -1 3
36 1 2

determinans szdmszeri értékét, ha a hidnyzé szamot nem tudjuk elolvasni?
4. Kérdés. Egy szamokkal megadott matrixban egy elemet z-re cseré-

liink, és a determindnsét f(z)-szel jeloljiikk. Hogyan lehet kiszamolni f’(x)-

et? Hogyan lehet ugyanezt kiszamitani, ha két elemet cseréliink ki z-re?
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5.4. Az inverz matrix szamitasa

Ijjabb szamitasi eljardst adhatunk az inverz matrix meghatdrozasara a de-
termindansok ismeretében. A szamolds mindenképpen hosszadalmas, miive-
letigényes eljaras, ezt az eljarast is nehézkes elvégezni, de legalabb explicit
képletet kapunk.

Képezziink matrixot az adott matrix eldjeles aldeterminansaibdl:

A A - Ay

Agr Axp -+ Ay,
S=1. )

Anl An2 e Ann

Szorozzuk Ossze A-t és S*-ot. A sor-oszlopszorzas miatt A sorait kell ska-
larisan megszorozni S soraival. 5.3.3. és 5.3.2. alapjan kiilonb6z6 sorszamu
sorok szorzata 0, mig az azonosaké |A| lesz, ez matrixalakban azt jelenti,
hogy AS* = |A|-I. Atrendezve A‘ST* = I, vagyis A~! = ‘S—j, ha |A| # 0.
Ezzel 1ényegében bebizonyitottuk az alabbi tételt:

5.4.1 Tétel. A~! akkor és csak akkor létezik, ha |A| # 0. Ebben az
esetben A1 = i;‘.

Bizonyitds. A tétel elétt elmondottakat az A~! létezésével kell kiegé-
sziteni. Ha |A| = 0, akkor 5.2.8. szerint rang(A) < n, igy R4 dimenziéja
kisebb, mint R™ dimenzidja, tehat Ax nem sziirjektiv, ezért az inverze sem
létezhet. Ha |A| # 0, akkor rang (A) = n, az R4 dimenzidja n, igy az
A sziirjektiv. Ekkor A a 2.5.4. Kovetkezmény miatt bijektiv, tehat A~
létezik. OJ

5. Kérdés. Igaz-e, hogy az S elGjeles aldeterminansaibdl képezett
matrix elemei ardnyosak az A azonos poziciéban 1évé elemeivel?

5.5. Kobtartalom

R"-ben derékszogl, egységvektorokbdl allé koordinata-rendszert feltétele-
ziink, és az n-dimenzids kobtartalom egysége az egységkocka térfogata.

Adott n vektor, a1, as, ..., ay,, és az altaluk kifeszitett parallelepipedon
térfogatat akarjuk kiszamitani. A P parallelepipedon ugyantgy definidlhato,
mint az egységkocka:

P={xz: x =cra1 +cas + ...+cpay,, 0 < ¢ < 1, barmely i-re}.

(Ha az a1, ag, ..., ay, vektorok linedrisan fiiggetlenek, és bazisnak tekintjiik
ezeket, akkor ebben a bazisban az egységkockardl van szd.) Fogadjuk el a
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térfogatszamitas egyik alapképletét: parallelepipedon térfogata alapteriilet
szorozva magassag. Itt az ,alapteriilet” az a1, a9, ..., a, vektorok koziil
kivalasztott n — 1 vektor altal kifeszitett parallelepipedon kobtartalma, mig
a magassag a kihagyott vektor és a tobbiek dltal meghatarozott altér tavol-
sdga. Ezzel a képlettel az n-dimenzids térfogat visszavezethetd eggyel kisebb
dimenziés parallelepipedon térfogatara, és az eljaras folytathato.

Ebbél az alapképletbol kovetkezik, hogy a parallelepipedon térfogata
nem valtozik meg, ha barmely vektor végpontjat a tobbi vektor altal meg-
hatarozott (n — 1)-dimenzids alaplappal parhuzamosan eltoljuk.

5.5.1. Tétel. Az a1, as, ..., a, vektorok altal kifeszitett parallelepi-
pedon térfogata az | A| abszolit értéke, ahol A = (a1, a2z, ..., ay).

Bizonyitas. Feltehetd, hogy |A| # 0. Ha ugyanis ez nem teljesiil, akkor
a megadott vektorok egyike linedrisan kifejezhet6 a tobbivel, vagyis ennek a
vektornak a tavolsdga a tobbi altal generdlt altértdl nulla, ekkor a térfogat
is nulla, tehat az allitas érvényes.

Az 5.2.7. tulajdonsdg miatt | A| értéke nem véltozik meg, ha egy oszlop-
hoz hozzdadom egy maésik oszlop tobbszorosét. A parallelepipedon térfogata
sem valtozik meg ezzel, hiszen az alaplap sikjaban fekvo vektort adok hozza
a megvaltoztatandé vektorhoz (1d. 3.3.3. Tétel).

Az 5. 2. 9. Kovetkezmény szerint ilyen oszlopmiiveletekkel elérheto,
hogy a matrix minden nem nulla eleme teljesen maganyos legyen, kozben sem
a determindns értéke, sem a térfogat nem valtozik. Az igy kapott matrixnak
megfelel6 parallelepipedon téglatest, melynek térfogata a maganyos elemek
szorzatanak az abszolut értéke, de ez egyben a determinans abszolut értéke
is. O

Mivel az Az linedris transzformdcié a koordinata egységvektorok altal
meghatdrozott kockat az a1, as, ..., a, vektorok altal kifeszitett parallele-
pipedonba viszi at, kimondhatjuk a tétel alapjan, hogy ennek kobtartalmat
d-szeresére véltoztatja, ahol d az |A| abszolut értéke. A térfogatvéaltozds
ezen szabélya barmely (Jordan értelemben) 1étez6 térfogatii halmazra érvé-
nyes, hiszen kockdkkal ezen térfogatok megkozelitheték. Azt mondhatjuk,
hogy | A| abszolit értéke az Az linedris transzformécié ,,térfogati torzitdsat”
adja meg.

Ha f(z): R™ — R" fliggvény, akkor az n-dimenziés integralok y = f(x)
transzforméciéjanél a dy = J(x)dx helyettesités 1ép fel, ahol J(x) az un.
Jacoby-determindns. A Jacoby-determindns nem mas, mint a transzforma-
ciét az x hely kornyezetében linearisnak véve a determinanssal kiszamitott
Jlokalis térfogati torzulds”.

5.5.2. Kovetkezmény. Ha A ortogondlis matrix, akkor |A| = 1 vagy
|A| =-1.
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Bizonyitas. Tavolsagtartas miatt az egységkocka képe egységoldalu
kocka lesz, aminek a kobtartalma 1, tehat |A| abszolut értéke 1. O

Az elmondottakbdl kovetkezik, hogy |BA| abszolit értéke megegyezik
|B| és |A| abszolut értékeinek szorzataval. Az Ax transzformécié ugyan-
is a térfogatot || A||-szorosira valtoztatja (| |A|| az A determindnsdnak az
abszolit értékét jeloli). A Bz transzformdécié minden térfogatot, igy az aq,

as, ..., a, vektorok altal kifeszitett parallelepipedon térfogatét is, ||B] |-
szorosara valtoztatja meg, igy az egységkocka kobtartalma a BA transzfor-
méci6 soran ||B|| - ||A||-szorosdra viltozik, azaz || BA|| = ||B|| - ||4]].

Ennél azonban tobb is igaz.

5.5.3. Tétel. Ha A és B n x n-es matrixok, akkor |BA| = |B| - |A].

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy |B| # 0, ugyanis, ha |B| = 0, akkor BA
sem teljes rangi métrix, igy |[BA| = 0, és a bizonyitandé allitds teljesiil.

Szamitsuk ki a | BA| determindnst. A kiszdmolds alapgondolata az, hogy
BA-t olyan matrixszal szorozzuk be, ami a determinans értékét nem valtoz-
tatja meg. A C matrix legyen olyan métrix, melynek egy adott, f6atlétol
kiilonb6z6 poziciéji eleme, mondjuk c;; = ¢, a tébbi 0. Haa Q@ =1 + C
matrixszal beszorzok egy matrixot balrél, akkor a métrix j-edik sordnak a c-
szerese hozzdadddik az i-edik sordhoz, midltal a determindnsa nem valtozik
meg. Ugyanez a helyzet jobbrdl torténd szorzasnal, csak oszlopok vonat-
kozdséban. A Q = I 4+ C konstrukcidju matrixokat a bizonyitds tovabbi
részében nevezziikk @Q-tipusd matrixnak.

A BA szorzatot lépésenként alakitsuk at a |BA| = |QBA| egyenlosé-
gek felhasznaldsaval, a @Q-hoz tartozé C matrixot mindig alkalmasan meg-
véalasztva. A QB szorzassal a B matrixon a determindns kiszdmitdsakor
hasznalt sormiveleteket hajtjuk végre, melyek ismétléseivel elérhetd, hogy
a | B| nem nulla elemei egyetlen elemi szorzatot képezzenek (5.2.9. Kovet-
kezmény). Jeloljik @i, @, ..., @-val a felhasznédlt Q-tipusi matrixokat és
B;-gyel a kapott matrixot, akkor By = Q,Q4 - - - Q. B, |B| = |By| és
|BA| = |B1A|.

Képezziik azt a P permutalé matrixot (Id. 4.4.6. Definicié), amelyben
az egyesek a B1 matrix nem nulla elemeinek helyén allnak. Egy determi-
nans a P*-gal valé bal oldali beszorzasa utan eléjelet valthat, hiszen P*
az inverziészdmmal megegyez6 szamu sorcserét létesit (1d. 4.4.7. Tétel). A
determinans elemi szorzatanak el6jelszabdlya alapjan ugyanez az elGjele a
| P|-nak, tehat |P|P*-gal torténd bal oldali beszorzds a determinds értékét
nem valtoztatja meg.

Szorozzuk be | P|P*-gal balr6l a B A matrixot. A B métrix a P*-gal
torténo bal oldali beszorzas utan diagonalissa valik. Jeloljiik a f6atlé elemeit
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dy, do, ..., d,-nel, akkor ezen szamok szorzata kiemelhet6 a determinansbdl:

|BA| = ||P|P x B1A| = dids...d,|P|-|A| = dids...d,|P| - |A| =

= |Bi1l-[A| = [B]-[A],

ugyanis dids. ..d,|P| a B1 matrix egyetlen elemi szorzata a megfelel§ el6-
jellel ellatva. [

5.5.4. Kovetkezmény. |A71| = ﬁ

Bizonyitas. AA~! = I-re alkalmazzuk az 5.5.3 Tételt. O

6. Kérdés. Készitsiink el az S matrixot az A matrix elGjeles aldeter-
minansaibdl (1d. 5.4. fejezet). Mennyi S determindnsa?

A hasonl6é matrixok determinansa egyenld. Algebrailag ez kénnyen bi-
zonyithatd, hiszen

e a0l = (ojalel = A1C - o)
1C]
A forgatdsok matrixdnak a determindnsa 1. A forgatdsra megadott kanoni-
kus alakbdl ez rogton lathato.

A tiikrozések métrixdnak a determinédnsa 1 vagy -1 (és ez nem csak orto-
gonélis tiikrozésekre igaz!). Az allitds kovetkezik a tiitkrozés A? = I definici-
6jabol. A tiikrozés kanonikus alakjabol pedig az latszik, hogy a determinans
+1, ha a vetitosik dimenzidja péros, és -1, ha paratlan.

A determindns médot ad az a1, a9, ..., a, vektorok altal kifeszitett
parallelepipedon eldjeles térfogatdnak a definidlasara is, legyen ez egyszerii-
en |A|. Természetesen a térfogat eldjele fiigg az a1, aq, ..., a, vektorok
sorrendjétél. Onmagéaban az elSjeles kobtartalomnak nem sok értelme van,
hiszen mennyi egy gébmb kobtartalma, pozitiv, vagy negativ? A kérdés igy
értelmetlen. Az elGjeles kobtartalomnak a linedris transzformaéciéval kap-
csolatban van értelme.

A 4.6.2. Tétel ugy interpretalhatd, hogy az az Ax ortogonalis transz-
formacid, melyre |A| = 1, mindig el6allithat6 forgatdsok sorozatdval, mig
|A| = —1 esetében nem. Mésképpen fogalmazva, |A| = 1 esetén egy tetsz6-
leges alakzat és transzformaltja mozgatdssal (forgatdsok sorozatéval) fedés-
be hozhaték, mig |A| = —1 esetében nem teljesiil, hogy az alakzat minden
minden pontja és annak transzformaltja fedésbe keriiljon. Hétkoznapi szé-
hasznalattal: a bal cip6bdl mozgatassal nem lesz jobb cip6. Az ok: egyiknek
negativ, a masiknak pozitiv a kébtartalma.

7. Kérdés. Mennyi az n-dimenziés kiup (kipszerii test) kobtartalma?
Igaz-e, hogy alap-kobtartalom szorozva magassag osztva n? (Osszuk fel az
n-dimenzids egységkockat (n — 1)-dimenziés kocka alapi egybevigé gildkra,
azaz kupszer( testekre!)
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5.6. A szimplex

A legegyszeriibb n-dimenzids test — legaldbbis a neve szerint. A kétdimenzids
haromszog és a haromdimenzids tetraéder altaldnositasa (feltételezziik, hogy
n>2).

Induljunk ki az 5.5. paragrafusban definialt parallelepipedonbdl. Felvet-
tik az a1, ao, ..., a, linearisan fiiggetlen vektorokat, és a

P={z:x=cia1+cas+..+cpa, 0<¢ <1}

halmazt neveztiik az a1, as, ..., a, vektorok altal meghatarozott parallele-
pipedonnak. Az ai, as, ..., a, vektorok egyben affin fiiggetlenek is, tehat
az ai, @z, ..., a, pontokon at (n — 1)-dimenzids sik fektethetd; messiik
ketté a parallelepipedont ezzel a sikkal, és az origdt tartalmazd része lesz az
ai, as, ..., a, vektorok altal meghatarozott szimplex.

A szimplex definicidjat kozvetleniil is meg lehet adni, ugyanis az a1,
as, ..., a, pontokon atfektetett stk S = {x : ¢ = c1a1 + a2 + ... +

n
+cnan, Y ¢ =1} alaki.
=1

1=
5.6.1. Definicié. Az aq, a3, ..., a, vektorok &dltal meghatdrozott
szimplex az a T' halmaz, melyre

n
T = {CC T =c1a1+cag+ ... +cpap, ZCZ‘ <1, ¢ > 0}
=1

Ha az a-csticst szimplexrdl beszéliink, akkor az a T' + a halmazt jelenti. A
kijel6lt csicesal szemkozti (n — 1)-dimenzids oldallapot alaplapnak tekintjiik.

A definicié szerint T' nem maés, mint a 0, a1, a9, ..., a, pontok konvex
burka.

8. Kérdés. Igaz-e, hogy T barmely két cstucsat él koti dssze?

Az elmondottakbdl adéddan a szimplex kipszerii test, pontosabban gila
(1d. 5. fejezet, 7. kérdés), melynek az alaptartoméanya az

n
A={x:x =cra1 + a3+ ...+ chan, Zci =1, ¢ >0}
i=1
sokszog, az a1, a9, ..., a, pontok konvex burka, cstiicsa pedig az origo.
5.6.2. Tétel. A szimplexnél az ai, as, ..., a, pontok barmelyike
valaszthato a szimplex kijelolt cstucsanak.
Bizonyitas. Ha a,-et védlasztjuk a csicsnak, akkor az a,-bdl kiinduld
aj— ay, G2 — Gy, ..., Gyp_1 — Qp, — A, vektorok hatarozzak meg a szimple-
xet, de ekkor az a,, cstcs az origéba keriil. Ha a testet a,, -nel eltoljuk, akkor
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T-vel megegyez6 halmazt kapunk. Ezt bizonyitando, képezziik az a1 — ay,
as— Qp, ..., Gp_1 — Gy, — @, vektorok altal meghatarozott 17 szimplexet:

Ty ={z:z=d(a1 — ay) +d2(az— a,)+ ...

+ dnfl(anfl - an) - dna'na Zdz < 17 dz > 0} =
i=1

= {:1: cx=dia1+...+dp_10,-1 — (d1 =+ ... —|—dn)an, Zdz <1,d; > 0}.
=1

Ti-et a1-gyel eltolva
Ti+a,={xz:x=diar+..+dp1ap1+ 1 —(d1+ ... +dp))an,

zn:di <1, d; >0},
i—1

amirdl konnyen beldthatd, hogy megegyezik a T' halmazzal.
Legyen

Ci:di, hai:1,2,...,n—1, és
ecn=1—(di+da+...+dy).

Had; > 0és > d; <1, akkor ¢; > 0,és > ¢; =1—d, < 1. Ha viszont ¢; >
>06és) ¢ <1,akkord; >0,és> d;i =1-c¢, <1. Vagyis az egyiitthatokra
vonatkozé feltételek megegyeznek. [

5.6.3. Tétel. Az n-dimenziés szimplex alaplapja (n — 1)-dimenziés
szimplex.

Bizonyitas. A bizonyitas az elézdvel lényegében azonos. A szimplex
alaplapja az

n
A={z:xz=cra1 +cas+ ..+ cyay, Zci =1, ¢ >0}
i=1

halmaz. Az alaplap a, csicspontjabdl kiindulé a1 — a,, as — a,, ...,
a,_1 — a, vektorok az

T ={xz:z=di(ay —ay,) +da(as —ap)+ .. +dp_1(an_1 — ay),

n—1
Zdi <1, d; >0}
i1
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0-cstcsu szimplexet hatdrozzak meg. Meg kell mutatni, hogy az T'-t a,-nel
eltolva,

T'+a,={x:x=da+deas+..+dp_1an,_1+(1—(di+...4+dy_1))an,

n—1
> di <1, d; >0},

=1

az A-t kapjuk.
Legyen

Ci:di, hai:1,2,...,n—1, és
Cn:1—(d1+d2+...+dn_1>,

akkorad; > 0,> d; <1,ésac; >0, > ¢; =1 ekvivalens tulajdonsidgparok.
O

Az n-dimenzids szimplexnek n + 1 csiicsa van, barmely harom csiics meg-
hataroz egy (kétdimenziés) hdromszog-lapot, tehat ( 7314- ) kétdimenzids

lapja van. Barmely négy csics meghataroz egy haromdimenziés, tetraéder

alaku oldallapot, ezek szama 1 ), és igy tovabb.

n
4

A 7. Kérdésben meghataroztuk egy specidlis, kocka alapu gula térfo-
gatdt. A gula alaplapja egységkocka, magassaga pedig az egyik egységnyi
hosszisagu oldalél, ekkor a térfogat %—nek adédott. Helyezziik el a gulat
koordinata-rendszerben 1gy, hogy az alaplapot az elsé n— 1 koordinata egy-
ségvektor feszitse ki, és a magassidga az n-edik koordinatatengelyre essen.
Alkalmazzuk a guldra az

1 al
1 0 a
A= . :
0 1 anp_1
1

transzformaciét. Ha © = (x1, 22, ...,2,—1,0), akkor Az = x, tehdt a gila
alaplapjat a transzformdcié helybenhagyja, nem valtoztatja meg. Ha x =
=(0,0,...,0,1), akkor Az = & + a, ahol a = (a1, az, ..., an,—1,0), vagyis
a csucs az alaplappal parhuzamosan a-val eltolédik. A gila térfogata a
transzformacié soran nem valtozik meg, mert |A| = 1. Ham > 0, a > 0 és
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a
a 0 - 0
0 a 0
B =
0 0 m

transzformaciot alkalmazzuk, akkor a gila magassaga m-szeresére, az alap-

lap kocka éle a-szorosira valtozik, de | B| = a™'m, tehét a térfogat a” 'm

-szeresére valtozik. Tetszoleges kocka alapu gula térfogata tehat Q Mi-
vel tetszoleges alaplap kockakkal megkozelithet6, barmely gila kobtartalma
kiszamithat6 gy, hogy az alaplap (n — 1)-dimenzids kobtartalmat szorozzuk
a magassaggal és osztjuk n-nel.

Szamoljuk ki a koordinata egységvektorok altal kifeszitett szimplex ¢,
térfogatat! Vegyiik a (0, 0, ..., 0, 1) pontot a gula csicspontjanak, akkor
az alaplap az els6 n — 1 koordinéta egységvektor altal meghatarozott (n—
1)-dimenzids szimplex. Az el6z6 képletet alkalmazva t,, = %tn_l, majd ezt

ismételten felhasznélva: t,, = ﬁtn,g = .= mtg = %
Az a1, a9, ..., a, vektorok altal meghatarozott szimplex a koordinata
egységvektorok altal meghatdrozott szimplexbdl az A = (a1, az, ..., a,)

linedris transzformaciéval szarmaztathatd, tehdt kobtartalma az el6z6 | |A| |-
szorosa (| |A| | az A determindnsdnak az abszolut értéke). Kimondhaté tehét
a kovetkez6 tétel:

6.5.4. Tétel. Az a1, as, ..., a, vektorok altal meghatarozott szimplex
térfogata 3 ||A]|.

9. Kérdés. Elsallitunk n darab véletlen szdmot (a (0, 1) intervallumban
egyeletes eloszldssal és fiiggetleniil). Mi a valdszintisége, hogy monoton né-
vekedd sorozatot alkotnak? Igaz-e ugyanez, ha tetszéleges eloszldsu véletlen
mintat néziink? Ha addig kérjiik a véletlen szamokat, amig ki nem dertil a
beloliik készitett monoton névekedd sorozat pontos hossza, varhatéan hany
véletlen szamot kell eléallitani?

Létezik-e n-dimenzids szabalyos szimplex? Van-e a szabdlyos tetraéder-
nek n-dimenziés altalanositdsa? A kérdés valdjaban az, hogy megadhatdk-e
az ai, as, ..., @, egyenlé hosszusagi vektorok gy, hogy barmely kettd
60°-0s szoget zarjon be egymassal. A vektorok konkrét megaddsa nem tul
kellemes feladat, de ilyen vektorok létezését az 1. fejezet 10. kérdése tisztaz-
za. Ott az R™ (n — 1)-dimenzids alterében adunk meg n — 1 darab vektort
ugy, hogy paronként 60°-os szoget zarnak be egyméssal. Ez (n — 1) dimenzi6
esetén megoldja a létezési feladatot.

Az n-dimenzids szabalyos szimplex tehat 1étezik, barmely két csicspont-
jat él koti 0ssze, minden éle egyenlé hosszisagi, minden kétdimenzids ol-
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dallapja szabalyos haromszog, minden haromdimenzids oldallapja szabéalyos
tetraéder, és igy tovabb.

Hatarozzuk meg az egységoldala szabalyos szimplex térfogatat! Tegyiik
fel, hogy az a1, ao, ..., a, vektorok hatarozzak meg a szabdlyos szimple-
xet, és legyen A = (a1, a9, ..., a,), akkor a feladat az |A| kiszamitdséra
redukalédik. E helyett az |A]?> = |A*A| determindnst szamoljuk ki. A
B = A*A matrix az (a;, a;) elemekbdl all, ami i = j esetén 1, i # j esetén
%. Célszerli a matrixot beszorozni 2"-nel, akkor métrix féatlgjaban 2-esek,
mashol 1-esek allnak:

211 1

1 21 1
2"B = )

11 2

A determindns kiszdamolédsa érdekében vonjuk ki a méasodik sorbdl az elsét,
majd fejtsiik ki a masodik sor szerint. Az els6é determindns kénnyen kisza-
mithatéan 1-et ad, mig a mésodik ugyanazt a feladatot adja vissza, ezért

dp =2"B| = 1+ dp_1.

Mivel dy = 3, d, = n + 1. Visszatérve |A| = /|B| = /%L, tehdt az
egységoldali szabdlyos szimplex térfogata

vn+1
nly/2n

10. Kérdés. Hatarozzuk meg az n-dimenzids egységkocka origébdl ki-
indulé (n — 1)-dimenzids lapatléi altal meghatérozott szimplex térfogatat!
Szabdlyos-e ez a szimplex?

11. Kérdés. Mutassuk meg, hogy a koordinata egységvektorok altal
meghatarozott szimplex alaplapja szabdlyos szimplex.

Vi =

5.7. Cramer-szabaly

Térjiink vissza a linedris egyenletrendszerekre. A legegyszeriibb esetet jelenti
az, amikor ugyanannyi egyenlet, mint ismeretlen van, és az egyenletrendszer
matrixa teljesrangti. Képletekkel elmondva, keressiik az Ax = b egyenlet
megolddsat, amikor A n x n-es matrix és |A| # 0. Ekkor az A métrix
inverze létezik, és szorozzuk meg az egyenletrendszer mindkét oldalat balrél

A lgyel: A~'Az = A7'b, azaz
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x = A 1b.

Eléallitottuk tehat az egyenletrendszer megoldasat, feltéve, hogy az in-
verz matrixot ismerjiik. Az inverz matrix kiszamitdsa azonban munkaigényes
feladat, a megoldast valamivel konnyebb alakban talalja nekiink a Cramer-
szabaly.

5.7.1. Tétel (Cramer-szabdly). Ha az Az = b egyenletrendszer-
ben A n x n-es matrix és |A| # 0, akkor az egyenletrendszer egyértelmiien
megoldhaté, és az x = (z1, x2, ..., T,) megoldés az

_ Al

T = ’A’ (k:1,2,...,n)

alakban adhaté meg, ahol az Ay métrix az A-bdl igy kaphaté meg, hogy A
k-adik oszlopat b-re cseréljiik.

Bizonyitds. Hasznéljuk az inverz matrix A~! = ‘ﬁl el6allitasat (5.4.1.
Tétel), akkor

1
x=—8"b.
4]
frjuk fel a k-adik koordindtara vonatkozd osszefiiggést. S*b k-adik koordi-
nataja az S k-adik oszlopa skalarisan szorozva a b-vel:

1 n
Tp = 7 ) Aikbi
P

A képletben 1év6 Gsszeg azonban a k-adik oszlopra alkalmazott kifejtési tétel
miatt annak a matrixnak a determindnsa, amelyben A k-adik oszlopat b-re
kicseréltiik. O

A numerikus szdmoléds a Cramer-szaballyal még mindig eléggé nehézkes.
Azt szoktak mondani, hogy a Cramer-szabaly legfébb érdeme, hogy a meg-
adott feltételek mellett biztositja az egyértelmii megoldast, de ezt korabban,
a dimenzié-tétel (2.5.3. Tétel) kapcsdn méar megtudtuk.

12. Kérdés. Az Ax = b, |A| # 0 egyenletrendszerrel kapcsolatban
mit kapunk, ha az A = (a1, a9, ..., ay,) jelolést felhasznalva kiszamitjuk
az IT}\’(al —ag, b, as, ..., a,)| kifejezést?

Tekintsiik at az altalanos alaku linedris egyenletrendszer algebrai megol-
déasi lehet6ségeit. A Cramer-szabdly itt csak illusztrativ jelent&ségii, barmely
mas algebrai megoldassal (behelyettesités, egyenld egyiitthatok mdédszere,
stb.) poétolhatd, és rendszerint célszerti is pétolni.

1. eset. Ha az egyenletrendszer A métrixa n X m-es és m > n (t6bb
ismeretlen van, mint egyenlet), és az A matrix rangja n, akkor vélasszunk
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ki n darab linearisan fiiggetlen oszlopvektort, a tobbi oszlopot a hozzatar-
tozo ismeretlenekkel szorozva vigyiik at a jobb oldalra és olvasszuk bele a
b-be. A jobb oldalra atkeriilé ismeretleneknek tetszéleges értéket adva az
egyeletrendszer a Cramer-szaballyal megoldhatd, de mivel minden értékadas-
hoz tartozik egy megoldas, az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa
lesz. Az altaldnos megoldés tigy kaphatd, hogy a jobb oldali ismeretleneket
paramétereknek tekintve oldjuk meg a feladatot. A szabadon vélaszthaté
paraméterek szama m — n.

Szemléltessiik grafikusan a leirt eljardst. A felirt egyenletrendszert most
csak téglalapokkal szemléltetve:

atrendezve:

Megjegyzendd, hogy Ay, a linedrisan fiiggetlen oszlopvektorokbol képe-
zett matrix, nem feltétleniil az els6 n oszlopbdl képezheto, ilyenkor a fenti
szemléltetés dtrendezéssel érheto el.

2. (&ltaldnos) eset. Ha az egyenletrendszer A métrixa n X me-es,
ahol n és m tetszbleges, és A rangja r, akkor vélasszunk ki A-bdl egy
r X r-es Ag részmatrixot, melynek rangja tovabbra is r. Ez megtehet6
ugy, hogy kivalsztunk eldszor r linearisan fliggetlen oszlopvektort, majd a
beldlitk képezett matrixbdl, amelynek a rangja tovdbbra is r, kivalsztunk
r linedrisan fiiggetlen sorvektort (Id. 2.5.5. rangszdm-tétel). A tényleges
kivalasztast a 2.6.-ban leirt eljardas megkonnyiti.

Ha r < n, akkor ellendrizziik a megoldhatésag feltételét (3.2.1. Tétel),
ha nincs megoldas, akkor tovabbi teendd nincs, ha van megoldas, akkor azok
az egyenletek, melyek egyiitthatéit Ag-ba nem vélasztottuk be, elhagyha-
tok, a kapott megolddsok ezeket automatikusan ki fogjak elégiteni. Ez az
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allitas a rangszam-tételbdl kovetkezik, ugyanis a b-beli elemmel kibévitett,
elhagydasra télt sorvektorok mar linearisan kifejezheték a kivalasztott sor-
vektorokkal. A tobbi egyenletre az 1. esetben leirt eljaras alkalmazhato. A
megoldasok szama m = r esetén egy, m > r esetén végtelen sok, melyek
m — r db. szabad vdltozé figgvényeként adhaték meg.

Szemléltessiik ezt is az el6z6 mddon:

Ao
= Ellendrzés utdn el-
< 1~ hagyhaté egyenle-
& } tek
atrendezve:
Ao = —

Természetesen ezek a grafikus szemléltetések itt is csak atrendezés utan
valosulhatnak meg.

Az altalanos esetet képletekkel is megfogalmazhatjuk. A megoldhatdsig
ellenérzése utan a felesleges egyenletek elhagyhatok, és a megmaradt egyen-
letek Agx1 + Bxo = by alakra rendezheték, ahol A( invertalhaté métrix,
(z1, x2) pedig az ismeretleneket tartalmazé vektor. Ebbél az dltaldnos meg-
oldas: 1 = Aalbl — AaleQ, és itt az o tartalmazza a szabad valtozdkat.

5.8. Az MsExcel felhasznalasa matrixmiiveleteknél

Matrixmiveleteink numerikus kivitelezését az Excel haszndlata megkonnyit-
heti, vagy az ellenérzését segitheti. A miiveletek elvégezhetéségét a tombok
méretére vonatkozo feltételek szabjak meg, ha ez nem teljesiil, akkor az Ex-
cel hibat jelez.

Vektormiiveleteknél a vektorok Osszeaddsa és a szammal térténé szor-
zésa a matrixmiiveletek specidlis eseteként végezhet6 el. Kiilon fiiggvény
késziti el azonban a skalarszorzatot és a norma négyzetét. A matematikai
és trigonometriai fiiggvények kozott taldlhaté a SZORZATOSSZEG (tombl;
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tomb2) fiiggvény, mely a témbl-ben és a téomb2-ben megadott vektorok ska-
larszorzatdt, a NEGYZETOSSZEG(tGmb) fiiggvény a témbben megadott
vektor norméajanak a négyzetét szamolja ki.

Matrix Osszeadas és szammal torténd szorzas egyszeriien tombokkel vég-
zett miveletekként elvégezheték. Pl. A + 2B szamitasa: ha A az A1:D3
tombben, a B az A4:D6 tombben van elhelyezve, akkor ki kell jelolni egy 3
X 4-es tartomanyt, ahova az eredményt elhelyezi, és az tartomany aktiv cel-
lajadba = A1:D3 4 2*A4:D6 irandb. Ne felejtsiik el, ha a szimolds eredménye
tomb, akkor ezt Shift + Control-lal jelezni az Enter lenyomdsa alatt! Ha az
eredménytartoményt rosszul jeloljiik ki, akkor a feleslegesen kijelolt celldkba
#HIANYZIK felirat jelenik meg, a kijelolt tartomanyon kiviili adatok pedig
hidnyozni fognak.

A tovabbi matrixmiveletekre beépitett fiiggvény all a rendelkezésiinkre.
A matematikai és trigonometriai fliggvények kozott talalhaté az MSZOR-
ZAT (t6mb1; tomb2) fliggvény a matrixok szorzasanak, az INVERZ.MATRIX
(tdmb) a métrix inverzének a kiszdmitdsdra. A métrix csoportban van a
TRANSZPONALAS(témb) fliggvény a transzpondlt kiszdmitdsira. Vala-
mennyi fiiggvény eredménye tomb, tehat az el6zéekben leirtakat (Shift +
Control + Enter, vagy Shift + Control + Kész) kell alkalmazni.

Determinédns szamoldsédra az MDETERM(tomb) fiiggvény hasznalhato.
Az eredmény skalar, tehat a Shift + Control lenyomésa felesleges.

Ha inverz matrixot szamolunk, és az eredeti matrix egész szamokbdl épiil
fel, akkor az inverz matrix az esetek nagy részében tortszamokbdl all, amit
az Excel tizedes tortként ad meg. Mivel A™! = %, és S egészszamokbol
all, ajanlatos el6szor az | A|-t kiszdmitani, majd az |A|- A~ !-et, igy megkap-
hatjuk kozonséges tort alakban az eredményt.

5.9. Valaszok a kérdésekre

00 5 0
2 0 0 -1
= =7
LD 0 4 01 '
0 0 0 12

Egyetlen nem nulla elemi szorzat képezhet6: 5-2-4-12 = 480. Az 6sszeko-
tések koziil kett6 halad jobbra-felfelé: a 2 — 5 és a 4 — 5. Ennek megfeleléen
D = 480.

Ma3és meggondolassal: a sorok szerint rendezve az oszlopindexek: 3, 1, 2,
4; az inverzidk szama 2, mert a 3 megel6zi az 1-et és a 2-t, és tobb inverzid
nincs. Ezért az inverzidk szama paros, az elemi szorzat elGjele pozitiv.
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2. A nem négyzetes matrix. AA* és A* A koziil melyiknek a determi-
nansa biztosan nulla?

A mérete legyen n x m, ahol n > m. Az értékkészlet definicidja alapjén
Raax C Ra, tehédt rang(AA*) < rang(A) < m. Az AA* n X n-es matrix
tehdt nem teljesrangi, determindnsa biztosan nulla. (Az A*A-rdl ugyanez
nem allithaté.)

3. Ki lehet-e szdamolni a

1 1 2 -1

2 4 0
b= 2 4 -1 3

3 6 1 2

determindns szdmszeri értékét, ha a hidnyzé szamot nem tudjuk elolvasni?

Jeloljiik a hidnyzo szamot x-szel, és fejtsiik ki a determindnst a masodik
sor szerint:

1 2 -1 1 2 -1 1 1 -1
D=-2|14 -1 3 +z|2 -1 3 —-412 4 3 =
6 1 2 3 1 2 3 6 2

=—2.542-0—4-(=5) = 10.
(A jelenséget az okozza, hogy Az = 0.)

4. Egy szamokkal megadott matrixban egy elemet z-re cseréliink, és a
determinédnsat f(x)-szel jelsljiik. Hogyan lehet kiszdmolni f/(z)-et? Hogyan
lehet ugyanezt kiszamitani, ha két elemet cseréliink ki z-re?

Az x sora szerint fejtsiik ki a determinédnst, az eredmény: konstans +
A - x, ennek a derivaltja A;;, vagyis a derivalt értéke a kicserélt elemhez
tartozo el6jeles aldetermindns.

A maésodik kérdés kissé nehezebb. A determindnsba el6szor u-t és v-
t irjunk be, majd helyettesitsiink v = u(x) = z-et és v = v(x) = z-et. A
derivéltjat a kétvaltozds osszetett fliggvény derivalasi szabédlyaval (,lancsza-
baly”) hatarozzuk meg. A két elem, melyet u-val ill. wv-vel helyettesitiink,
legyen a;; és ay, akkor a derivalt: A;; + Ay, hiszen a parcidlis derivaltat az
el6bbi 1épésben meghataroztuk. (Természetesen most méar A;; és Ay fligg
x-t6l.)

5. Igaz-e, hogy az S elGjeles aldeterminansaibdl képezett matrix elemei
aranyosak az A azonos poziciéban 1évé elemeivel?
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Tudjuk, hogy A~! = %, majd mindkét oldal inverzét képezve: A =

= |A|- 81 = %T = aT, ahol T az S el6jeles aldetermindnsaibdl ké-

pezett métrix. (Felhasznaltuk, hogy (cA)™! = 1 A7) Az |S] értékét a 6.
Kérdésben kiszamitjuk, az eredmény ide behelyettesitheto.

6. Készitsiink el az § matrixot az A matrix el6jeles aldeterminansaibol.
Mennyi S determindnsa?

5.5.4. alapjan |[A71| = ﬁ, mésrészt |A~

S| = |A]"

_ )6;
|A]

4 amibél

7. Mennyi az n-dimenziés kip (kdpszert test) kobtartalma? Igaz-
e, hogy alap-kobtartalom szorozva magassag osztva n? (Osszuk fel az n-
dimenziés egységkockat (n — 1)-dimenzids kocka alapi egybevagé guildkral)

Mit neveziink kipszerii testnek? A kupszerii testet egy (n — 1)-dimenziés
tartomany, az alaplap és egy, az alaplap sikjan kiviili pont hatarozza meg.
Jeloljiik az alaplap pontjainak a halmazat T-vel, és adott pont legyen x,
akkor a kiipszeri test az

{z: Aeo+(1-Ny,yeT, 0<A<1}

halmaz.

A kocka belsé pontjait az origébdl vetitsiik ra az (n — 1)-dimenziés oldal-
lapokra. Az x pont kivetitése az a cx pont lesz, amelynek minden koordi-
nataja < 1, de legalabb egy koordinata eggyé valik. Ha a k-adik koordinata
valik eggyé, akkor arra az oldallapra keriil, amelyet a k-adik koordinata 1
volta jellemez. Az origd és az ilyen oldallapok egyike egy-egy gulat hatéroz
meg. Nyilvanvald, hogy a kocka minden pontja valamelyik giildhoz hozzatar-
tozik, és Osszesen n gula keletkezik. Mivel a k-adik gila pontjait az jellemzi,
hogy a pontok k-adik koordinataja a legnagyobb, ortogondlis transzforma-
ciéval az egyik gula a mésikba dtvihetd (még 1 determindnsi ortogonélis
transzforméciéval is, vagyis mozgatassal fedésbe hozhatdk).

Egy ilyen gila térfogata tehat %

A gula térfogata az alapteriilet additiv fliggvénye, a magassagnak line-
aris fiiggvénye, ebbol minden kipszert testre kapjuk az ,,alap-kobtartalom
szorozva magassag osztva n” szabalyt.

8. Igaz-e, hogy a T szimplex barmely két csiicsat él koti 6ssze?

Igaz. Egyrészt a konvexitds miatt az Osszekdtd szakasz a szimplexhez
tartozik, és barmely = pontja a két végpont a; és a; konvex linedris kom-
bindciéja: & = Aa;+(1 - N)aj, A € (0, 1). Tegyiik fel, hogy = egy két-
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(vagy tobb-) dimenzids oldallap belsé pontja, akkor  belsé pontja ennek az
oldallapnak, vagyis & valamely, erre a lapra es6 kornyezete is T-hez tartozik.
Vegytiink fel ebben a kornyezetben egy  + r pontot, mely nem esik az a; és
a; pontokat 0sszekdtd szakaszra, akkor & + r baricentrikus koordindtdkkal
felirhaté

n
T+Tr= E CcLag
k=0

alakban, ahol ag = 0, > ¢t = 1, ¢t > 0 és van olyan ¢; > 0, melyre | # i
k=0
és 1 # j. Ebbol

z—r=2MNa;+(1-Naj)— chak,
k=0

ami nem pontja T-nek, hiszen negativ (baricentrikus) koordinataja is van, de
a fenti kornyezethez tartozik. x tehat nem lehet bels6 pontja az oldallapnak.

9. Eléallitunk n darab véletlen szamot (a (0, 1) intervallumban egyenle-
tes eloszldssal és fiiggetleniil). Mi a valdszintisége, hogy monoton névekedd
sorozatot alkotnak? Igaz-e ugyanez, ha tetszoleges eloszlasu véletlen mintat
néziink? Ha addig kérjiik a véletlen szamokat, amig ki nem deriil a bel6liik
készitett monoton névekedd sorozat pontos hossza, varhatéan hany véletlen
szamot kell el6allitani?

Az n darab véletlen szambdl készitett vektor egyenletes eloszlasu az F
egységkockdban (egyenletes eloszlasok direkt szorzata), tehét az egységkoc-
ka egy részhalmazanak a valdszinilisége megegyezik a térfogatdval. Ki kell
szamitani annak az A C FE halmaznak a térfogatdt, amely rendelkezik azzal
a tulajdonsiggal, hogy minden pontjanak koordindtai monoton névekeddek.
Azt allitjuk, hogy A az

a; = (1,1,1,...,1),
as = (0,1,1,...,1),
asz = (0,0,1,...,1),

a, =(0,0,...,0,1)
vektorok altal kifeszitett szimplex.

Egyrészt az aq, ao, ..., a, vektorok nyilvdn hozzdtartoznak A-hoz,
tetszéleges nemnegativ ¢y, ¢, ..., ¢, szamokra, melyekre Y ¢; < 1la x

(e
0
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= c1a1 + caas + ... + ¢pa, vektor is hozzdtartozik A-hoz, mert koordinatéi
monoton novekeddek, és & n-edik koordinataja is legfeljebb 1. Maéasrészt
ha ¢ = (x1,292,...,x,) € A, akkor & a ¢; = x; — x;—1 (r¢9 = 0) vélasztés
mellett el6allithaté az € = c1a1 + caa9 + ... + ¢, a,, alakban, ahol ¢; > 0, és
Sei=x, < 1.

Ha A = (a1, a9, ..., a,), akkor |A| = 1, tehédt a szimplex térfogata
%, és ez egyben a keresett valdsziniiség is. (Kénnyen mondhatjuk, hogy
az T1,T9,..., Ty Szdmok minden permuticidja egyenld valdszinii, tehat egy
bizonyos permutacié el6fordulasanak a valészinlisége %, de mivel minden
permutacio el6forduldsanak a valdszintisége nulla, ez a gondolatmenet igy
nem bizonyi{té erejii.)

Ha (z1, 9, ...,x,) az F(x) eloszlasfiiggvénnyel rendelkezd sokasdghol va-
lasztott minta, és F folytonos, akkor y; = F~1(x;) transzformaciéval, mely a
monotonitdst megtartja, elérheté, hogy a mintaelemek (0, 1)-ben egyenletes
eloszlastak legyenek, tehat a monoton névekedés valdszintisége tovabbra is
%. Ha F nem folytonos, az allitds nem marad érvényben.

A monoton névekedd sorozat hosszat jeloljiik a N valdszintliségi valtozé-
val. Varhaté értékének a kiszamitdsdhoz a valdszinliségszamitas jol ismert
képletét hasznaljuk:

oo oo 1
E(N+1):1+ZP(NZI€):1+ZH:€.
k=1 k=1

10. Hatarozzuk meg az n-dimenzids egységkocka origdébol kiinduléd
(n —1)-dimenzids lapatléi dltal meghatarozott szimplex térfogatat! Szabélyos-
e ez a szimplex?

A lapatlé vektorok egyik koordinédtédja 0, a tobbi 1 (1. fejezet 11. Kérdés).

Haa=1(0,1,...,1)é b =(1,0,1, ..., 1), akkor (a, b) = n — 2,
[la|| = ||b]| = V/n — 1, vagyis cos a = Zj, ami altalaban kiilonbozik 0,5-t6l,

és csak n = 3 esetén kapunk szabalyos szimplexet.
A térfogat kiszamitdsa a

01 - 1

10 - 1
d=

11 0

determindns kiszamitasan mulik. Adjuk hozzd az Gsszes tobbi sorvektort az
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utolséhoz, ekkor

01 --- 1
10 - 1

d=(n—-1) : L :(—1)n_1(”_1)
11 -+ 1

adodik. A keresett térfogat tehat V = ”Tﬁl

11. Mutassuk meg, hogy a koordinata egységvektorok altal meghatéaro-
zott szimplex alaplapja szabdlyos szimplex.

Viélasszuk ki egy csicsot tetszOlegesen, legyen ez pl. az a,. Az ebbdl a
csicsbdl kiindulé, alaplaphoz tartozé élvektorok az 1. fejezet 10. kérdésének
a vektorai, tehat barmely kettd 60°-0s szoget zar be és egyenlé norméjiak.

Ez a példa a szabalyos szimplex leggyakoribb el6fordulésa.

12. Az Ax = b, |A| # 0 egyenletrendszerrel kapcsolatban mit ka-
punk, ha az A = (a1, a3, ..., a,) jelolést felhasznilva kiszamitjuk az
IT}\’(al —az,b,as, ..., ay)| kifejezést?

A determinédnsok alaptulajdonsdgait hasznéljuk fel (5.2.6. és 5.2.4. Tu-
lajdonsag):

1
m](al —ag, b,as,...,a,)| =
1
- mﬂ(alu bv a37 eeey an)| + |(_a27 b7 0,3, eeey an)|) -
1

= m(\(al, b,as,...,an)| +1b,a2,as,...,a,|) = x2 + 1,

vagyis a fenti képlettel az egyenletrendszer megoldasara vonatkozoan az els6
két koordindta osszegét kapjuk meg. (Ha csak x1 + xo-re van sziikség, akkor
egy determindns kiszamitdsa megtakarithato.)



6. fejezet
Sajatértékek

6.1. Sajatvektor és sajatérték definicidja

A linedris transzformécidk dttekintését, ehhez az alkalmas béazis kivalaszta-
sat segiti a sajatvektor meghatarozasa. A sajatvektor a térnek olyan irdnyat
jeloli ki, amely iranyban a linearis transzformaécié egyszeriien skalarral valo
szorzassal valésul meg. Ilyen irdny természetesen nem mindig van.

6.1.1. Definicié. Az Azxz: R™ — R" linedris transzforméciénak a v #
% 0 vektor sajdtvektora, ha Av = Av. A )\ szdmot a v sajatvektorhoz
tartozo sajdatértéknek nevezziik.

A sajatvektor és a sajatérték osszetartozo fogalmak, igy beszélhetiink a A
sajatértékhez tartozé v sajatvektorrdl is. Erdekes médon inkébb a sajatér-
tékek jatsszak az els6dleges szerepet, értékiik nem vélaszthato tetszélegesen.
A sajatértékek halmazat az A spektruméanak is nevezik. Ha v a A-hoz tar-
tozé sajatvektor, akkor cv, ahol ¢ # 0, is a A\-hoz tartozé sajatvektor.

Ha v sajatvektora A-nak \ sajatérték mellett, akkor sajatvektora A%-nek
is, hiszen A%v = AXv = \?v, és a hozzétartozé sajatérték A\2. Altalanosit-
suk, és képezziikk A-nak egy polinomjat. p(z) legyen egyvaltozdés polinom,
akkor képezhetjiikk A hatvéanyaival és ezek linedris kombindciéival a p(A)
matrixot, vagy linedris transzformaciét. Nyilvdn p(A)v = p(\)v, vagyis
v p(A)-nak is sajatvektora p(\) sajatérték mellett. Ha A inverze létezik,
akkor v A~ l-nek is sajatvektora, ugyanis Av = Av-b6l v = AA~ v, vagy
mésképpen frva A~1v = A~lv, tehat a hozzdtartozd sajatérték A~! (ha A
inverze 1étezik, A\ nulla nem lehet!).

A sajatérték és a sajatvektor a linearis transzformacié tulajdonsaga, és
mint ilyen a vélasztott bazistél nem fiigghet. Valéban C~!' A C-nek és A-nak
a sajatértékei megegyeznek, a sajatvektorai pedig 1j koordindtakat kapnak

135
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(1d. 4.1.2. és 4.1.4. Tétel). Alkalmazzuk a C~! AC transzforméaciét a C 1w
vektorra, ahol v az A sajatvektora, akkor

C'AC(C'v)= C1Av = \C v,

amibél latszik, hogy C~'AC-nek C~'v a sajatvektora és a hozzatartozé
sajatérték marad a korabbi A.

6.1.2. Tétel. A X\ szam akkor és csak akkor sajatértéke A-nak, ha
gyoke az |A - M\I| = 0 un. karakterisztikus egyenletnek. Ha A k-szoros gyoke
a karakterisztikus egyenletnek, akkor k-szoros sajdtértékril beszéliink, vagy
azt mondjuk, hogy A multiplicitisa (vagy algebrai multiplicitasa) k.

Bizonyitas. Adott A szamhoz sajatvektor akkor és csak akkor létezik,
ha az (A — AI)v = 0 egyenletnek van nullvektortdl kiilonb6z6 megoldésa.
Az n x n-es homogén linearis egyenletrendszernek akkor és csak akkor van
nemtrividlis megoldasa, ha az egyenletrendszer matrixa nem teljesrangi,
azaz determinansa nulla (1d. 3.2. fejezet). O

Mivel a karakterisztikus egyenlet n-edfoku egyenlet, kovetkezik, hogy az
n X n-es A matrixnak legfeljebb n sajatértéke van. A sajatvektorokndl a
konstansszorosa nem jelent lényegesen kiilonbozé sajatvektort, minden sa-
jatértékhez a konstans szorzotol eltekintve legalabb egy sajatvektor tartozik.
A lényegesen kiilonbo6z6 sajatvektorok szama azonban lehet végtelen is.

A gyokok és egyilitthatdk oOsszefiiggésébdl kovetkezik, hogy a karakte-
risztikus egyenlet konstans tagja, |A| a sajatértékek szorzata (a komplex
sajatértékeket is felhaszndlva és a sajatértékeket multiplicitdssal véve).

1. Kérdés. Hany linearisan fiiggetlen sajatvektora van az

110
A= 0 1 -1
0 01
matrixnak?

6.1.3. Tétel. A kiilonbozo sajatértékekhez tartozé sajatvektorok line-
arisan fliggetlenek.

Bizonyitas. A bizonyitds a vektorok szama szerinti teljes indukciéval
torténik. Egy vektor, mivel nem nullvektor, mindig linedrisan fiiggetlen
rendszert képez. Tegyiik fel, hogy a A1, Ag, ..., A\g_1 sajatértékekhez tartozo
v1, V2, ..., Vp_1 sajatvektorok linedrisan fiiggetlenek, de vy, a Ag-hoz tartozd
sajatvektor, mar fiigg tolik, azaz

k—1
Vi = E CiVg,
=1
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ahol a c1, ¢, ..., ¢p_1 szdmok nem mind nulldk. Alkalmazzuk az A transz-
formaécidt, és hasznaljuk fel, hogy sajatértékekrdl van szd, akkor

k-1

)\k’Uk = Z ci)\ivi.
i=1

Az els6 egyenlet A\p-szorosat vonjuk le a masodikbdl:

k—1
Zcz (i — A\p)v
=1

A lineéris fiiggetlenség miatt ¢;(\; — A\x) = 0 minden i-re, de a sajatértékek
kiillonboz6sége miatt ekkor ¢; = 0 minden ¢-re, ami ellentmond a réluk tett
feltevésnek. [J

Diagonalis mdtriznak nevezziik azt a matrixot, melynek csak a f6atléja-
ban allhatnak nemnulla elemek. Ha a f6atlé elemei rendre dy, do, ..., dy,
akkor a diagondlis matrix altal 1étrehozott transzformécié a k-adik bazisvek-
tor irdnyaban di-szoros nyujtast (zsugoritdst, tiikrozést) hoz létre, tehdt a
transzformacié szerkezete viszonylag egyszerti. Ha egy matrix a bazis transz-
formacidjaval diagondlis matrixsza alakithatd, akkor azt mondjuk, hogy di-
agonizdlhato. Masképpen kifejezve A akkor és csak akkor diagonizalhato,
ha hasonlé egy diagondlis métrixhoz.

6.1.4. Tétel. Az n xn-es A matrix akkor és csak akkor diagonizalhato,
ha A-nak van n darab linedrisan fiiggetlen sajatvektora.

Bizonyitas. < Ha van n darab linearisan fiiggetlen sajatvektor nem
feltétleniil kiilonb6zé Ay, As, ..., A, sajatértékkel, akkor valasszuk ezeket a
bézis vektoroknak. A transzformaécié az 1ij bazisvektorok irdnyaban \;-szeres
torzulést hoz létre, ami diagondlis matrixszal irhaté le.

= Ha diagonizélhat6, azaz C~'AC = D, ahol D olyan diagonalis mat-
rix, melynek a f84tléjdban a di, da, ..., d, elemek allnak, akkor C~'ACe,
= Dey, = diey, és ebbdl ACer = di. Cey, vagyis Cep A sajatvektora. ey,
es, ..., e, linedrisan fiiggetlenek, a C teljesrangi métrix, tehat Cey, Ceo,

, Ce,, is linedrisan fiiggetlenek (4.1.1. Tétel). O

A bizonyitasbdl még tobb deriil ki: a diagondlis elemei a sajatértékek.

Az 1. Kérdésben szerepl6 matrix nem diagonizalhatd, hiszen nincs harom
linearisan fiiggetlen sajatvektora.

2. Kérdés. Az A matrix sajatvektorai (2, 1, 1), (1,-1, 1) és (1, 1, 2),
a hozzatartozo sajatértékek rendre 1, 2, és 1. Meghatarozzak-e az adatok
A-t? Ha igen, szamitsuk is ki!
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6.2. A komplex sajatérték esete

A karakterisztikus egyenlet megolddsaként gyakran komplex sajatérték adé-
dik. A sajatvektor kiszamitdsdnak sincs akadalya, csak éppen komplex sza-
mokbdl allé vektort kapunk. Ezt eddigi valés vektorteriinkben értelmezni
nem tudjuk, Ugy, hogy latszélag semmi értelme nincs evvel foglalkozni. Ez
nem igy van! Fogjuk fel inkabb dgy a tényeket, hogy segédeszkozként fel-
hasznalhatok valés n-dimenzids terek vizsgalatakor.

3. Keérdés. Igaz-e, hogy az ortogondlis matrixok minden valés vagy
komplex sajatértékének az abszolut értéke 17

Ismerkedjiink meg a komplex szamokbdl allé6 n-dimenzids tér alapfogal-
maival. A teret a komplex szdmokbdl 4ll6 szam-n-esek alkotjak, vagyis n-
dimenzids vektorok, amelyeknek koordinatai komplex szamok. A norma itt
is definidlhatd, ha a = (a1, ag, ..., a,), akkor

lal| = Va1 + lazl? + ... + [an .

A vektorok ¢sszeaddsa, szdmmal valé szorzdsa ugyanigy képezhetd, a ska-
larszorzatndl van lényeges eltérés. a = (aq, ag, ..., a,) és b = (b1, by, ...,
by) skaldrszorzata

<a, b> = zn:ail;i,
=1

ahol b; a b; komplex szdm konjugaltja, ha b; = a1 + iaws, akkor bi= oy — iae.
Ennek kovetkeztében megsziinik a skaldrszorzat kommutativ tulajdonsaga
és (a,b) = (b, a) 1ép helyébe. Erre azért van sziikség, hogy megmaradjon
az (a, a) = ||a||? 6sszefiiggés.

Ha A az R’ linedris transzformacidja, és A ennek komplex sajatértéke,
akkor ) is sajatérték, ugyanis ha fennéll, hogy Av = Av valamilyen komplex
v vektorral, akkor mindkét oldal konjugéltjat véve Av = A\, ami mutatja,
hogy A\-hez a © komplex sajatvektor tartozik.

4. Kérdés. Mutassuk meg, hogy az ortogondlis métrixok esetén a
kiillonbozd sajatértékekhez tartozd sajatvektorok ortogondlisak. Igaz-e ez
komplex sajatértékekre, sajatvektorokra is?

Egy adott v valds sajatvektor meghataroz (general) egy alteret R™-ben,
melynek az a tulajdonsdga, hogy ha x az altérhez tartozik, akkor Az =
= Acv = cAv szintén az altérhez tartozik. Az ilyen tulajdonsagu altereket
A-ra invaridns altérnek nevezziik.

6.2.1. Definicié. Az L altér A-ra nézve invarians altér, vagy réviden
A invaridns altere, ha barmely € L-re Ax € L.
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A valds sajatértékekhez a sajatvektor mindig meghatdroz egy egydimen-
zi6s invaridns alteret. Az egydimenzids invarians altér minden eleme ugyan-
ahhoz a sajatértékhez tartozé sajatvektor.

Komplex sajatérték esetén R ilyen egydimenzids invaridns altere nem
adhaté meg, de a konjugalt sajatérték parhoz megadhaté egy kétdimenzids
invarians altér.

6.2.2. Tétel. Az A matrix minden \ és A komplex sajitérték parjahoz
megadhaté egy A-ra nézve invaridns kétdimenzids altér. Az alteret A-hoz
tartozé komplex sajatvektor valds része és imaginérius része generalja. Ha
A (és gy A is) megoldésa az 2 + ax + b = 0 valés egyiitthatés egyenletnek,
akkor az invaridns altér minden v elemére (A% +aA + bI)v = 0.

Bizonyitas. A )\ sajatértékhez meghatdrozhat6 egy z komplex sajat-
vektor. Legyen w1 = Rez és ug = Imz (komplex vektor valés és imagindrius
részét koordinatanként képezziik). Az wp, ug vektorpéar fogja generélni az
invarians alteret.

u1 és ug linedrisan fiiggetlenek, mert ug = cu; esetén z = (1 + ic)uy,
és z-vel egyiitt uq is sajatvektor lenne, de komplex sajatértéknek nem lehet
valos sajatvektora.

Az uq, us vektorok altal generalt altér invarians, mert A = a + ib jelolés

mellett

Aulez—l—z

- %(/\z +A2) = Re(Az) =

= Re((a + zb)(ul + Z’LLQ)) = auy — bus,

z—i_ 1
2 2

Auy = A (Az — Az) = Im(\z) =

= Im((a +ib)(u1 +iuz)) = bu; + aus,

vagyis a generald elemek transzformaltjai tovdabbra is az altér elemei.
A z komplex sajatvektorra

(A2 +aA+ b0z = (N4 a\+b)z=0.

Nézziik mindkét oldal valds részét, majd imagindrius részét, és latjuk, hogy
uy és uy kielégiti az (A% + aA + bI)v = 0 egyenletet. A linearitds miatt
viszont tetszoleges linearis kombinaciéjuk is kielégiti. [J

Azon v vektorok halmaza, melyre (A% + aA + bI)v = 0, vagyis az
A? 4+ aA + bI magtere, dltaldban lehet bévebb, mint a generalt altér.
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5. Kérdés. Igazoljuk, hogy az

cosp —sing --- 0

sing cosgp - 0
A=1| . . ,

0 0 e 1

maétrixszal megadott forgatds (1d. 4.6.) sajatértékei az 1, €%, ™% szamok,
ha n > 3. Igaz-e, hogy a komplex sajatértékekhez tartoz6 invaridns altér a
forgatas ,,tengelyének” ortogonalis kiegészitd altere?

6.3. A tobbszoros sajatérték esete

Az 1. Kérdés egyszerli példdja tobb szempontbdl is elgondolkoztatd. A
matrixnak egy sajatértéke van, de az haromszoros gyoke a karakterisztikus
polinomnak. Sajatvektora azonban szintén csak egy van, tehédt nincs remény
arra, hogy a sajatvektorokbdl bazist épitsiink. Az a gondolat is hibds, hogy
a sajatvektor altal generalt altér kiegészito alterét véve ott djra lejatsszuk a
sajatvektor megkeresését, mert a kiegészito altér altalaban nem lesz invari-
ans altér.

A feladat adott, nem sajatvektort kell keresni, hanem a sajatértékhez
tartozo invaridns alteret.

Adott sajatértékhez mindig van legaldbb egy sajatvektor. A t&bbszoros
sajatérték esetén nem tovabbi sajat vektorokat keresiink, hiszen az nem biz-
tos hogy létezik, hanem Uin. masodlagos sajatvektorokat, ami a sajatvektor
fogalmanak altalanositdsa.

6.3.1. Definicié. Adott A\ sajatértékhez és vy sajatvektorhoz az olyan
vg vektort, melyre vy és vo linedrisan fliggetlenek és valamilyen a konstans-
sal az

Avy = \vg + av;

Osszefiiggés 4ll fenn, a A\-hoz tartozd mdsodlagos sajdtvektornak nevezziik.
Tovabbi méasodlagos sajatvektorok rekurziv médon definidlhaték. Adott a
A-hoz tartozo vy sajatvektor és legyenek vo, vs, ..., vip_1 a A sajatértékhez
tartozd masodlagos sajatvektorok. Ha vy linedrisan fiiggetlen a v1, vo, ...,
vj_1 vektoroktol és teljesiil az

Av, = \vg + uy

Osszefiiggés, ahol uy eleme a vy, vs, ..., vp_1 vektorok altal generdlt alt-
érnek, akkor wvi-t mdsodlagos sajdtvektornak nevezziik. Ha az Gsszefiiggés
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uj, = 0-val all fenn, akkor v sajatvektor a korabbi értelemben, vagy megkii-
l6nboztetésil vy, elsddleges sajatvektor. A wvq, va, ..., v vektorok rendsze-
rét, ahol v; mindig elsédleges, a tobbi elsé vagy masodlagos A-hoz tartozé
sajatvektor, A-hoz tartozoé mdsodlagos sajdtvektor-rendszernek nevezziik.

Mivel vy definicija hivatkozik a korabbi v; vektorokra, mindig méasod-
lagos sajatvektor sorozatrol vagy rendszerrol kell beszélniink.

Koénnyen lathaté, hogy a vy, va, ..., vx a A-hoz tartozé6 masodlagos
sajatvektor-rendszer dltal generalt altér A-ra nézve invaridns, hiszen

k k
A Zcivi = Zci(/\vi + ’u,,'),
i=1 i=1
és a jobb oldal az altérbeli elemeknek a linearis kombinécidja.

6.3.2. Tétel. k eleml \p-hoz tartozé mésodlagos sajatvektor-rendszer
akkor és csak akkor létezik, ha Ao a karakterisztikus egyenletnek legalabb
k-szoros gyoke. Ha Ay pontosan k-szoros gyok, akkor a mésodlagos sajatvek-
torok rendszere altal generdlt altér az (A — A\oI)*a transzformécié magtere.

Bizonyitas. A bizonyitasban tobbszor is felhasznéljuk, hogy a bézis-
transzformacio a karakterisztikus egyenletet nem valtoztatja meg.

1. = Ha létezik a masodlagos sajatvektor-rendszer, akkor megfelel6 aq,
by, ba, c1, co, c3,... szamokkal

Avy = v,
Avy = Nv2 + a1v1,

Avs = \vg + bivo + bovy,

Valasszuk a bazist igy, hogy az els6 k bazisvektor v1, vo, ..., vi legyen,
akkor a transzformdcié matrixa

)\0 al bQ |

0 )\0 b1 |

0 0 A |
0 : B

_________ a

|

0 |

hiszen az eredeti basisvektorokat a transzformécié a fenti egyenleteknek meg-
felel6en transzformalja. Ennek a matrixnak viszont a Ag legalabb k-szoros
sajatértéke.
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< vy konstrukcioja. Ha g k-szoros sajatérték, akkor a v; sajatvektor
létezik. Transzformaljuk a bazist oly médon, hogy az els6é bazisvektor v,
legyen (ezt ortogonalis transzforméciéval is megtehetjiik a késébbiek kedvé-
ért). Az A matrix alakja ebben a bazisban:

Aorar by

0T
A: . | 9

. : 111

0 !

ahol Ai-ben Ao (k— 1)-szeres sajatérték (k > 2). Aj-nek tehéat \g sajatérté-
ke, a hozza tartozé (n — 1)-dimenzids sajatvektort jeloljiik v-mal, és legyen

(%)

0 ap by --- X 0 -+ 0
A o0 ---0 0
Vo = . Vo + . Vo =
2 : 2 . A, 2
o0 ---0 0
c
. 0 A0$ .
=1 o +<)\0{))—cv1+/\0v2,
0

tehdt teljesiti a vo-tOl elvart egyenletet. A linearis fiiggetlenség is teljesiil,
hiszen v # 0.

v3 konstrukcidja. Transzformaljuk tovabb a bazist oly mdédon, hogy az
els6 bazisvektor v1 maradjon és a masodik vo legyen. Az A matrix alakja
ebben a bézisban:

A0 al: by
0 X1 d
PO IR
0 01 4
0 0.

As-ben Ao (k— 2)-szeres sajatérték (k > 3). Ag-nek tehat Ao sajdtértéke,
a hozzd tartozé (n — 2)-dimenzids sajatvektort jeloljiik 9-mal, és legyen



6.3. A tobbszoros sajatérték esete 143

X
U3 = Yy
v
0 a by --- Mo 0 --- 0
0 0 bl s 0 >\0 0
Avg=| . . | v+ | . v3 =
. . : . A2
0 0 0 0 O
(ci AL
= 0 + Aoy = cv1 + dvo + A3,
0 Ao

tehat vs is teljesiti a tole elvart egyenletet, és linedrisan fiiggetlen a v1, vo
rendszertol.

A tovabbi mésodlagos sajatvektorok konstrukcidja ugyanigy torténik.

2. Jeldljik Mp-val a vy, vo, ..., vy altal generalt alteret, és M-el az
(A — MoI)Fx magterét. Jeloljiik tovabba B-vel az A — A\oI maétrixot.

Indukciéval beldtjuk, hogy Biv; = 0, (1 < j < k). j = l-te Bv; =
= 0 a sajatérték definici6jat jelenti. Feltételezziik, hogy Biv; = 0, ha i < j,
akkor a masodlagos sajatérték definicidja miatt Bv; = u;, ahol u; a vy, va,

.., v;_1 altal generalt altér eleme. fgy Bj'uj = ijluj, ahol u; linearis

kombinacidja a v1, v, ..., v;—1 vektoroknak és minden tagra alkalmazhato
az indukcids feltétel.

A bizonyitott allitdsbél adédéan B*v j = 0, és, mivel M}, minden eleme
a v, v, ..., v; vektorok linearis kombinacidja, adédik, hogy My C M.

A forditott allitds — My O M — bizonyitasdhoz valasszuk meg a bazist
ugy, hogy az els6 k bazisvektor vy, vo, ..., v legyen. Ekkor B az

0 a; b |
00 b - :
00 0 | C
|
|

alakot o6lti. Tudjuk, hogy B-nek a 0 k-szoros sajatértéke, tehat Bi-nek a
0 mar nem sajatértéke. Valasszunk egy © € M elemet, és tegyiik fel, hogy
x ¢ My. Ebben a bézisban ez azt jelenti, hogy az = (1,29, ..., xy)
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vektorbdl képezett & = (xg41, Tht2, .., Tn) # 0. A Bj teljesrangi métrix,
tehat akkor B1Z # 0, és BYz # 0. Ebb8l BFz # 0 kovetkezik, ami
ellentmond « € M-nek. [J

Megjegyzések a tételhez.

1. Az M-et 1gy definidltuk, hogy a Bz magtere. A BNz magtere
N > k esetén csak bévebb lehetne, de az el6z6 bizonyitas vége BV x mag-
terére is megismételhetd, tehat BN magtere is M, ha N > k.

2. Ha Ay k-szoros sajatérték, akkor pontosan k elembdl all a méasod-
lagos sajatértékek teljes rendszere. Agzt, hogy k-elemi rendszer létezik, a
tétel kimondja, az hogy k-nél tobb elemi rendszer nem létezik, a tétel ma-

sodik allitasabdl kovetkezik. Ha lenne ugyanis vgy1 (k + 1)-edik masodlagos
k

sajatérték, akkor Bvy 1 = Y. cxvg, amibél B* vy, = 0. De B! mag-
i=1

tere nem bdvebb mint B* magtere, ami My, igy vi41 nem lehet linedrisan

fliggetlen a vy, vo, ..., vi vektoroktol.
3. A maésodlagos sajatértékek rendszere még konstans szorzotdél eltekint-
ve sem egyértelmii. Jeloljiik Mj-vel a v1, vo, ..., v; vektorok altal generdlt

alteret (0 < j < k), és legyen My = {0}. Bérmely j-re v; felcserélhet

J
az M; — M;_; halmaz barmely w; elemével. Mivel w; = > ¢;v;, tehdt
i=1

J J
Bw; =) ¢;Bv; = ) cju; € Mj_q, tovdbba wj linedrisan fiiggetlen a vy,

i=1 1=2
V2, ..., vj_1 vektoroktdl, tehdt w; masodlagos sajatvektor.
4. A vy, v, ..., vi vektorok felhasznaldsaval (a Gram-Schmidt-orto-

gonalizaci6 segitségével, 1.4.4. Tétel) ortogondlis és 1-re normélt wi, wo,
.., wy vektorrendszer is készithet6. Az el6z6 megjegyzés alapjan ez is
masodlagos sajatvektor-rendszer lesz.

5. Az Mj altér 1 < j < k esetén szintén nem biztos, hogy egyértelm.
Az M, altér azonban a tétel allitdsa szerint egyértelmiien meghatarozott,
mivel adott transzformacié magtere.

6. Az M, altér A-ra invaridns. Legyen ¢ € My, akkor (A — AI)*z = 0,
ezért A(A — \I)Fz = (A — AI)* Az = 0, vagyis Az € M.

6.3.3. Tétel. Ha A minden sajitértéke valds, akkor A ortogonalis
transzformacioval fels6 haromszogmatrixsza alakithatd, ahol a f6atlo alatt
csupa nulla all. A féatléban a sajatértékek sorakoznak, minden sajatérték
annyiszor szerepel, amennyi a multiplicitasa.

Bizonyitas. Valasszuk ki a A\; sajatértéket, és a 3. megjegyzés alap-
jan vegyiik fel a hozzdtartozd ortogondlis és normélt masodlagos maximalis
sajatvektor-rendszert. Transzformaljuk a bazist oly médon, hogy az 1j bézis
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els6 koordinatai ezek a vektorok legyenek. Ez ortogondlis transzformécio-
val is megtehetd, ha a sajatvektor-rendszert ortogonalisnak valasztjuk. A
transzformdcié méatrixa ebben a koordinata-rendszerben az

)\1 ai| ---

0 A,

o o,
0 0 LA

alakot olti. Az A1 matrix 6rokli A A;-tél kiillonboz6 sajatértékeit. Folytas-
suk az eljarast a Ao sajatértékkel megtartva az el6z6 sajatértékhez tartozo
béazisvektorokat, akkor

A1oar a

|
|
0 b1 I C
0 Ao |
0 O 0 :
A S -
0 A2

alaku lesz a matrixunk. A tovabbi folytatds evidens, és elvezet a tételben
jelzett célhoz. [

6. Kérdés. Ha a matrix nemnegativ elemekbdl all, és minden sordban
az elemek Osszege 1, akkor sztochasztikus métrixnak nevezik (az tn. Aat-
menet valészintiségek matrixa). Igaz-e, hogy az n x n-es A sztochasztikus
matrixnak A = 1 mindig sajatértéke? Azt mondjuk, hogy az Ax = x egyen-
lenek x sztochasztikus megolddsa, ha & minden koordinatdja nemnegativ és
a koordinatdk Osszege 1. Igaz-e, hogy ha A = 1 egyszeres sajatérték, akkor
az Ax = x egyenletnek csak trividlis sztochasztikus megoldasa van, azaz
T = %1.

6.4. Szimmetrikus matrixok kanonikus alakja

A négyzetes A matrix szimmetrikus, ha A* = A. Szimmetrikus matrixokra
az elmondottak jelentésen egyszeriibb alakot Oltenek, és varatlan megdlla-
pitasok tehetdk.

Szimmetrikus matrixok 6sszege, linearis kombinacidja nyilvan tovéabbra
is szimmetrikus, két szimmetrikus matrix szorzata azonban nem. Szimmet-
rikus matrix marad egy szimmetrikus métrix ortogondlis transzformaltja,
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ugyanis
(ctAc) =crAr(cH)y*=ctAc.
6.4.1. Tétel. Szimmetrikus matrix minden sajatértéke valés.
Bizonyitas. Legyen x a \ sajatértékhez tartozé (esetleg komplex) sa-
jatvektor, akkor

)\||m||2 =Nz, z) = Az, x) = (Az,z) = (x, A"x) = (z, Az) =
= (z,\z) = Az, ) = Al|=||,

amibSl A = A\, vagyis A valés. O

6.4.2. Tétel. Kiilonboz6 sajatértékekhez tartozéd sajatvektorok ortogo-
nélisak.

Bizonyitas. Legyen \ és p két kiilonbozé sajatérték, v és u a hozzdjuk
tartozé sajatvektorok, akkor a szimmetria miatt (Av, u) = (v, Au), vagyis
Mu, v) = p(u, v), amib6l (A — p)(u, v) = 0. Mivel A # u, kovetkezik,
hogy (u, v) = 0. O

6.4.3. Tétel. Szimmetrikus matrix és csak a szimmetrikus méatrix az,
amelyik ortogonalis transzformaciéval diagonizalhato.

Bizonyitas. = A 6.3.3. Tétel miatt ortogonalis transzformécidval fels6
héromszog matrixsza alakithatd, de a transzformalassal szimmetrikus ma-
rad, tehat automatikusan diagonalis matrix lesz.

< A diagondlis matrix szimmetrikus, és ortogonalis transzforméltja is
az marad. [

A 6.4.3. Tétel kovetkezményeként jegyezziik meg, hogy szimmetrikus
matrix esetén van olyan ortogonélis bézis, melynek elemei sajatvektorok. A
diagonizalast 1étrehozé matrix oszlopvektorai ilyen bazisvektorok.

5 —1 =2
7. Kérdés. Diagonizalhaté-e az | 4 0 —2 | matrix? Ha igen,
4 -1 -1

szamoljuk is ki (j6l hasznalhatjuk az Excelt, az 5.7.-ben leirtak szerint)!
Ortogonalis transzformécioval diagonizalhaté-e?

8. Kérdés. Igaz-e, hogy szimmetrikus matrix csak ortogondlis matrix-
szal diagonizalhatd?

6.5. Direkt 6sszeg felbontas

Lattuk, hogy a kiilonbo6z6 sajatértékekhez tartozd sajatvektorok linedrisan
fiiggetlenek (6.1.3. Tétel). Igaz-e hasonlé allitds a méasodlagos sajatvek-
torokra? Tudunk-e bazist épiteni masodlagos sajatvektorokbol? Ezekre a
kérdésekre keressiik a vélaszt az alabbiakban.
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Ahhoz, hogy a széhasznélatot megkonnyitsiik, bevezetiink két fogalmat.

6.5.1. Definicié. Diszjunktnak nevezziik két alteret, ha egyetlen kozos
elemeiik a 0. A )\ sajatértékhez tartozd méasodlagos sajatérték-rendszer altal
generalt alteret kanonikus altérnek fogjuk nevezni.

Mint a 6.3.2. Tételben lattuk, a A-hoz tartozé kanonikus altér az
(A — MoI)*z linedris transzformécié magtere, ahol k a A multiplicitésa.

6.5.2. Segédtétel. Legyenek Ai, Ao, ..., A\ az A kiilonboz6 sajat-
értékei, v pedig a A\p-hoz tartozé sajatvektor. Ekkor v nem lehet eleme a
A1, A2, ..., Ap_1 értékekhez tartozo kanonikus alterek altal generalt altér-

nek. Masképpen megfogalmazva, ha a B; = A — \; I jelolés mellett C' =
= B1B>... By 1, akkor v semmilyen p-re nem eleme a C? magterének.

Bizonyitas. A mésodik allitdsbol az elsé mar kovetkezik. Ha p értéke
nagyobb, mint a maximalis multiplicitas, akkor minden masodlagos sajat-
vektor benne van CP magterében, igy linedris kombinaciéjuk is, tehat a
generalt altér része a magtérnek. Elég tehat a masodik allitast bizonyitani.

Vegyiik észre, hogy a B; matrixok szorzata felcserélhetd, és szamoljuk
ki CPv-t!

Cv = BlBQ...Bk,Q(A - )\k,lI)'v == BlBQ...Bk,Q(Ak — )\kfl)’l) = ... =

k—1
:'vH()\k—)\i):av,
i=1

ahol a sajatértékek kiilonbozésége miatt o £ 0. fgy barmely p-re CPv =

=aPv #£0. O
6.5.3. Tétel. Legyenek A1, Mg, ..., M\; az A kiillonboz6 sajatértékei. A
A1, A2, ..., Ap_1 értékekhez tartozé kanonikus alterek altal generalt altér és

a A\;-hoz tartozé kanonikus altér diszjunktak.

Bizonyitas. Be fogjuk bizonyitani, hogy (B1Bj...By_1)? és B’ mag-
terei diszjunktak minden p-re. Ez az allitas a tétel allitasat tartalmazza.

A bizonyitast p szerinti teljes indukcioval végezziik el. p = 1-re, ha vala-
mely  # 0-ra Brpx = 0, akkor & Ap-hoz tartozod sajatérték, és az elézd se-
gédtétel szerint nem lehet B Bs...Bj_1 magterének eleme. Tegyiik fel most,
hogy p — 1-re igaz az &llitds, azaz ha valamilyen z-re (B1Bs...Bj_1)P"'z =0
és Bi_lm =0, akkor tudjuk, hogy & = 0, és bebizonyitjuk az allitast p-re, az-
az, hogy a (B1Bjy...Bj_1)Px =0 és a BYx =0 Osszefiiggésekbdl kovetkezik,
hogy « = 0.

Ha (BlBQ...Bk-fl)pw :0, akkor (BlBQ...kal)pilBlBQ...Bkw :07 to-
vabbé, ha Bim =0, akkor BzilBle...Bkﬂj =0. Az indukciés feltétel miatt
tehat BlBgBka} =0.
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Mivel B}z =0, keressiik meg azt a legkisebb ¢ értéket, melyre Bix =0.
Felteheto, hogy ¢ > 2, mert ¢ = 0 azt jelenti, hogy « = 0, és ezt akarjuk
bizonyitani, ¢ = 1 pedig azt, hogy x Ajp-hoz tartozd sajatvektor, ami a
segédtétel miatt nem lehet (ByBj...Bi_1)P magterében, csak, ha = 0.
Legyen v = Bz_la:, és mivel Brv = 0, v a A\g-hoz tartozé sajatvektor. A
B1B,...Bix =0 06sszefiiggés alapjan B1Bs...Bj_1v =0, ami ellentmond a
segédtételnek. [

6.5.4. Kovetkezmény. Az egyes A1, Ao, ..., A\, kiilonbozd sajatérté-
kekhez tartozé kanonikus alterekben kivalasztva a masodlagos sajatvektorok
egy-egy rendszerét, Osszességiikben linearisan fiiggetlen vektorrendszert al-
kotnak.

Bizonyitas. k szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk. k£ = 1 esetén a ma-
sodlagos sajatvektorokat ugy készitettiik el, hogy linedrisan fliggetlenségiik
teljesiiljon. Legyenek a Ap-hoz tartozé kivalasztott mésodlagos sajatvekto-
rok v1, va, ..., v, a tobbiek pedig w1, wo, ..., wy,. A

l m
Z Civ; = Z dlwl
i=1 =1

Osszefiiggés azt jelenti, hogy a Ap-hoz tartozé kanonikus altérnek és a tobbi
sajatértékhez tartozé alterek altal generalt altérnek van koézos pontja, de —
6.5.2. miatt — ez csak a 0 lehet. Mivel v1, vs, ..., v; linedrisan fiiggetlenek,
c1 = ¢ = ...= ¢ = 0. Az indukciés feltétel szerint a wi, ws, ..., Wy,
vektorok is linedrisan fiiggetlenek, tehdt di = do = ... = d;, = 0. Mindez
pedig a teljes vektorrendszer linedris fliggetlenségét jelenti. [

6.5.5. Definicié. Az L altér az L1, Lo, ..., L alterek direkt dsszege,
ha bédrmely x € L egyértelmtien irhaté fel x = 1 + zo + ... + zi (z; € L;
minden i-re) alakban. Jelolése:

L:Ll@LQ@@Lk

Lattuk, hogy tetszéleges L altérrel R® = L@ L, ahol L az L kiegészit6
altere. k = 2 esetén L = L1 @ Lo akkor és csak akkor teljesiil, ha Li és Lo
diszjunkt alterek és generdljak L-et. Ha k > 2, akkor (a generélds mellett)
a paronként diszjunkt tulajdonsdg nem elég.

9. Kérdés. R3-ban adhaté-e példa arra, hogy diszjunkt, generalé alte-
rek direkt osszegként nem &llitjdk el R3-at?

6.5.6. Tétel. Az L alteret generdlé Ly, Lo, ..., Lj alterekre az L =
= L1® Lo®. .. BLy direkt Osszeg elallitas akkor és csak akkor all fenn, ha a
tetszOlegesen kivélasztott ; € L;, ¢; # 0 (i =1, 2, ..., k) elemek linearisan

fliggetlenek.
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Bizonyitas. = Tegyiik fel, hogy a kivalasztott ; € L;, 1 = 1,2,...,k
k

elemek nem linedrisan fiiggetlenek, azaz > ¢;x; = 0, Ugy, hogy nem minden
i=1
k
egyiitthaté nulla. Legyen & = > x;, akkor x el6éllitdsa nem egyértelmii,
i=1
k
mert € = Y (x; + ¢ix;) az el6z6tél kiillonbozo el6allités.

k
< Ha valamely x € L el6éllitdsa nem lenne egyértelmi, azaz ¢ = > x;
i=1
k k
és x = > x’; egyarant teljesiilne, akkor Y (z; — x’;) =0 ellentmondana az
i=1 i=1

1 — T, Lo — 9, ...,k — ') elemek linedris fiiggetlenségének. [
Tegyiik fel a paragrafus tovdabbi részében, hogy az A linedris transzfor-
macié minden sajatértéke valdés. A1, Ao, ...\ jelolje a kiilonb6zd sajat-
értékeket, és My, My, ..., My legyenek az egyes sajatértékekhez tartozéd
kanonikus alterek.
6.5.7. Tétel. Ha A minden sajatértéke valds, akkor

R'=M My D...D M.

Bizonyitas. Minden egyes kanonikus altérben felvehet6 a sajatérték
multiplicitasaval egyez6 szamu masodlagos sajatvektor-rendszer. Mivel a
multiplicitasok Gsszege n, a kivdlasztott sajatvektorok n elemi, linearisan
fiiggetlen vektorrendszert alkotnak (lasd 6.5.4. Kévetkezmény), ami egyben
bézis, tehat generdlja R™-et.

Megmutatjuk, hogy az alterekbdl tetszOlegesen kivalasztott x; € Lj,
i =1,2,...,k elemek linearisan fiiggetlenek. Ha a linearis fiiggetlenség nem

k

teljesiilne, és fenndllna a > c¢;z; = 0 linedris Osszefiiggés, akkor minden x;
az M;-n beliil linearisan klifeljezhetéi M;-ban 1év6 masodlagos sajatvektorok-
kal, és a méasodlagos sajatvektorok kozott is létezne egy linedris Gsszefiiggés,
ami lehetetlen. [

Minden kanonikus M; altérben vélasszunk egy bazist: w1, w2, ..., Win,,
a vektorok Osszessége n elemi lesz, hiszen ni 4+ n9 + ... + nx = n, és li-
nearisan fiiggetlen Vektorokbol all. Tegyiik fel ugyanis, hogy a kivalasztott

vektorokra fennall, hogy Z Z cijui;= 0, akkor a z; = Z cijui; € M; rész-
i=1j5=1

Osszegek, a 6.5.6. Tétel miatt, ha nem 0-k, akkor hnearlsan fliggetlenek. A

részletosszegek Osszege azonban 0, igy linearisan fiiggetlenek nem lehetnek,

tehat minden ilyen részletosszeg 0. Minden részletdsszeg M;-beli linedrisan
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fliggetlen vektorok linedris kombinacidja, ami csak csupa nulla egyiitthaté-
val lehet nulla. Tehdt minden ¢;jnulla, vagyis a vektorrendszer linedrisan
fliggetlen. A kivalasztott vektorrendszer tehat R™ bazisat képezi.

Rendezziik a béaziselemeket wii, w12, ..., UWin,, U21, oy U2y, .., Uk, U2,
.y Uky, formdban, és irjuk fel az A transzformdcié matrixat a most eld-
allitott bazisra vonatkozéan. Az A matrix oszlopvektorait az u;; bazisvek-
torok transzformaltjainak a koordinatai képezik. Az M; altér A-ra invarids
altér (6.3.2. Tétel, 5. Megjegyzés), tehat Aw;; az u;1, Ui, ..., Uip, bazisele-
mek linedris kombinacidja, ezekhez a bazisvektorokhoz tartozé koordinatai
tetszéleges valds szamok lehetnek, mig a tobbi koordindtdja nulla. Az A
matrixa erre a bazisra vonatkozdéan un. kvazidiagonalis alakot 6lt, amit
alabb szemléltetiink.

A vonalkéazott részeken lehet nem nulla elem, a tobbi elem nulla.

Viélasszuk meg specidlisan a bazisunkat: minden M; altérben a masodla-
gos sajatértékek egy rendszerét vegyiik fel. A kapott rendszert jeldljitk most
a

V11, V125 -+, Ulny, V215 -+ U2ngy -+ VE1, VE2, --vy Uy,

jelekkel. Mivel Av;; most a v;1, vs2, ..., v;; baziselemek linedris kombindci-
Oja, az A matrix alakja ebben a bazisban kvazidiagonal haromszégmatrix
lesz, az alakjat az el6z6hoz hasonléan szemléltetjiik:

N
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6.6. Jordan-alak

Szandékunk tovabbra is az A linedris transzformacié struktiurdjinak a fel-
deritése. Ebben a részben is feltételezziik, hogy A minden sajatértéke valos.
Az el6z6 paragrafusban lattuk, hogy a tér felbonthaté a kiilonbozé sajat-
értékekhez tartozé kanonikus alterek direkt Osszegére. Ez azt jelenti, hogy
a transzformadcio6 tulajdonsagait kisebb dimenziés alterek vizsgalatara redu-
kéalhatjuk, rdaddsul ezen az altéren a transzformaciénak egyetlen sajatértéke
van, melynek multiplicitdsa megegyezik az altér dimenzidjaval.

Ez a gondolatmenet vezet minket oda, hogy feltételezziik, hogy A\ az
R"™-en értelmezett A transzformaciénak n-szeres sajatértéke. Vezessiik be a
B = A — \I transzformaciét, melynek a 0 n-szeres sajatértéke.

6.6.1. Tétel. A 0 a B-nek akkor és csak akkor n-szeres sajatértéke, ha
B" = 0.

Bizonyitas. =Valasszuk meg a tér bazisat oly médon, hogy B maétrixa
felsé haromszogmatrix legyen (6.3.3. Tétel). Ebben a métrixban a f64tl6
alatt és a féatloban minden elem nulla.

Indukciéval bizonyitjuk, hogy a B¥ = (¢;;) métrixban minden olyan c;;
elem nulla, melyre j — i < k — 1. Szemléltetve a B, B?, ..., B’ matrixok
sorozata az aldbbi médon néz ki:

vagyis a nullatdl kiilonboz6 elemek (vonalkazva jelolve) ,eltdvoznak” B7-bol.
A B*! = (d,;) métrix d;; eleme a B* matrix i-edik sordnak és a B matrix
j-edik oszlopanak a skaldrszorzata. B* métrix i-edik sordnak az elsé i + k —
—1 eleme nulla, a B méatrix j-edik oszlopanak minden eleme, az els6 j — 1
kivételével, szintén nulla. A skaldrszorzat nulla lesz, ha j — 1 < i+ k — 1,
vagyis ha j —i < k, és ezt akartuk bizonyitani.

Ha k = n, akkor minden szébajové (i, j) szamparra teljesiil, hogy
j —1 < n -1, tehdt a B"™ minden eleme nulla. Ha B™ = 0 valamilyen
béazis mellett, akkor B"™ minden bazisban 0 matrix.

< Ha B-nek van nem nulla (esetleg komplex) \ sajatértéke, akkor
Bz = )\z, valamilyen, esetleg komplex z vektorra. Ekkor B"z = A"z #
# 0, ami ellentmond B™ = 0-nak. [

Definicié 6.6.2. Azt a matrixot, melyre B™ = 0 nilpotens matrixnak
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nevezzitk. Ha B™ = 0, akkor azt a legkisebb k szdmot, melyre B¥ = 0, a
B indexének nevezziik. Azt a legkisebb [ szdmot, melyre Blz = 0, az x
indexének nevezziikk. Ha x # 0, akkor az x-hez hozzarendelhetiink egy sa-
jatvektort, v = B' lz-et (ugyanis Bv = 0), ezt a hozzarendelt sajatvektort
x gyokerének nevezziik.

10. Kérdés. Igaz-e, hogy ha v adott sajatvektor, akkor azon x elemek
halmaza, melyek gyokere v, a 0-ral kiegészitve B-re invarians alteret ad?

Végezziik el a kovetkezd konstrukciét. Az x € R™ elemek koziil keres-
siik meg a legnagyobb index{it (pontosabban valasszunk ki a legnagyobb
indextiek koziil egyet). Legyen ez ai, indexét pedig jeloljik (p; + 1)-gyel.
Viélasszuk ki a masodlagos sajatvektorok egy sorozatit a kovetkezéképpen:
wi = v = BPa, wi = Bpl_laL ., Wip, = a@1. v nyilvdn a; gyoke-
re. Ha van v-t0l linearisan fiiggetlen mas sajatvektor, akkor folytassuk a
masodlagos sajatvektorok konstrukcidjat az alabb leirtak szerint.

Tegytiik fel, hogy kivalasztottuk mér a w1, w11, ..., Wip,, W20, -y W2py, ---s
W;_10, ..., Wi—1p;_, rendszert, és wig, wop, ..., w;—10 nem generdlja az 6sszes
sajatvektor altal képezett alteret, akkor kivdlaszthatunk maximalis inde-
x1i és a wig, wag, ..., W;—10 vektoroktdl linedrisan fiiggetlen gydkeri a; vek-
tort. Ezzel elkészithetjik a w;g = v = BPia;, w; = Bpi_laL ey Wi, =
= a; masodlagos sajatvektorokbol all6 folytatast. Az eljaras addig folytat-
hato, amig van gyokérként valaszthato linearisan fiiggetlen sajatvektor.

Ezzel az eljardssal megkonstrudlhaté a masodlagos sajatvektoroknak a

W10, Wily--ry Wipy, W20, -0y W2pgy ooy WEQy oy Wiy

rendszere, ahol k a sajatvektorok alterének a dimenzidja. A rendszert rovi-
den {w}-vel fogjuk jelolni.
6.6.3. Tétel. A {w} vektorrendszer bézis.

Bizonyitas. 1. A linedris fiiggetlenség igazoldsa. Tegyiik fel, hogy
k  pi
> > cijwi; = 0. A legmagasabb indexi ¢;jw;; tag indexe legyen [ + 1,
i=1j=1
akkor
k k

k  pi
B' ZZCijwi]’ = ZCuBl’wil = Zcil'wio =0.
i=1j=1 i=1 i=1

(Itt a rendszer esetleg nem 1étez6 w;; elemeit is felhasznaljuk, a bizonyitas
kedvéért legyen w;; = 1 és ¢ = 0, hal > p;.) A wip, wao, ..., Wiy sajat-
értékek linedrisan fiiggetlenek, tehdt minden ¢;; szorzd nulla, ez ellentmond
annak, hogy a maximalis index [+ 1.

2. A generdlds bizonyitdsa. Vélasszunk ki tetszélegesen egy x € R ele-
met. A bizonyitds x indexe szerinti teljes indukcidval torténik. Ha a indexe
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1, akkor x sajatvektor, ami a wig, wop, ..., Wi vektorok linearis kombindci-
ojaval eloallithato. Tegyiik fel, hogy ha egy elem indexe kisebb, mint [ + 1,
akkor a {w} rendszer generdlja. Legyen most « indexe [ + 1, akkor

k

lez E C;,iW;0 = E CiBlwil‘i‘Zciin'

i=1 pi>l pi<l

Atrendezve

Bl r — Z C; w1 = Bly = Z C;Ww;0.

pi>l pi<l

A {w} rendszer konstrukciéja alapjdn azonban az [-nél nagyobb indexi
a;-k kivalasztasa utan mar nem lesz olyan y elem a térben, melynek indexe
I + 1, és gyokere linedrisan fiiggetlen a mar kivalasztott gyokerektél, tehat
Bly = 0. y indexe tehét legfeljebb I, igy a vektorrendszer generalja, és
ekkor ugyanez igaz x-re is. [J
k

A 6.6.3. Tétel folyoménya az, hogy egyrészt Y (p; + 1) = n, mésrészt —
ha k£ > 1 darab sajatvektor létezik — a tér A-raZ irllvariéns halmazok direkt
osszegére bonthatd. A w;g, w1, ..., wip, vektorok dltal generalt L; altér nyil-
van invarians altér, tovabba a bazis felbontasa miatt R™" = L1 @& Lo & ...
@®Lg. Minden L; altérben pontosan egy lényegesen kiilonb6z6 sajatvektor
van.

6.6.4. Kovetkezmény. Ha az A transzforméacionak \ n-szeres sajatér-
téke, akkor megadhaté a masodlagos sajatvektorok vy, vo, ..., v, rendszere

ugy, hogy
A'Uz’ = )\'Ui + €ivi—1, (Z = 17 27 AR k)7

ahol g7 = 0, és ¢; = 0 vagy 1.

A 6.6.4. Kovetkezményben megadott méasodlagos vektorrendszer meg-
egyezik a kordbbi {w} rendszerrel.

6.6.5. Kovetkezmény (Jordan-alak). Ha az A transzformaciénak A
n-szeres sajatértéke, akkor a bazis mindig megadhaté gy, hogy A matrixa-
ban a f6atlo elemei M-k, a f64tl6 feletti elemek 0-k vagy 1-esek, és a tobbi
elem nulla. Ha A minden sajatértéke valds, akkor megadhatd a bézis oly
modon, hogy a A féatléjaban a sajatértékek sorakoznak a multiplicitasuk-
nak megfelel6 szamban, a f6atlo feletti elemek 0-k vagy 1-esek, és a tobbi
elem nulla.
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Az els6 esetben a {w} rendszert véalasztva bazisnak, A Jordan-alakot
Olt. Masodik esetben a direktdsszeg felbontas utdn minden dsszeadandéra
el kell késziteni a Jordan-alakot.

Komplex kérnyezetben minden linearis transzformacié Jordan-alakra hoz-
hato.

1 1 0

11. Kérdés. Igaz-e, hogy az A = 01 -1 méatrix tiikrozé

0 0 1
transzformaciéval Jordan-alakra hozhaté? Hatdrozzuk meg a masodlagos
sajatvektorait!

6.7. A linearis transzformacié normaja

Mivel az R™ — R lineéris transzforméciok (n x n-es négyzetes métrixok)
linearis teret alkotnak, felmeriil a kérdés, hogy rendelhetiink e normat a
transzformdciokhoz. A normétél a kovetkez6 tulajdonsdgokat varjuk el (v.6.
1.3. fejezet):

1. ||A]| > 0, és ||A]| = 0 akkor és csak akkor, ha A = 0.
2. [[cAl[ = |e| - || Al
3. [lA + Bl < ||A]| + || B]|.

Masik ezzel 6sszefiiggd kérdés az, hogy korlatos-e a leképezés, vagyis kor-
latos halmaznak a képe is korlatos-e? Erre egyszeriien valaszolhatunk, igen.
Becsiiljiik meg ||Az||?>-et a Cauchy-Schwarz-egyenlétlenséggel. Legyenek

A = (a;j) sorvektorai a1, as, ..., an, akkor
(a1, )
Az = .<a2, @) ,
(an, )
és

n

n
1Az]* = (@i, x)® <> |lail ] = [|=]]* ) al,
i=1 i

i=1

tehdt, ha x-ek halmaza (normdban) korlatos, akkor Az-ek halmaza is. Ha
az
lAz|| < K- [|z]]
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becslés minden & € R"™-re teljesiil, akkor a transzforméaciot korldtosnak ne-
vezziik.
Az A-hoz rendelt Zafj érték tekinthet6 A normadjanak, teljesiti a
()

normaval szembeni elvardsokat, de ez egyszerien az a;; szdmokbdl készi-
tett n2-dimenzidés vektor norméja, igy sok ujdonsigot nem varhatunk téle.
Maésrészt az egyenlétlenségben a K-nak ez az értéke meglehetésen rossz. A
Cauchy—Schwarz-egyenlGtlenségben az egyenldség csak tgy teljesiilhet, ha
a; = ¢z, ez azt jelenti, hogy rang(A) < 1, vagyis 1-nél nagyobb rang esetén
az egyenlGség nem érhetd el semmilyen & # 0 vektorra.

A legkisebb K konstans, melyre ||Az|| < K - ||z|| minden z-re teljesiil,
K = sup 1Azl = supHAzH = sup ||Az||
= 2]l z 2]l jjz)=1
relacioval adhaté meg. Ebbdl lathaté K-nak az a jelentése is, hogy az n-
dimenzods tér egységgombjének a torzulasiat adja meg. Ezt a szamot rendel-
jik hozza az A transzforméciéhoz normaként.

6.7.1. Definicié. A normdjinak a ||A|| = sup ||Az|| szdmot tekint-

z||=1

ik [l]|

Bizonyitas. A definicié értelmes, mert — mint kordbban lattuk — || A|| <

Za?j, tehdt véges szamérték. A normét definidlé tulajdonsdgok is tel-

0.
jesiilnek: ha [|A|| = 0, akkor Az = 0 minden x-re, amib6l A = 0. A
haromszog egyenlétlenség az

|A + B|| =sup|[(A+ B)z|| <sup(||Az|| + || Bz||) <

< sup|[|Az|| + sup|[Bz|| = ||A]l+]B]|

képletsorbol kovetkezik, ahol a szuprémum az ||z|| = 1 vektorokra vonatko-
zik. O

A definici6 alapjan konnyen lathatd, hogy ||AB|| < ||A|| - ||B||, ugyanis
|ABa|| < ||A| - ||Bal| < ||l - ||B - |||l

Ortogondlis bazistranszformaciét elvégezve a transzformacié norméja nem
valtozik, hiszen az egységgbmb torzulasa koordindta-rendszertdl fiiggetlen.
Az allitas algebrailag is bizonyithato.

C legyen ortogondlis métrix, akkor ||A|| = ||C~1A]||, hiszen a norma-
tartds miatt || Az|| = ||C 1 Az||, tovabba
1Al = [|CT Al = sup [[C™ Az|| = sup [|[CTACCT 2| =
||z||=1 ||z||=1
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ZHSHPIHC”ACyII = |[cTlAC]].
y =

6.7.2. Tétel. Szimmetrikus métrix norméaja a sajatértékek abszolut érté-
kének a maximuma.

Bizonyitas. Szimmetrikus métrix ortogonalis transzformaciéval D di-
agonalis matrixsza alakithatd, ahol a diagonalis elemei a A1, Ag, ..., Ay
sajatértékek. Legyen ¢ = (x1, x2, ..., x,) és ||z|| = 1, akkor

| Dx||? = ZA2x2<maxA2|\m||2 (max|)\|)

Ennek alapjan || D|| < max|\;|. Ugyanakkor, ha & = e;, akkor ||Dz|| = |\,
tehat ||D]|| > |A\;| minden i-re, tehat ||D|| > max|);|. Mindezek alapjin
I14]| = |DI| = max|xi|. O

A kovetkezOkben szerepet kap az A* A matrix. A* A szimmetrikus méat-
rix, mert — felhaszndlva, hogy (AB)* = B*A* —

(A*A)* = A%(AF)* = A*A.

Az A* A szimmetrikus, tehdt sajatértékei valosak, s6t mi tébb, nemnega-
tivok. Legyen A az A* A egyik sajatértéke, és v a hozzd tartozo sajatvektor,
akkor

0 < ||Av|]? = (Av, Av) = (A*Av, v) = (\v, v) = \||v||?,

amib6l A > 0.

6.7.3. Tétel. Az ||A|| megegyezik A*A legnagyobb sajatértékének a
négyzetgyokével.

Bizonyitds. Legyen A*A legnagyobb sajitértéke A és a hozzdtartozd
sajatvektor v. A 6.7.2 Tétel alapjan tudjuk, hogy |[A*Az|| < A||z]|.
Cauchy—Schwarz-egyenlGtlenséget felhasznélva

I Aa|? = (Az, Az) — (A*Aw.z) < ||A*As|| - ||a]| < Aol
amibél ||A|| < VA adédik. Ha & = v, akkor ebben az egyenl6tlenségsoro-
zatban végig egyenléség &ll fenn, tehdt ||A|| = V. O

12. Kérdés. Igaz-e, hogy minden vetitésnek (a O-t és I-t itt nem
tekintve vetitésnek) pontosan két kiilonb6z6 sajitértéke van? Igaz-e, hogy
minden vetités norméja 17

13. Kérdés. Megegyeznek-e AB és BA sajatértékei? A sajatértékek
multiplicitdsa is megegyezik? Igaz-e, hogy ||A|| = ||A*||?
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A p(A) = m]?X])\k| értéket, ahol \p az A sajatértékeit jeloli, spektrdl

sugdrnak nevezik. Konnyen igazolhatd, hogy p(A) < |[|A]|. Jeldljiik ugyanis
a A\ sajatértékhez tartozd egységnormaju sajatvektort vg-val, akkor
|A]| = max |[Az|| > max||Avy|| = max|Ax|[lvg]| = max[A] = p(A).
l|z||=1 k k k

Matrixok konvergenciajat tébb modon lehet definialni. A legtermészetesebb
az elemenkénti konvergencia: A konvergal A-hoz, ha Ap minden eleme az
A azonos poziciéban 1év6 eleméhez tart. A masik lehetdség a norméban vald
konvergencia: Ay konvergdl A-hoz normaban, ha |[|A; — A|| — 0. A két
konvergencia-fogalom ekvivalens.

6.7.4. Tétel. Legyen Ay = (af)) és A = (a;j). ||Ax — Al — 0 akkor
és csak akkor, ha minden i-re és j-re az(f) — ;.

Bizonyitas. Elég azt bizonyitani, hogy || Ax|| — 0 akkor és csak akkor,

(k)

ha minden i-re és j-re a;;” — 0.

k) (k k k

= Legyen 4;, = (al”,al . al), akkor ||a™|| = || Arei|| < || Akl] —
— 0, ami azt jelenti, hogy a,gk) minden eleme nulldhoz tart, és ez minden
i-re teljestil.

< Tudjuk, hogy ||Ak|] < /> (az(f))Q, és ha ez utébbi nulldhoz tart,

1,J

akkor ||Ag|| is. O

6.7.5. Kovetkezmény. Ha A*A minden sajatértéke egynél kisebb,
akkor A*¥ — 0 abban az értelemben, hogy minden eleme nulldhoz tart.

Bizonyitas. A 6.7.3. Tétel szerint ||A|| = ¢ < 1. Legyen x tetsz6leges
vektor, akkor

k k— k—
A%z = ||A(A )| < oA e <
< A|AF2z)| < < FTY|Az)] < Flx)).

Ennek alapjan ||A*|| < ¥ — 0, ami az el6z6 tétel miatt adja az allitast. O

14. Kérdés. Tudunk-e egyszerii példat adni arra, hogy A minden
sajatértéke abszolit értékben egynél kisebb, és || A|| > 17

Fontos szerepe van a normanak a linedris egyenletrendszerek stabilitds-
vizsgalatandl. Az Ax = b egyenletrendszerben feltessziik a kérdést, hogy a
b allandékbol allo vektor Ab-vel jelolt megvaltozasa mennyire befolyasolja
a megoldéast. Gazdasagi gyakorlatban: a kapacitds bovitése mennyire hat a
termelés megvaltozasara. Feltételezziik, hogy A invertalhaté matrix.

Jeloljiikk az ¢ megvaltozasit Ax-szel, akkor A(x + Az) = b + Ab,
amib8l £ + Ax = A7'b + A"'Ab. Mivel £ = A~'b, Az = A"'AD.
Normaékkal megbecsiilve
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|Az|| < [[A7Y] - [|Ab]l, & [[b]] < [|A]l-]2|l-
Szorozzuk Ossze a két egyenlStlenséget, akkor
|1Az|[-[[b]] < [[A]l - [[ATH] - [[Ab]] - ||l
amibol

|Az]]
|||

_ Ab
< 4] -]/ 1\|”Hb|”

fels6 becslést kapunk x relativ megvaltozasara.
Alsé becslés ugyanigy elérhetd. Az £ = A7'b és a Ab = AAx egyenle-
tekbol
2| <[l A7Y-|[pll, & ||Ab]| < [|A]l-[|Az]],

ezeket Osszeszorozva
|lz|| - [|AB]| < [|A]l-[|A7H]] - [[B]] - [|Az],
és
|Az|| 1 ||Ab]|
- —1 .
IE] Al -[|AH] [[ol]

Lathat6 tehat, hogy a relativ megvaltozas az || A|| - || A™!|| mennyiség nagy-
sdgan milik mindkét irdnyban. (Nyilvan ||A]| - |[|[A7Y]] > [|[AA7Y| =
=[] =1.)

6.8. Hatvanysorok

Léttuk, hogy ||A|| < 1 esetén A" — 0. Ennél azonban tobbet is éllitha-
tunk. Ebbol a célbdl el6szor vizsgaljuk meg egy specialis alaki B maétrix
hatvanyait. Legyen

vagyis B fels6 haromszog alakd matrix, melyben a f6atlo feletti elemek azo-
nosan C-vel egyenlOk, és a f64tl6 elemei is egyenlok. Eldirjuk, hogy C' > 0,
és0<a<l.

6.8.1. Segédtétel. B™ — 0 ha m — cc.
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Bizonyitas. Belatjuk, hogy B™ az alabbi szerkezetli matrix és megad-

(m)

juk r; 7 explicit el6allitasat, amelybdl az allitds mar leolvashato:

an AT
B™ — a™ :
0 0 a™
ahol .
oS () ()
r =« . . D
g 2;<J—1 j

és D = % Ha ezt tudjuk, akkor T,(Cm) — 0, mert o m-nek egy k-adfokud
polinomjaval szorzodik.

Mivel
) L e
0 a™ : 0 am—1
Bm g = .B 9
) ; (m=1)
0 0 a™ 0 0 am1

a matrixszorzas elvégzésével az
r,im) = ar,i Vio@m !+ rgm_l) + ré Vpo+ r(m 1))

rekurziv egyenlet adddik. Ennek segitségével m-szerinti teljes indukciéval

(m)

tudjuk bizonyitani az r; -re megadott formuldt. m = 1 esetén r,(:) =aD =
= C, ami nyilvan igaz. Tegyiik fel a formula helyességét minden k mellett

e () (7 e

w33 (1) (7)o

i=1 j=1

k—1
2\ j+

J

m — 1-re, akkor
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4ﬂmDﬂ+§fhd(;ii><;n_l>Dﬂ

=1 Z':]

<

kL i—1 k—1 . N o
Mivel j = j a Pascal-haromszog elemi tulajdonsagai

gy —1
mim)za’”((m—l)D+D+Z<. )(m )Dﬂ'+1+

=N

() ()

= k—1 m
—_ M - 41
s S () (2, ) o

ami megfelel a bizonyitandé formulanak. [J

A 6.8.1. Segédtétel nem pusztan jatszadozas a szamokkal (binomidlis
egylitthatékkal). Mondjuk azt, hogy az A = (a;;) matrixnak a majoransa
valamely B = (b;;) matrix, ha méreteik megegyeznek, és minden elemiikre
la;j| < bj;. Konnyen lathatd, hogy ha A; majoransa By és Ay majoransa
B, akkor A1 As-nek is majoransa a B1Bo.

6.8.2. Segédtétel. Ha A fels6 haromszog alaki matrix és a f6atlo
elemeinek (vagyis a sajatértékeinek) az abszolit értéke 1-nél kisebb, akkor
A™ — 0. (A métrix elemei komplex szdmok is lehetnek.)

Bizonyitds. A segédtételben szereplé A métrix mindig majordlhatd a
6.8.1. Segédtételben szereplé B matrixszal az o és a C alkalmas megvialasz-
tdsa esetén. Mivel A™-et a B™ majoralja, és B™ — 0, kapjuk, hogy A™ —
—- 0.0

6.8.3. Tétel. Adott A matrix esetén A" — 0 akkor és csak akkor
teljesiil, ha sajatértékei ( a komplex sajdtértékeket is beleértve) a komplex
egységkor belsejébe esnek, azaz, ha spektrilsugara egynél kisebb.

Bizonyitas. < Az A matrix, komplex elemeket is megengedve, alkal-
mas transzforméciéval felsé haromszog alakra hozhaté, vagyis elérhetd, hogy
CAC~! mir felsé haromszég matrix legyen. Mivel a transzformdacié soran
a sajatértékek nem véaltoznak, CAC~! fé4tléjanak elemei egynél kisebb ab-
szoltit értékiiek. A 6.8.2. Segédtétel szerint (CAC~H)™ = CA™C~! — 0,
de ekkor A™ = C~1(cA™C~!)C — 0.
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= Ha A™ — 0, akkor tetszlleges, rogzitett z-re A™x — 0. Ha A-nak
van || > 1 sajatértéke, és v a hozzéatartozo6 sajatvektor, akkor A™v = \"v,
ami nem tart 0-hoz, igy ellentmondést kapunk.[]

A 6.8.3. Tétel lehetséget ad métrix elemekbdl all6 hatvanysorok defi-
nidlasara. Legyen az f(z) fiiggvény az

fla) =) apz”
k=0

hatvanysorral megadva, ahol feltételezziik, hogy a hatvanysor konvergencia-
korének a sugara r.

6.8.4. Definicié. A fenti f(x) fiiggvényre definidljuk az f(A) kifejezést
az

f(A)=> apA*
k=0

sorral (definicié szerint A = I). A sor konvergens, ha A minden (valds
vagy komplex) sajatértéke a hatvéanysor konvergencia-korének a belsejébe
esik, vagy mas széval A spektral sugara kisebb mint r. Ha a spektral sugar
nagyobb mint r, akkor a sor divergens.
Bizonyitas. Legyen A spektral sugara p < r, és vegyiink fel egy ¢ sza-
o0

mot 1igy, hogy p < ¢ < r. Tudjuk, hogy a 3 axc® sor abszolit konvergens,
k=0

N =

tehat . |ar|c® < &, ham > my. Az %A sajatértékei az egységkorbe es-
k=m

nek, tehat (%A)m — 0, igy a matrix minden eleme abszolat értékben 1-nél

(o)

3 apck (iA)k' < g, ha

k=m

kisebb lesz, ha m > ms. Ebbdl kovetkezik, hogy

o0
m > max(mq, ma), vagyis a > ay A" sor konvergens.
k=0

m

Ha S,,(A) = Y a,A*¥ — C, akkor minden z-re S,,(A)z — Cz. Ha
k=0

p > r, és v olyan sajitvektor, amelyhez tartozé \ sajatértékre |A| = p, akkor

Sm(A)v = Sp(A)v, és ez utébbi nem konvergens, hiszen |[A\| > r. O

A 6.8.4. Definici6 felhasznédlasaval matrixok kiilonbozo fiiggvényeit tud-
juk definidlni, példaul értelmezhetjiik a sinA, az e? és (bizonyos feltételek
mellett) a logA métrixokat.

15. Kérdés. Igaz-e, hogy minden négyzetes A matrixra

sin? A +cos®’ A = I?
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Legyen f(z) a fenti, hatvédnysorral megadott fiiggvény és A spektral
sugara legyen kisebb, mint f konvergencia sugara. Ha A sajatértékei a Aq,
m

A2, ..., Ay szdmok, akkor Sp,(A) = > ap A sajatértékei az Sy, (\;) szamok
k=0
(i=1,2,...,n), ugyanis vegyiink egy \;-hez tartozé x sajitvektort, akkor

Sm(A)z =) apAFz =) apMjz = Spn(N)z.
k=0 k=0

Hataratmenettel kapjuk, hogy f(A) sajatértékei az f(\1), f(A2), ..., f(An)
szamok.

6.9. Kvadratikus alakok

Elészor a bilinedris kifejezésekrdl ejtsiink szét. Olyan f(x, y) valds értéki
fiiggvényrol van sz6 (z € R™, y € R™), mely az egyik valtozo rogzitett értéke
mellett a masikban, és a masik rogzitése esetén az els6ben linedris fiiggvény.

Konnyen lathaté, hogy altaldnos alakja, ha @ = (z1, x2, ..., x,) és y = (y1,
n n

Y2, ..., Yn), akkor f(z,y) = > > a;jzy;. A tomorebb matrixos felirdsnal
i=1j=1

jeloljik A-val az A = (a;j) n X n-es matrixot.

6.9.1. Definicié. Az f(z, y) = (x, Ay) kétvaltozés fiiggvényt
(x € R", y € R") bilinedris alaknak, bilinearis fiiggvénynek nevezziik.

Bilineéris alakok tobb helyen el6fordulnak a matematikaban (és a fizika-
ban), ezek egyik legtipikusabb esete a matrixjétékok elmélete.

Ha egy C bazistranszformaciét alkalmazunk, akkor az x és az y vektorok
koordinatai megvaltoznak és C 'z, ill. C~ 1y alakot 6ltenek (4.1.2. Tétel),
ha azt akarjuk, hogy a bilinearis kifejezés értéke véaltozatlan maradjon, akkor
az A métrixot meg kell valtoztatni. A valtozas azonban eltér a szokdsos
C 1 AC transzformécids alaktdl (4.1.4. Tétel).

6.9.2. Tétel. A C bazistranszformaciot végrehajtva a bilinearis fiigg-
vény alakja megvaltozik és matrixa C*AC lesz.

Bizonyitds. Az x és az y vektorok a bézistranszformacié utdin C 'z,
ill. C~'y alakot &ltenek (4.1.2. Tétel). Ha az 1j alak métrixa X, akkor azt
kivanjuk meg, hogy (z, Ay) = (C~ 'z, XC~'y) legyen. Ha X = C*AC,
akkor valéban (C~ 'z, XC~ly) = (z, C""*C*ACC'y) = (z, Ay). O

Megjegyezziik, hogy ortogonalis transzforméciéknal, ahol C~! = C*,
ott a két transzformalt matrix, a C~1AC és a C*AC megegyezik.

A Dbilinearis fiiggvénynél még gyakoribb a kvadratikus alak. Két di-
menziéban a masodfoki gorbék, harom dimenziéban a méasodfoku feliiletek
egyenletének 6 alkatrésze. A gorbék, ill. feliiletek osztédlyozasét (elliptikus,
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parabolikus, hiperbolikus) a mésodfoki rész, a kvadratikus alak vizsgala-
ta jelenti. Kvadratikus alakot kapunk a bilinearis fiiggvénybdl, ha mindkét
valtozénak x-et valasztunk.

6.9.3. Definicié. A ¢q(xz) = (x, Az) fiiggvényt (z € R") kvadratikus
alaknak, kvadratikus fiiggvénynek nevezziik.

Kvadratikus alakoknal az A matrix megvalasztasa nem egyértelmi, hi-
szen x;x; egylitthatdja a;; + aj;, és egy adott egyiitthaté tobbféle médon
bonthaté fel az a;; + a;; 6sszegre. Egyértelmiivé tehetd azonban, és ezt min-
dig érdemes megtenni, ha feltételezziik, hogy A szimmetrikus matrix. Az
egyértelmiiség szinte magatdl értetddonek latszik, mégis latvanyos bizonyi-
tésa van.

6.9.4. Tétel. Minden ¢(x) = (x, Aix) kvadratikus alak felirhaté
q(x) = (x, Azx) alakban, ahol A szimmetrikus métrix. Ez a felirds egyér-
telmi.

Bizonyitas. Legyen A =3(A;+A}) szimmetrikus métrix, hiszen transz-
ponaltja 6nmaga, akkor

(o, Az) = (2, (A1 + A)z) =

1 1 1 1

= §<m,A133> + §<w, Ajz) = §<£E, Ajz) + +§<A1$,$> = (z, A1x).
Tegyiik fel, hogy q(x) = (x, Bx), ahol B is szimmetrikus métrix, akkor a
két egyenléséget kivonva egymasbdl (x, (A — B)x) = 0 adédik minden x-re.
Legyen D = A — B, akkor (x, Dz) = 0, minden z-re, és D is szimmetrikus
matrix. Valasszuk ¢ = y + Dy-t, akkor

0= (y+ Dy,D(y + Dy)) =
= (y, Dy) + (Dy, D*y) + (Dy, Dy) + (y, D*y) = 2(Dy, Dy) = 2||Dy||?

vagyis Dy = 0 minden y-ra, igy D = 0. Ez azt jelenti, hogy A = B. [J

A tovabbiakban feltételezziik, hogy a kvadratikus alakok mindig a szim-
metrikus matrixszal vannak megadva.

A 6.4.3. Tétel alapjan minden szimmetrikus méatrix ortogondlis transz-
forméciéval diagondlissé alakithaté. Ennek a kvadratikus alakokra vonatko-
z06 allitasa csupan atfogalmazas.

6.9.5. Tétel. Ortogonalis bazistranszformaciéval minden kvadratikus
alak tiszta négyzetes alakra hozhatd, ahol az egyiitthaték a matrix sajatér-
tékei és minden sajatérték a multiplictdsdanak megfelel6 szamban fordul eld.
Tiszta négyzetes alaknak nevezziik azt a kvadratikus alakot, ahol a;; = 0,
ha i # j.

Az ortogonalis transzforméaciot, ami a tiszta négyzetes alakot 1étrehozza,
fotengely-transzformaciénak is nevezik.
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A kvadratikus alakokat az értékkészletiik alapjan szokas osztdlyozni. Mi-
vel ¢(0) = 0, a nulla helyet itt pillanatnyilag zarjuk ki az értelmezési tarto-
manybal.

6.9.6. Definicié. A ¢(x) kvadratikus alakot

a) pozitiv definitnek nevezziik, ha g(x) > 0 minden z # O-ra.

b) negativ definitnek nevezziik, ha g(x) < 0 minden & # O-ra.

¢) pozitiv szemidefinitnek nevezziik, ha nem pozitiv definit, de g(x) > 0.

d) negativ szemidefinitnek nevezziik, ha nem negativ definit, de g(z) <
<0.

e) indefinitnek nevezziik, ha q(x) pozitiv és negativ értéket is felvesz.

A q(x)-hez tartoz6 A szimmetrikus matrixra is ugyanezeket az elneve-
zéseket hasznéljuk.

A kvadratikus alakok osztalyozasa a matematika szdmos teriiletén fel-
hasznalasra keriil, a geometridn kiviil példdul a tobbvéltozds fliggvények
konvexitdsandl, az analizisben a szélséérték szamitdsnal. Az aldbbiakban a
definitség eldontésére adunk szabalyokat.

Tiszta négyzetes alakrol a definit tulajdonsag kozvetleniil latszik. Pozitiv
definit, ha minden egyiitthaté pozitiv, negativ definit, ha minden egyiittha-
té negativ. Pozitiv szemidefinit, ha pozitiv és nulla egyiitthatok vannak,
negativ szemidefinit, ha negativ és nulla egyiitthatok vannak, indefinit, ha
pozitiv és negativ egyiitthatd egyarant eléfordul. Mivel a tiszta négyzetes
alak egyiitthatéi a sajatértékek, ugyanezt el lehet mondani a sajatértékek
vonatkozasaban.

A sajatértékek meghatarozasa azonban elég nehéz és munkaigényes fel-
adat, ennél egyszeriibb eldontési szabalyokra van sziikség. Nevezziik a ma-
sodfoku alak karakterisztikus sorozatinak az A matrix bal fels6 sarokalde-
terminansaibél &llé

a1 ain all @12 ais
Ag=1, Ay = a1, Ay = , As =1 a1z az a3 |,
a2 a9
ajz a3 ass
A= A

szamsorozatot.

6.9.7. Tétel. (x, Axz) akkor és csak akkor pozitiv definit, ha a karakte-
risztikus sorozata pozitiv elemekbdl all. Akkor és csak akkor negativ definit,
ha a karakterisztikus sorozat nullat nem tartalmaz és valtakozoé elgjeli.

Bizonyitas. Elég az els allitast bizonyitani, mert, ha A negativ definit,
akkor —A pozitiv definit, és a karakterisztikus sorozat valtakozo eléjeliibol
pozitivva valik.
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= Jeloljiik ¢, (&)-szel az elsé m véltozdval képezett kvadratikus alakot:

m
qm(i?) = Z aijxixj.

1,7=1

gm (&) nyilvan pozitiv definit, hiszen (x, Ax)-bol a felesleges koordinatak
helyére nullat helyettesitve kaphatéo meg. Pozitiv definit matrix determi-
nénsa a sajatértékeinek a szorzata, tehat szintén pozitiv, igy A,, > 0, amit
bizonyitani akartunk.

< A valtozok szama szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. A karakte-
risztikus sorozat Aj determindnsdnak megfelel6 kvadratikus alakot jeloljiik
qe(z)-szel. qi(x) = a1122, és valéban, ha A; = ay; > 0, akkor ¢ pozitiv
definit. Tegyiik fel, hogy qr(x) pozitiv definit, és A1 > 0. A gxy1(x)
kvadratikus alak a C' =(c;j) ortogonalis transzformacioval tiszta négyzetes

alakra transzformalhaté, azaz y = Cz jeloléssel (x = (x1, z2, ..., Tkt1),
k+1

Y = (Y1, ¥2, -5 Uke1))s Ge+1(C¥y) = D2 Aw?, ahol a A; szdmok a grq
i=1

matrixanak a sajatértékei.

Indirekt médon feltételezziik, hogy a A1, Ag, ..., Agr1 szdémok nem mind
pozitivok, mivel a szorzatuk Axiq > 0, legalabb két negativnak kell lennie
koztiik. Mivel a C' transzformdcié alkalmasan megvalaszthato, feltehetjiik,
hogy A\ < 0 és A\p41 < 0.

Viélasszuk meg az « és a 8 szamokat 1gy, hogy acrpr1 + Bckr1k+1 =0
legyen, de ne legyen mindketté nulla, majd oldjuk meg a

0

Cx = 0

= Qo

egyenletrendszert, melynek megoldasa

JZQZC* 0
«Q

B

Az xg (k + 1)-edik koordindtdja zx11 = acprpi1+5ckr1k+1 = 0lesz az o és a
B valasztasa miatt. Helyettesitsiink be gx41(x)-be xo-t, akkor mivel ;11 =
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=0, a qx(x) helyettesitési értékét kapjuk, ami a feltevés szerint pozitiv. A
transzformalt alakba helyettesitve azonban A4 A1 8% < 0-t kapunk, ami
ellentmondas. Ennek kovetkeztében a Aj, Ao, ..., Agr1 szadmok pozitivok,
és igy qr+1(x) pozitiv definit. O

A szemidefinit alak eldontéséhez segédtételre van sziikség.

6.9.8. Segédtétel. Ha az A szimmetrikus matrix rangja r, akkor van
a féatléra szimmetrikusan elhelyezkedo r x r-es teljesrangi részmatrixa.

Bizonyitas. Valasszunk ki r darab linedrisan fiiggetlen sort. A kdnnyebb
jelolés kedvéért tegyiik fel, hogy ez az els6 r darab sor (sor- és oszlopcserék-
kel és a szimmetria megtartdsaval ez elérhetd). A szimmetria miatt az elsd
r oszlop is linedrisan fiiggetlen maximalis vektorrendszert alkot, a k > r in-
dexti oszlopok ezektél linedarisan fiiggék. A k > r indexii sorok elhagyédsaval
ez a fiiggoség valtozatlanul fenndll. Ha az r X n-es részmatrixban az els6 r
oszlop linearisan Osszefiiggd lenne, és a tobbi oszlop ezektdl fiiggs, akkor az
r X n-es részmatrix rangja r-nél kisebb lenne, de ez lehetetlen, hiszen r line-
arisan fiiggetlen sora van (rangszam-tétel). Az elsé r oszlop tehdt linedrisan
fliggetlen, igy az els6 r sorbdl és oszlopbdl készitett részmatrix teljesrangi.
O

A szemidefinit kvadratikus alakokndl mindig van nulla sajatérték, tehat
A rangja n-nél kisebb. Legyen rang(A) = r, akkor a segédtétel alapjan kivé-
laszthaté olyan, a féatlora szimmetrikusan elhelyezkedd r X r-es részmétrix,
melynek rangja r. Ehhez a részmétrixhoz tartozd, r valtozds kvadratikus
alak tipusa donti el az eredeti kvadratikus alak tipusat. A részmétrix ki-
valasztdsa nem egyértelmii, de barmely vélasztas kotelezOen ugyanazt az
eredményt adja.

6.9.9. Tétel. Az (z, Az) kvadratikus alak akkor és csak akkor pozitiv
szemidefinit, ha rang(A) = r < n, és a f6atléra szimmetrikusan elhelyezkedd
teljesrangi r X r-es részmétrixhoz pozitiv definit ¢, (x) kvadratikus alak tar-
tozik. Negativ szemidefinit, ha a részmatrixhoz negativ definit kvadratikus
alak tartozik.

Bizonyitas. Elég a pozitiv szemidefinit esetet bizonyitani, mert ha g(x)
negativ szemidefinit, akkor —g(x) pozitiv szemidefinit.

= Ha ¢(x) szemidefinit, akkor van nulla sajitértéke, tehat A deterni-
nansa nulla, ezért rangja n-nél kisebb. Ha ¢(x) pozitiv szemidefinit, akkor
minden helyettesitési értéke nagyobb vagy egyenl6 nulldndl, ez igaz akkor
is, ha a részmatrixnal nem valasztott valtozok értékének nullat adunk. Ek-
kor ¢, (x) helyettesitési értékeit kapjuk, ¢,(x) tehat pozitiv szemidefinit. De
szemidefinit nem lehet, mert matrixa teljesrangu, tehat pozitiv definit.

< Tegyiik fel most, hogy ¢.(x) pozitiv definit, és, a konnyebb jelolés
kedvéért, a valtozdi az x1, x2, ..., =, legyenek. Az y = Cz ortogondlis
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transzforméciéval hozzuk g(x)-et tiszta négyzetes alakra. A tiszta négyzetes
alak egyiitthatéi a sajatértékek, melyek koziil csak r darab nem nulla. A
C-t gy valasszuk meg, hogy az elsé r egyiitthaté legyen nullatol kiillonbozo:

g(C*y) =D i
=1

Bizonyitandd, hogy a A1, Ao, ..., A. szdmok pozitivok. Nulla nem lehet
koztiik, tegyiik fel indirekt médon, hogy van koztiik negativ, az altalanos-
sdg megszoritdsa nélkiil feltehetd, hogy A, < 0. Az y = Czx kifejezésben

helyettesitsiink x,+1 = x,42 = ... = z, = 0-t, akkor ¢(x) a ¢, helyettesi-
tési értékét adja meg. Valasszuk meg az x1,x9, ..., T, szdmokat gy, hogy
Y1 = y2 = ... = yYp—1 = 0 legyen. Mivel ez r — 1 darab r valtozés homo-

gén linedris egyenlet teljesiilését kivanja meg, ennek mindig van nemtrividlis
megoldésa. Ilyen valasztas mellett

g(z) = Ay; <0

a Aq-re tett feltétel miatt. De ez a ¢, (x) helyettesitési értéke x # 0 pontban,
ami ellentmond ¢, (x) pozitiv definitdsdnak. O

16. Kérdés. Mutassuk meg, hogy A*A pozitiv definit vagy pozitiv
szemidefinit matrix aszerint, hogy A teljesrangi maéatrix vagy nem. Igaz-e,
hogy minden pozitiv definit vagy pozitiv szemidefinit szimmetrikus métrix
A*A alakban irhaté fel?

17. Kérdés. Igaz-e, hogy egy vetités akkor és csak akkor ortogonalis,
ha maétrixa pozitiv szemidefinit?

6.10. Linearis egyenletrendszer megoldasa iteracio-
val

Az alabbi, nagyon kénnyen el6éallithaté iteracié is otletet ad az egyenletrend-
szer numerikus megoldasara. Irjuk 4t az Ax = b egyenletrendszert @ =
= (I — A)z + b alakba, és képezziik az

LTpnt+1 = (I — A)$n +b
iteraciét valamely a1 vektorbdlkiindulélag. Ha az eljards konvergens, akkor

x = limz,, kielégiti az x = (I — A)x + b egyenletet, tehit az egyenletrend-
szer megoldasat adja. Tegyiik fel a tovabbiakban mindig, hogy A négyzetes
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matrix és az egyenletrendszer megoldhaté. Ha x jeloli a megoldéast, akkor a
két egyenlet kivonasabol, majd a kapott egyenlet ismételt alkalmazasabdl az

t,—x=T-A)(x, 1—z)=T-A)* (xpo—z)=..=(T—A)"(zg—x)

Osszefiiggést kapjuk. Tetszbleges xp-bdl kiindulva az eljards akkor és csak
akkor konvergens, ha (I — A)" — 0, vagyis, ha I — A spektral sugara 1-nél
kisebb. Ez azonban nem mindig teljesiil, tehat a mddszer javitadsira van
sziikség.

Ha az iteracié minden x¢-ra konvergens, akkor az egyenletnek csak egyet-
len megoldasa lehet, tehdt A sziikségképpen invertdlhaté matrix.

Ha A1, Ao, ..., A, jeloli A sajatértékeit, akkor I — A sajatértékei
1=A1, 1= Xg, .oty 1= Ay, vagyis az €p41 = (I — A)x, + b iteracié akkor
konvergens, ha A sajatértékei az 1 pont koriili egységsugari kor belsejébe
esnek. Ha az egyenletet el6bb c-vel beszorozzuk, és ezutan hajtjuk végre
a fenti eljarast, akkor a sajatértékek el6zbleg c-vel beszorzdédnak, tehat az
el6z6 kritérium elérheté mindig, ha minden i-re Re\; > 0.

Ahhoz, hogy Re); > 0-t elérjiik, szorozzuk meg az egyenletet A*-gal!
Igy kapjuk a kovetkezd allitast. A ¢ szém megvalasztasdhoz az || A|| feliilrsl
egyszerien megbecsiilheto.

6.10.1. Tétel. Ha A invertdlhaté matrix, és az Ax = b egyenletrend-
szer megoldasat xp-lal jeloljiik, akkor ¢ < W esetén az

Tpy1 = (I —cAA)x, + cA™D

iteracié konvergens és x,, — ¢y barmely x; kiindulé vektor esetén.
Bizonyitds. Mivel A invertdlhatd, az A*Ax = A*b megoldédsa azonos
az Az = b megolddsdval. A B = A* A maétrix pozitiv definit (1d. 6.9. 16.
Kérdés) és szimmetrikus, igy minden sajatértéke pozitiv. Jelolje A\; < g <
. < A\, a B sajatértékeit, akkor I — cA* A sajatértékei az 1 — c)\; szdmok
lesznek. Mivel 0 < c)\; < c||A4|? < 2, kapjuk, hogy |1 — c\i| < 1, vagyis a
6.8.1. Tétel kovetkeztében (I —cA*A)" — 0. Igy a fejezet elején elmondott
bizonyitas A helyett cB-re megismételhetd, vagyis az iteracié konvergens és
a megoldashoz konvergal. [J
Megkérdezhetjiik még, hogy milyen c¢ érték mellett lesz a leggyorsabb a
konvergencia. A 6.8.1. Tétel alapjdn a konvergencia sebessége exponenciélis,
ahol az exponencidlis kifejezés alapja ¢ = max(|1 — c\;|). Jelen esetben
g = max(1l — ¢\, ¢\, — 1). ¢ akkor minimadlis, azaz a konvergencia akkor
a leggyorsabb, ha ¢ = ekkor ¢ = 22221, Roviden szélva a két szélsé

2
AP g Mt D T AntAr : .
sajatérték ismeretében optimalizalni tudjuk a konvergencia sebességét.
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6.11. Még egyszer az ortogonalizaciorol

Ha adott az a1, ao, ..., a, linedrisan fiiggetlen vektorrendszer, akkor linea-
ris transzforméacidk sorozatdval ortogonadlis és egységvektorokbol all6 vektor-
rendszert tudtunk késziteni a Gram—Schmidt-féle ortogonalizicids eljarassal
(1.4.4. és 1.5.2. Tétel). Kérdés, hogy ez a rekurziv eljards egyetlen 1épés-
ben is elvégezhet6-e, explicite megadhaté-e olyan B linedris transzforméacié,
hogy a Bai, Bas, ..., Ba, vektorok egységvektorok és ortogonalisak?

A kérdés osszefiigg az ortogonalis vetités megadasanak a kérdésével (3.5.10.
Tétel), hiszen ortogonalis vektorok esetén az dltaluk kifeszitett altérre torté-
no ortogonalis vetités igen egyszertien megadhatd, amint az az aldbbi tételbdl
lathato.

6.11.1. Tétel. Ha az a1, ao, ..., a, vektorok egységvektorok és orto-
gonalisak, és

A= (a1, ag, ..., a,),

akkor a vektorok altal kifeszitett altérre (vagyis A képterére) torténé orto-
gonalis vetités matrixa A A*.

Bizonyitas. A vektorokra tett feltételek alapjan a;a; = 0, ha i # j,
és a;a; = 1, ha i = j, és ennek alapjan A*A = I,, ahol I, az r-dimenzids
egységmatrix.

Az A A* transzformicié vetités, mert

(AA%)? = A(A*A)A* = AT, A* = AA*.

A vetités ortogondlis, mert A A* szimmetrikus métrix (1d. 3.4.5. Tétel):
(AA*)* = A*FA* = AA*

A A* képtere Ry, mert egyrészt trividlisan Rq4+ C R, mésrészt R4 =
= Raa+a C Rap+. U

Adjuk meg az A matrixot az A = ( 1;1,0 >, alakban, ahol az A osz-
lopvektorai linedrisan fliggetlenek és Ag teljesrangui négyzetes matrix. Az
altaldnos eset sorcserékkel mindig ilyen alakra hozhaté. Ha keressiik az
A képterére ortogondlisan vetitd matrixot, a 3.5.10. Tétel mellett méasik
megoldasnak kindlkozik ortogonalizalas utdn a 6.11.1. Tétel alkalmazasa.
Az ortogonalizalas torténhet a Gram—Schmidt-eljarassal, vagy egy alkalmas
matrixszal torténd jobb oldali szorzassal. Ez utébbi utat kdvetjiik az alab-
biakban.

Az aldbbiakban fontos szerepet fog jdtszani a 3.5.10. Tétel C és D
matrixa, melyek definicidja:

C=VA,'ésD=(I+C*C)!
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Néhany apré, egyszeri segédtétellel kozelitjiikk meg a problémat.
6.11.2. Segédtétel. I + C*C pozitiv definit matrix.
Bizonyitas. A hozzatartozé kvadratikus alak

(2.(I+ C"C)z) = ||a|> + (z, C* Cx) =
= ||z|l* + (Ce, Cx) = ||2|* + || Cx|> > 0,

ha x # 0, ami a pozitiv definit tulajdonsagot jelenti. O

6.11.3. Segédtétel. Pozitiv definit matrix inverze is pozitiv definit.

Bizonyitas. Ha G pozitiv definit, akkor (z, G~'z) = (Gy, y) > 0, ha
y # 0, vagyis, ha  # 0. I

A 16. Kérdésben lathattuk, hogy minden szimmetrikus, pozitiv definit
G métrix felirthaté G = HH* alakban. Ez a felirds természetesen nem egy-
értelm, hiszen ha K tetsz6leges ortogonalis matrix, akkor (HK)(HK )* =
= HKK'H* = HH* = G. Més lehet6ség azonban nincs, a felbontds
tényezoi jobb oldali ortogonalis matrixszorzotol eltekintve egyértelmiiek.

6.11.4. Segédtétel. Ha G pozitiv definit és G = HH* és G =
= H1H*, akkor van olyan K ortogondlis matrix, hogy H; = HK.

Bizonyitas. Mivel G pozitiv definit, teljesrangu, ezért H is az, és igy
Hl_1 létezik. A feltétel alapjan HH* = H,H.*, vagy atalakitva
H_1H1H1*H_1* = (H_1H1)(H_1H1)* =1.AK = H_1H1 matrix
tehat ortogondlis, és Hy = HK. [J

Hasznaljuk a fejezet elején bevezetett jeloléseket, legyen A = ( 1‘4/.0 ),
C=VA,'ésD=(I+C*C)"".

6.11.5. Tétel. Adott A mellett vegyiik a D matrix tetszéleges D =
= FF* felbontdsat. Az AB métrix oszlopvektorai akkor és csak akkor

ortogonalis egységvektorok, ha B = A lp.
Bizonyitas. < Az B adott védlasztasa mellett AB = ( 4o > AalF =

|4
F F .
( VAalF > = < CF > Mivel

F

(F* F*C*) ( CF

) = F*F+ F*C*CF = F*(I, + C*C)F =

=F*D'F=FF 'F'F=1,

az A B oszlopvektorai ortogondlis egységvektorok.
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= Ha valamilyen F-re AB oszlopvektorai ortogonalis egységvektorok,
akkor
F

I, =(F* F*C*)< i

> =F'F+ F'C*"CF =

=F*(I,+ C*C)F =F*D'F,

és ebb6l D! = F~Y*F~1 azaz D = FF*. O

Az egy 1épésben torténd ortogonalizdcid szép, de az F matrix eléallitasa
nem egyszeri, legaldbbis a 16. Kérdésben megadott médon. Itt adunk egy
masik el6allitdst, azonban ez is csak 1épésenként elvégezhetoé konstrukcid,
kisértetiesen hasonlit a kézzel torténé gydkvonasra.

Képezziik a D pozitiv definit és szimmetrikus métrixbdl a hozzatartozo
¢(x) = (xz, Dz) kvadratikus alakot, ami a D = F*F faktorizdcié utdn a
q(z) = (x, F*Fz) = (Fz, Fx) = ||Fz||? alakot olti. Hozzuk g(x)-et az
||Fz||* alakra teljes négyzetre torténd kiegészitéssel.

D = (d;;) jelolés mellett di; > 0 a pozitiv definit tulajdonsdg miatt,
ezért

q(z) = d11($1+2x1zdf:€z +q(z) = x1+zd )? + q2(&),

ahol & = (z2,23,...,Tp) és q2(Z) n — 1 véltozds pozitiv definit kvadratikus
alak. go(Z)-re az elJaras folytathato és n — 1 1épésben a

n
=2 v
i=1

tiszta négyzetes alakhoz jutunk, ahol y; = Z fijz;. Ezzel az ||Fz||? alakra
Jj=t
hozds megtortént és az F matrix leolvashaté: F' fels6 hdromszog matrix,

melynek nem nulla elemei az f;; szdmok.

A moédszer elsajatitasdhoz ajanljuk a kovetkezd gyakorlatot:

17. Kérdés. Melyek a D métrix D = F*F faktorizdcidjahoz tartozo
tényezok, ha

1 2 3
D=2 8 10 |?
2 10 16
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1. Hény linedrisan fiiggetlen sajatvektoravanaz A= 0 1 —1 | mét-
0 01

rixnak?

A karakterisztikus egyenlet (A — 1) = 0, tehat A = 1 hdromszoros sajat-
érték, mas sajatérték nincs. Az ¢ = (x, y, z) sajatvektorokat az

rt+y=x
Yy—z2=Yy

Zz =2z

egyenletrendszer adja. Ennek altalanos megoldasa: y = z = 0, és x tetszo-
leges, ami a (1, 0, 0) vektor tobbszoroseit jelenti. M4s, konstans szorzétol
eltekintve kiilonbozé megoldés nincs, tehat csak egy (1ényegesen kiilonb6z6)
sajatvektor van.

2. Az A matrix sajatvektorai (2, 1, 1), (1, —1, 1) és (1, 1, 2), a hozz4-
tartozé sajatértékek rendre 1, 2, és 1. Meghatarozzak-e az adatok A-t7 Ha
igen, szamitsuk is kil

A sajatvektorok meghatarozzék a diagonalizdldas C matrixat, a sajatér-
tékek a D diagonalis matrixot, az A matrix ebbdl sorrendcserétol eltekintve
egyértelmiien meghatirozhaté: C~'AC = D, ebbdl A = CDC .

2 1 1 (3 1 -2 1 00
c=(1-11}|,c'==[1 =31 D=0 20 |,
11 2 S\ 91 3 00 1
Ebbél
L [6 31
A=cDC‘t'==-| -1 8 -1
S\ 1 -3¢

3. Igaz-e, hogy az ortogondlis matrixok minden valés vagy komplex
sajatértékének az abszolut értéke 17

Igen. Ha A sajatérték és v a hozzatartozé sajatvektor, akkor Av =
= \v, itt komplex sajatértéket és sajatvektort is megengedve. Az A komplex
vektorokra is normatartd, mert v = x + iy esetén Av = Az + iAy, és
|Av||* = [|Az|]*+||Ay|]* = ||z +[|y|]* = ||v]|*. Az Av = Av egyenletbdl
[ Av][ = [A[[[v]], és fgy [A] = 1.
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4. Mutassuk meg, hogy az ortogondlis matrixok esetén a kiilonb6z6
sajatértékekhez tartozo sajatvektorok ortogonalisak. Igaz-e ez komplex sa-
jatértékekre, sajatvektorokra is?

Nézziik rogton komplex kornyezetben. Tegyiik fel, hogy A sajatértékhez
az u sajatvektor, a u # X sajatértékhez a v tartozik. Egyrészt (Au, v) =
= Mu, v), mésrészt (Au, v) = (u, A*v) = (u, A lv) = %(u, v) =
= p(u, v) (itt felhaszndltuk, hogy |u| =1,1d. 3. Kérdés). A két sszefliggést
osszehasonlitva (u, v) = 0 adddik.

5. Igazoljuk, hogy az

cosp —sing --- 0

siny  cos - 0
A=\ . . ,

0 0 e 1

maétrixszal megadott forgatds (1d. 4.6.) sajatértékei az 1, €%, e~% szamok,
ha n > 3. Igaz-e, hogy a komplex sajatértékekhez tartoz6 invaridns altér a
forgatas ,,tengelyének” ortogonalis kiegészité altere?

A karakterisztikus egyenlet
(1= N)""2[(cosp — A\)? +sin ] = (1 —A)""2(A\2 —2\cosp + 1) = 0,

ennek megolddsa A = l-en kiviil A = cos@ + isinp = e, Az e *-hez
tartoz6 komplex sajatvektor (1, 4, 0, ... ,0), ennek valés és imagindrius része:
(1, 0,0, ..., 0) valamint (0, 1, 0, ..., 0) vektorok. A forgatas ,tengelye”
a 2-nél magasabb indexi koordinata egységvektorok altal kifeszitett altér,
erre ezek a vektorok merélegesek. Mivel (n — 2)-dimenziés altér ortogondlis
kiegészit6je 2-dimenzids, a (1, 0,0, ..., 0) ésa (0, 1,0, ..., 0) vektorok &ltal
kifeszitett altér az ortogondlis kiegészito altér.

6. Ha a matrix nemnegativ elemekbol all, és minden sordban az elemek
Osszege 1, akkor sztochasztikus matrixnak nevezik (az tn. atmenet valé-
szinliségek métrixa). Igaz-e, hogy az n x n-es A sztochasztikus matrixnak
A = 1 mindig sajatértéke? Azt mondjuk, hogy az Ax = x egyenlenek =
sztochasztikus megolddsa, ha & minden koordinataja nemnegativ és a ko-
ordinatak Osszege 1. Igaz-e, hogy ha A\ = 1 egyszeres sajatérték, akkor az
Ax = x egyenletnek csak trivialis sztochasztikus megoldédsa van, azaz
T = %1.

Az A — I maétrixban a sorok osszege 0, tehdt, ha az elsé n — 1 oszlo-
pot hozzdadjuk az utolsé oszlophoz, az utolsé oszlop nulldva valik, tehéat
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A — I determinansa nulla. Ez azt jelenti, hogy A\ = 1 sajatérték. Az x = %1
trividlisan megoldds, trivialisan A = 1-hez tartozé sajatvektor. Egyszeres
sajatérték esetén viszont csak konstans szorzéban kiillénbozhet barmely més
sajatvektor. [

5 -1 -2
7. Diagonizalhaté-e az 4 0 -2 matrix? Ha igen, szdamoljuk
4 -1 -1

is ki (j6l hasznalhatjuk az Excelt az 5.7.-ben leirtak szerint)! Ortogondlis
transzformacioval diagonizalhato-e?

A karakterisztikus egyenlete — dtalakitdsok utén —(A — 1)%(A — 2) = 0,
vagyis sajatértékei: 1, 1, 2. A X = 1-hez tartozd két linearisan fliggetlen
sajatvektor (1, 0, 2) és (1, 2, 1) (igy vélaszthatd), a A = 2-hez tartozo
sajatvektor (1, 1, 1). Mivel 1étezik harom linedrisan fiiggetlen sajatvektor,
a matrix diagonizalhat6 (6.1.4. Tétel).

A C métrixot a sajatvektorok alkotjak, szamoljuk ki az inverzét:

1 1 1 -1 0 1
c=(021)|,c'=| =21 1 ,
2 11 4 -1 -2
és a transzformaciés képlet alapjan
100
cltAac=[010
0 0 2

Ortogondlis transzforméciéval nem diagonizalhatd, mert nem szimmetrikus
a matrix (6.4.3. Tétel).

8. Igaz-e, hogy szimmetrikus matrix csak ortogonalis matrixszal diago-
nizalhato?

Nem igaz. Az I barmely teljesrangii C matrixszal diagonizdlhatd, hiszen
C—'IC =I. A példa tul trividlis, de kevésbé trivialis példa is adhat6. Legyen

I 0
A= )
0 B
ahol B tetszbleges szimmetrikus méatrix. C'; legyen tetsz6leges megfelel6
méretli matrix, Co pedig B-t diagonalizalé matrix, akkor
Cy 0
C =
0 C,
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diagonalizalja A-t és nem feltétleniil ortogondlis matrix.

9. R3-ban adhaté-e példa arra, hogy diszjunkt, generslé alterek direkt
osszegként nem allitjdk el R3-at?

Vegyiink fel R3-ban harom diszjunkt alteret, két egydimenziést és egy
kétdimenzidst. Az egyszerliség kedvéért, a koordindta egységvektorokat g,
J, k-nak nevezve, legyen az egydimenzios alterek bézisa %, ill. j, a kétdi-
menzi6sé k és i + j. Barmely € R3 felirhaté = ai + bj + ck alakban,
ahol a harom tag a harom altér egy-egy eleme. De o« barmely valasztasa
mellett felirhaté @ = (a— a)i +(b— a)j +[ck + a(i + j)] alakban is, ahol
a harom tag szintén a harom altér egy-egy eleme. A felbontds tehat nem
egyértelmi, vagyis nem direkt 6sszegrdl van szd.

Mas példa talan még egyszeriibb. Vegytink fel £ > 3 darab vektort, me-
lyek generaljak R3-at, és barmely ketté linedrisan fiiggetlen. Minden egyes
vektor general egy alteret, ezek az alterek diszjunktak. Mivel a vektorok ge-
neraljak R3-at, minden z € R3 felirhaté ezen vektorok linedris kombinacié-
jaként, de a feliras akkor és csak akkor egyértelmii, ha a vektorok linearisan
fliggetlenek, ami k > 3 esetén lehetetlen.

10. Kérdés. Igaz-e, hogy ha v adott sajatvektor, akkor azon x elemek
halmaza, melyek gyokere v, a 0-ral kiegészitve B-re invarians alteret ad?

A kérdés becsapds. Nyilvan invaridns halmazt ad, de nem alteret! a
legyen p > 2 indexii vektor, melynek a gyodkere v, és v; legyen v-tdl line-
arisan fiiggetlen sajatvektor. Ekkor a is, és a 4+ vy is eleme a halmaznak,
hiszen mindkettd gyckere v: BP~l(a + v1) = BP"la = v. A két vektor
kiilonbsége v1 azonban nem eleme a halmaznak.

110
11. Kérdés. Igaz-e, hogy az A = 01 -1 matrix tiikr6z6
0 01

transzformaciéval Jordan-alakra hozhaté? Hatdrozzuk meg a masodlagos
sajatvektorait!

A karakterisztikus egyenlet alapjan A = 1 hdromszoros sajatérték. Az
A métrix mésodlagos sajatvektorai e, es, es, hiszen Ae; = ey, Aes =
= ey + e, Aeg = e3 — es. Ha az e, eo, esg bazist atalakitjuk ugy,
hogy ei-et és es-t megtartva ez helyett —es-at valasztunk, akkor Ae; = e,
Aey = ez + ej, A(—e3) = (—e3) + ea. Ennek a transzforméciénak a

1 10
matrixa, melyet tiikrozéssel értiinkel,a | 0 1 1 | Jordan-alakd métrix.
0 01
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12. Igaz-e, hogy minden vetitésnek (a 0-t és I-t itt nem tekintve vetités-
nek) pontosan két kiilonbozé sajatértéke van? Igaz-e, hogy minden vetités
norméja 17

A vetités definiciéja: A? = A. A ) sajatértékre és v sajatvektorra
Av = \v, szorozzuk ezt A-val balrél: A?v = MAw, vagyis Av = \v.
A két Osszefiiggésbdl A = A2, vagyis A = 0 vagy 1. A magtér elemeire \ =
0, a vetités képterének az elemire A = 1 teljesiil.

Mas meggondolassal, minden vetités a 4.5. fejezetben elmondottak sze-
rint a Bg-lal jelolt kanonikus alakra hozhatd, amibdl 1athaté, hogy sajatér-
tékei 0 és 1.

Az ortogondlis vetités norméja 1, mert a Pythagoras-tételbdl (3.4.5. Té-
tel) kovetkezik, hogy |[Az|| < ||z||, és a vetités képterének az elemeire az
egyenlGség teljestil.

Ha A nem ortogonalis vetités, akkor vezessiik be az alabbi jeloléseket.
Legyen A képtere R, magtere M és képezziik a magtér ortogonalis kiegészit6
alterét M-1-t. Vélasszunk tetszélegesen egy & € M+, x # 0 vektort, ennek
A szerinti vetiilete legyen y = Az. Ha y-t ortogondlisan vetitjilk M'-re,
akkor x-et kapunk, hiszen Ax — x, az A vetités vetitésugara, mindig M-
be tartozik, ezért ortogonalis M'-re, tehat tényleg ortogondlis vetiiletrél
van sz6. A Pythagoras-tételt (3.4.5. Tétel) alkalmazva alkalmas x vektorra
||Az|| > ||z||, hiszen Az — & # 0 elérhetd, mert az A vetités a feltétel
szerint nem ortogonédlis. Ebbdl lathatd, hogy ||A|| > 1. Kimondhatjuk tétel
formajaban is:

Tétel. Az A vetités akkor és csak akkor ortogonalis, ha ||A|| = 1.

Még tovabb léphetiink. A vetités a szogét is definidlhatjuk a sina = m
képlettel. (Rajzoljuk fel hirom dimenziéban, és lathatjuk, hogy két sik (M =+
és R) szogét pontosan igy definialtuk.)

13. Megegyeznek-e AB és BA sajatértékei? A sajatértékek multiplici-
tasa is megegyezik? Igaz-e, hogy ||A|| = ||A™||?

A nem nulla sajatértékek egyezése konnyen bizonyithaté. Legyen A #
# 0 AB-nek sajatértéke, és v legyen a hozzdtartozé sajatvektor, akkor
ABv = Av. Szorozzuk meg balrdl mindkét oldalt B-vel, akkor BABv=
= ABw, vagyis Bv a BA-nak sajatvektora ugyanazon \ sajatérték mellett.
Bv = 0 nem lehet, mert akkor ABv = Av alapjan v is nulla lenne.

A tovéabbi vizsgalat egy kicsit bonyolultabb. Tegyiik fel el6szor, hogy
|B| # 0. Tekintsiik a |[BAB — AB| = 0 A\-ra vonatkozd egyenletet. A
B kiemelhet6 jobbrél is és balrdl is, ezért a fenti egyenlet atalakithato
|B|-|AB — M| = 0, illetve |[BA — M| - |B| = 0 alakba, ami azt jelen-
ti, hogy a |AB — \I| és a | BA — \I| karakterisztikus polinomok azonosak.
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Ha | B| = 0, akkor ,,perturbdldssal” bizonyithaté az azonossag. B helyett
vegyiik a B,, = B — ¢,1 matrixot, ahol ¢, — 0, és az ¢, sorozat elkeriili
B sajatértékeit. Akkor |B,| # 0, tehat az el6zéekben bizonyitott allitas
érvényes: -|AB, — A\I| = |B,A — M| . Rogzitett A mellett mindkét kife-
jezés e, folytonos fiiggvénye (polinomja), tehdt €, — 0 esetén a bal oldal
|AB — M\ |-hez, a jobb oldal |[BA — AI|-hez tart, tehdt AB és BA karak-
terisztikus polinomja azonos. Ez az Osszes sajatérték és a multiplicitdsok
egyezését jelenti.

Mivel ||A|| az A* A, az || A*|| az A A* legnagyobb sajatértékének a négy-
zetgyoke, és tudjuk, hogy A*A és A A* sajatértékei megegyeznek, a normak
is egyenl6k.

14. Tudunk-e egyszerii példat adni arra, hogy A minden sajatértéke
abszolit értékben egynél kisebb, és ||A|| > 17

A 12. Kérdés soran lattuk, hogy az A nem ortogondlis vetités norméja
mindig 1-nél nagyobb. Valasszunk egy ¢ szdmot gy, hogy 1 < ¢ < ||A||. Az
A sajatértékei 0, vagy 1 lehetnek. Képezziik a %A matrixot, a sajatértékei
0 és 1, tehdt 1-nél kisebbek, ugyanakkor ||1A|| = 1||A4]| > 1.

Még egyszeriibb talan a kovetkezo. Legyen C' olyan métrix, melyben
minden elem nulla, kivéve a1,-et, legyen a1, = K. Az %I + C olyan matrix,
melyben minden sajarérték %, ugyanakkor az x = (0, 0, ..., 0, 1) vektorra
alkalmazva ||(31 + C)z|| > K, tehét ||(3I + C)|| > K.

15. Igaz-e, hogy minden négyzetes A métrixra sin?A + cos?4A = I?

Mivel a sinx és a cosx hatvanysora a teljes komplex sikon konvergens,
sinA és cosA mindig értelmezhetd.

Allitsuk el§ sinz és cosz hatvanysorat! Mivel sin’?z = % — %cos 2x,
sin? z hatvanysora

1 1 2%k
2, 4+ 1 Z 2k
ST ST Pt (2k)!w ’
és hasonloképpen
1 1o 2%
2+ 4 2k
cos x—2+2 E (Qk)!m .

Ebbdl
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és

cos2A—11+3i 2t A2’f—11+c
2 2 £~ (2k)! 2 ’

vagyis sin?A + cos?A = 1.

16. Mutassuk meg, hogy A*A pozitiv definit vagy pozitiv szemidefinit
matrix aszerint, hogy A teljesrangd maéatrix vagy nem. Igaz-e, hogy minden
pozitiv definit vagy pozitiv szemidefinit szimmetrikus matrix A*A alakban
irhaté fel?

A* A nyilvan szimmetrikus métrix, mert transzponéltja énmaga. Mivel
(x, A*Azx) = (Az, Az) = ||Az||? > 0, a pozitiv szemidefinit vagy definit
tulajdonség igazolva van. |A*A| = |A*|-|A| = | A|?, tehat ha |A| = 0, akkor
|A*A| = 0 szintén, és a kvadratikus alak csak pozitiv szemidefinit lehet. Ha
|A| # 0, akkor |A*A| # 0, tehat pozitiv definit alakrdl van szé.

Ha B pozitiv definit vagy pozitiv szemidefinit, akkor a C ortogona-
lis transzforméciéval olyan tiszta négyzetes alakra transzformélhatd, ahol
minden egyiitthaté (sajatérték) pozitiv, vagy nulla. Jeloljiik D-vel azt a di-
agonalis matrixot, melynek féatlojat a sajatértékek négyzetgyokei képezik,
és legyen A = DC*. Tlyen vélasztds mellett A* = CD és

A*A = CDDC* = CD?*C* = B.

17. Melyek a D métrix D = F*F faktorizacidjahoz tartozé tényezok,
ha

1 2 3
D=|2 8 10 |?
2 10 16
A D-hez tartozd kvadratikus alak
q(z) = 22 + 4oy + Tzz + 8y? + 207z + 1622 =
= (z + 2y + 32)? +4y2 + 8az + Tz =
= (z + 2y + 32)% + (22 + 22)% + (V32)2

Ebbdl leolvashaté, hogy

N

Il
o O =
S NN
SNJCAD
w
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és ellendrizhetd, hogy D = F*F.

18. Igaz-e, hogy egy vetités akkor és csak akkor ortogonéalis, ha métrixa
pozitiv szemidefinit?

Jeloljiik az ortogonalis vetitést P-vel, akkor (z, Pz) = (z, P’z) =
= (P*z, Pz) = ||Pz||*> > 0.

Maésrészt, ha P a vetités, és Py jeloli ugyanarra a képtérre torténo orto-
gonalis vetitést, akkor védlasszunk olyan x-et, melyre Pz # Pgx és legyen
y=x — (P + Py)z. Ekkor

0= (g, Py) = (4, 5(P — Po)w) = ~(y, 5(Po — P)) = —(y, Poy) <0,

tehédt (y, Poy) = 0. Py ortogonalitdsa miatt (x — Pox, Poy) = 0, a kettd
kiilonbségeként, felhasznédlva, hogy y — (x — Pox) = %(PO — P)x = Pyy,
kapjuk, hogy ||Poy||> =0, Poy = 0, de ekkor Px = Pyzx.

Ha P = I, akkor nem igaz az &llitas, mert P pozitiv definit.
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inverz matrix 1étezése 48, 117
inverzié 101, 111

involutérius matrix 101

iteracié, lineraris 167
Jacoby-determinans 118
Jordan-alak 153

karakterisztikus egyenlet 136
karakterisztikus sorozat 164
képtér 35
képteres megadas 58, 61
kib&vitési tétel 17, 18, 19
kiegészit6 altér 24

ortogonalis 24
kifejtési tétel 115
kommutativ tulajdonsig 12, 39
komplex sajatérték invaridns altere
139
korlatos transzformacio 154
korrelaciés egytitthatd 16, 29
kobtartalom 117

el6jeles 120
kvadratikus alak 163

matrixa 163
kvézidiagonalis matrix 150

legkisebb négyzetek elve 70
lineéris egyenletrendszer 61
megoldasa 73, 83, 96, 126, 167
megoldhatésaga 62
stabilitdsa 157
tulhatarozott 71, 88
linedris funkcionél 39
linearis fiiggetlenség 16, 17
linedris fiiggoség 16, 95
linearis kombinécié 17
linedris leképezés 35
matrix reprezentacié 39

linearis tér 12
linearis transzformaécié 48
inverze 49

magtér 44
magteres megadés 58, 59
matrixmiiveletek az Excelben 128
matrixok 36, 37, 38
Osszeadéasa 39
szammal szorzasa 39
matrixok szorzasa 40, 41
szorzasa vektorral 40
matrixok, teljesrangu 46
matrixok transzponalasa 43
n-dimenzids tér 9

negativ definit kvadratikus alak 164
nilpotens matrix 151
sajatértékei 151
norma, linedris transzforméaciora 155
vektorokra 13
normal transzverzalis 66

ortogonalis altér 23
ortogondlis matrix 99

sajatértékei 138

sajatvektorai 138
ortogonalis transzforméaci6 99
ortogonalitas 16
ortogonolizacidé 18, 19, 168
oszlopvektor 37

Pascal-haromszog 10
moédositott 10
parallelepipedon 117
térfogata 118
paratlan permutdcié 101
péaros permutacié 101
permutalé matrix 100
pozitiv definit kvadratikus alak 164

rang, matrixra 37
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vektorrendszerre 20
rangszamitas 45, 46, 47, 48
rangszam-tétel 45
relativ inverz 74
Riesz-tétel 40

sajatérték 135
komplex 138
t6bbszoros 140
sajatvektor 135
masodlagos 140
sikok 57, 58
kitér6 65
metszete 63, 64
ortogonalis 67
parhuzamos 65
skalarszorzat 12
sorvektor 37
spektral sugar 157, 161
szemidefinit kvadratikus alak 164
szimmetrikus matrix 146
diagonalizalasa 146
sajatértékei 146
sajatvektorai 146
szimplex 121
szabdlyos 124
térfogata 124

sztochasztikus matrix 145
sziirjektiv tulajdonsag 44

tavolsiagfogalom 13, 14
tavolsdgtarto leképezés 99
térfogati torzulas 118
tiszta négyzetes alak 163
tObbszoros sajatérték inv. altere 140
transzponalas 43
tulhatérozott egyenletrendszer 71, 88
tiikkrozés 101

ortogondlis 102

vektorok 9
norméja 13
ortogonalitasa 16
Osszeadésa 11
skaldrszorzata 12
szammal szorzasa 11
szoge 16

vektortér 12

vetités 67, 79
normaja 156, 176
ortogondlis 67, 82

vetit6 sik 67

vetito sugar 69

vetiilet 69



