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FOKSOROZATOK PARHUZAMOS LESZAMLALASA

IVANYI ANTAL, KASA ZOLTAN

Az egyszeri grafok foksorozatainak tesztelése, el6allitdsa és leszamlaldsa
gazdag irodalommal rendelkezik. Cikkiinkben parhuzamos algoritmusokat
ismertetiink, melyek segitségével leszamlédltuk az egyszerii gréfok (G(n))
és az izolalt csicsot nem tartalmazé egyszerii grafok (G.(n)) foksorozatait
n = 24,...,31 csucs esetén.

1. Bevezetés

A gyakorlatban gyakran el6fordulé probléma kiilonb6zé objektumok rangsoro-
lasa (példék taldlhatdak [89, 95]-ben). Az egyik mddszer az, hogy az objektumokat
paronként 6sszehasonlitjuk, az dsszehasonlitas alapjan — rendszerint kiilonbozo, de
esetenként azonos szamu — pontokat rendeliink az 6sszehasonlitott objektumok-
hoz, és az Osszegyijtott pontjaik szdma (vagy a nyert és vesztett pontok szdmdnak
kiilonbsége) alapjan rangsoroljuk Oket. Az azonos pontszamu eset irdnyitatlan
[14, 15, 16, 17, 20, 22, 23, 24, 25, 26, 33, 34, 35, 39, 44, 47, 48, 53, 56, 57, 59, 60,
62, 63, 61, 66, 76, 77, 81, 82, 89, 91, 92, 93, 94, 95, 97, 99, 100, 105, 106, 110, 111,
112, 113, 114, 118, 119, 120, 121, 122, 126, 130, 131, 132, 133, 134, 135, 136, 137,
143, 144, 158, 159, 162, 164, 166, 167, 169, 170, 171, 172, 173, 184, 190, 191], mig
a kiilonboz6 pontszamu eset irdnyitott grafokkal [1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 18,
36, 21, 27, 28, 29, 30, 31, 36, 37, 38, 40, 43, 50, 51, 52, 55, 58, 64, 67, 68, 69, 70,
71, 72, 73, 75, 80, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 88, 90, 97, 98, 104, 103, 108, 109, 117,
123, 124, 129, 137, 138, 139, 140, 141, 142, 146, 147, 148, 149, 150, 151, 152, 153,
154, 155, 156, 157, 160, 163, 165, 168, 172, 174, 175, 176, 179, 180, 185, 186, 189]
kapcsolatos problémékra vezet.

Kiilonosen gazdag irodalommal rendelkezik az az eset, amikor az eredmények
egyszeril grafként reprezentidlhatéak (azaz az Osszehasonlitds eredményeképpen
vagy mindkét objektum nulla, vagy mindkettd egy pontot kap), és a probléma a
potencidlis foksorozatok [71, 187] tesztelése, rekonstrudldsa és leszdmléldsa.
Havel 1955-ben [78], Erdés és Gallai 1960-ban [56], Hakimi 1962-ben [74], Tri-
pathi és munkatdrsai 2010-ben [183] javasoltak egy-egy algoritmust annak eldén-
tésére, hogy egy nemnegativ egészekbdl &llé6 sorozat lehet-e egy egyszeri graf-
hoz tartozé foksorozat. Az algoritmusaik futasi ideje legrosszabb esetben Q(n?).
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2007-ben Takahashi [177], 2009-ben Hell és Kirkpatrick [79], 2011-ben Ivényi és
munkatdrsai [95], 2012-ben pedig Kirdly [107] egymdstdl fiiggetleniil javasoltdk
az Erdés—Gallai-algoritmus linedris futasi ideji valtozatat, 2012-ben pedig Ivanyi
[87] a Havel-Hakimi-algoritmus tesztel§ valtozatat, melyek futdsi ideje legrosszabb
esetben O(n).

A klasszikus Havel-Hakimi és Erd&s—Gallai-tételekre szamos 1j bizonyitds
ismert [32, 45, 116, 181, 182, 183]. Kiterjesztéseik (0,b)-gréfokra [46, 145] és
(a,b)-grafokra [84, 85, 87, 97, 151] szintén ismertek. Bemutatjuk a Havel-Hakimi-
algoritmus tesztel6 véltozatait [87], és Gsszehasonlitjuk a kordbbi linedris teszteld
algoritmusokkal.

Léteznek korai parhuzamos eredmények is, lasd példdul [3, 115, 149, 168, 174].
Az Erdés—Gallai-enumerating algoritmus (EGE1) [95] parhuzamos verzidjat hasz-
naltuk fel a 24, ..., 31 csicsi egyszerl grafok foksorozatainak leszamlélaséara.

Megemlitjiik, hogy maés szerzok is felhasznéltak algoritmusunkat kiilonbozé,
foksorozatokkal kapcsolatos problémdk megolddséra [16, 41, 54].

Legyenek I, m, n, u egész szamok, u > I, m > 1, n > 1. Hal < b, < u
(i =1,...,m), akkor az egész szdmokbdl all6 b = by,...,b,, sorozatot (I,u,m)-
korldtosnak nevezziikk. Ha b (0,n — 1,n)-korldtos, akkor n-korldtosnak, ha az
n—1>by >--- > b, >0 feltételt is kielégiti, akkor n-szabdlyosnak nevezzitk. Ha
egy n-szabalyos sorozat elemeinek 6sszege paros, akkor n-pdros. Ha létezik olyan
n csucsu egyszeri graf, amelynek b a foksorozata, akkor azt mondjuk, hogy a b
sorozat n-grdfos [71, 188]. Ha nincs ilyen graf, akkor b nemgrdfos. Egy n-szabdalyos
b sorozat els6 i elemét az i-hez tartozo fejnek, az azt koveté n — i elemét pedig az
1 indexhez tartozé faroknak nevezziik.

Cikkiink f& célja a linedris ERDOS—GALLAI-algoritmus parhuzamos megvaldsi-
tasdnak bemutatdsa. Bar a probléma énmagdaban is érdekes, szdmunkra a f6 moti-
vaciét Frank Andrés [65, Research problem 2.3.1] monografidjaban szerepld kérdés
megvalaszolasa jelenti: ,, Dontsiik el, hogy eqgy n egész szambdol dllé sorozat lehet-e
egy n csapatbdl dllo labdarigo bajnoksdg végeredménye.” A potencidlis futballsoro-
zatok tesztelésének és rekonstrudlasanak fontos részprobléméja a dontetlen soro-
zatok kezelése. Mivel az ,Ez a sorozat grafos?” és az ,Ez a sorozat egy labdarigé
dontetlen sorozat?” kérdések ekvivalensek (lasd [87, 99, 115, 121, 165]), ezért a
gyors valasz 1étfontossagu szamunkra.

Cikkiink felépitése a kovetkezs. A bevezetd 1. rész utdn a 2. részben bemu-
tatjuk a parhuzamos programunk alapjiul szolgald linedris ugré Erdds—Gallai-
algoritmust (EGLJ), majd a . részben ismertetjiik az EGLJ-algoritmus leszdml4l6
valtozatat. A . részben a feladat szabdlyos sorozatokon alapuld felbontasat, mig
az . részben a péaros sorozatokon alapulé felbontdsat mutatjuk be. A 6. részben
az EGLJ-algoritmus parhuzamos valtozatét (EGP), a 7. részben pedig a grafikus
és nem grafikus sorozatok dtugrdasanak lehetségeit elemezziik, végiil a 8. részben
Osszegezziik az eredményeket.
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2. Linedris ugré Erdés—Gallai-algoritmus (EGLJ)

Korédbbi cikkeinkben [87, 89, 95] ismertettiik a klasszikus Havel-Hakimi (HH)
[74, 78] és Erdds—Gallai-algoritmusokat (EG) [56], valamint ezek kiilonboz6 javi-
tasait. Fontos megjegyezni, hogy HHL linedris csak teszteli a megvizsgdlt soro-
zatokat, de nem &llit el6 a grafos sorozatoknak megfelelé grafot. Ugyanakkor a
helyredllité véltozat mindenképpen Q(n?) idét igényel.

2011-ben [95] bemutattuk a HH-algoritmus (HH) néhdny gyorsitott valtozatét,
majd 2012-ben [87] a linedris Havel-Hakimi-algoritmust (HHL).

Jelen cikkiinkben tédblazatokkal, valamint grafikonokkal 6sszehasonlitjuk a HH-
és EG-algoritmusok kiilonboz6 véltozatainak futasi idejét.

A cikk programjaiban a [49] tankonyvben leirt pszeudokdd konvencidkat ko-
vetjiik.

A HH-algoritmus gyorsitott valtozatal koziil csak a HHT-algoritmus kdédjat
ismételjitk meg, mivel kozreadjuk annak elemzését, mennyi esély van arra, hogy a
HHT maér az els6 1épésben felismer egy nemgrafikus n-szabalyos sorozatot. Itt és a
tovédbbiakban n a sorozat hosszét (a graf cstcsainak szdméat) jeloli, b = by,..., b,
pedig a vizsgdlandé (0, 1, n)-szabédlyos sorozatot.

2.1. Algoritmus. HAVEL-HAKIMI-TESTING (n, b)

Bemenet: n: csicsok szdma (n > 1);

b="by,...,b,: a megvizsgdlandd n-szabalyos sorozat.
Kimenet: 0 vagy 1: 1, ha b gréfos, és 0 egyébként.
Munkavdltozo: +: ciklusvaltozo.

1. fori=1ton—1 // 1-6. sor: b elemeinek tesztelése
2. if i +b; > n vagy bitp, =0 // 2-3. sor: b nem grafikus
3. return 0

4 for j=i+1toi+ b

6. bit1,...,b, rendezése nemnovekvo sorrendbe

7. return 1 // 7. sor: b grafikus

Ebben a HHT-algoritmusban az eredeti HH-algoritmust kiegészitettiik a 3. sor-
ban végzett, a bemend sorozat minden elemére legfeljebb konstans idot igénylo
ellenérzésével, amely jelzi, ha a sorozat rovidsége, vagy a nulldk nagy szama miatt
mar a legnagyobb fokszamu cstcsot sem tudjuk a sziikséges szamu mésik cstccsal
Osszekotni.

Ez az ellenérzés a bemenetként szébajove [89, 95)

R(0,n —1,n) = <2”_ 1) (1)

n—1
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(0,n—1, n)-szabdlyos sorozat koziil pontosan azokat sziiri ki, amelyekben by = n—1
és b, =0, vagy by =n —2és b,_1 =0 vagy ...vagy by =1 és by = 0. Igy az (1)
képlet segitségével azt kapjuk, hogy a kiszlirt sorozatok F'(n) szdma

n—1 n—1 2 1
Py =S rm =5 (%))
i=1 i=1
Az 1. tdbldzat tartalmazza a csapatok n szdmét, az n — 1 (F,,_1(n)), az n — 2
(Fr—2(n)) és az n — 3 (Fj,—2(n)) elemmel kezd6d6, valamint az sszesen kisziirt
sorozatok F'(n) szdmat n = 1,...,32 csapat esetén.
A kovetkezd 2.2. algoritmus EG leggyorsabb, dltalunk ismert soros véltozata
(ez a [125] dolgozatban leirt algoritmus egyszerfisitett valtozata). Az algoritmus
alapja a kovetkezo allitas.

2.1. TETEL. Legyenn >1ésb=by,...,b, egy n-szabdlyos sorozat.
A b sorozat akkor és csak akkor grafos, ha elemeinek Gsszege paros, tovabba ha
i > w, akkor
H; <i(i—1)+ H, — H,;

és ha i < wy, akkor
H; <i(i—1)+i(w; —i) + Hy — Hy,.

Bizonyitds. Lasd [95]. O

2.2. TETEL. (Ivdnyi, Lucz, Méri, Sétér, 2011 [95]) Az ERDOs-GALLAI-LINEAR-
JUMPING ©(n) id8 alatt donti el, hogy egy n-szabdlyos b = by,...,b, sorozat
grafos-e.

Bizonyitds. Lasd [95]. O
2.2. Algoritmus. ERDOS-GALLAI-LINEAR-JUMPING (n, F)
Bemenet. n: a foksorozat hosszat adja meg;

b: az ellenérizend6 foksorozat.
Kimenet. ha a b sorozat grafikus, akkor 1, egyébként pedig 0.

v Hi=b // 1. sor: H; szdmitdsa
2. fori=2ton // 2-3. sor: H értékeinek szdmitdsa
3. H,=H, 1+

1. if H,, paratlan // 4-5. sor: parités ellenérzése
5. return 0 // 4. sor: hibds sorozat elutasitdsa
o W="n // 5. sor: silypont kezdeti értékének beallitasa
ni=1 // 7-15. sor: sorozat ellenérzése
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s. while b; =b; +1land i <n-—1 // 8-9. sor: ellenérzépont ellenbrzése
9. 1=1+4+1

10. while w > 1 and f; < // 10-11. sor: stlypont frissitése
11. w=w-—1

12. if w<i // 12-13. sor: stlypont ellendrzépont eldtt van
13. while w > 1 and i <1 // 13-14. sor: stlypont frissitése
14, if w>1 // 14-15. sor: silypont ellenérzépont utan van
15. if H; > H, — H; +i(i — 1) // 15-16. sor: rossz sorozat elutasitdsa
16. return 0

17, else if H; > H,, — H,,+i(i—1) // 17-18. sor: rossz sorozat elutasitdsa
1s. return 0

10. Teturn 1 // 19. sor: jé sorozat elfogaddsa
Egy (szabdlyos) péros s = s1,..., s, sorozatot nullamentesnek neveziink, ha

s > 0. A 2. tabldzatban ldthatjuk a tesztelt nullamentes sorozatok szamat (E,(n)),
valamint az egy sorozatra juté atlagos tesztelés idejét mikroszekundumban az EGL
(TeeL(n)/E.(n)), EGL] (TgcrLs(n)/E.(n)) és HHL (Tynw(n)/E.(n)) esetén, ahol
n =10,...,19. Az n = 1,...,9 értékek nem szerepelnek a tablazatban, mivel a
futdsi idejiiket a mérés soran programunk nulldra kerekitette.

Az 1. abran lathatjuk az EGL, EGLJ és HHL atlagos futési idejét a csiucsok
szdménak fiiggvényében. A haromszogek mutatjdk az (n,T(n)) parokat a lined-
ris Erdés—Gallai-algoritmus (EGL) esetében, a négyzetek a linedris ugré Erdés—
Gallai-algoritmus (EGLJ) esetében, mig a gyémantok a linedris Havel-Hakimi-
algoritmust (HHL) jelzik.

A 3. tabldzatban taldlhaté a nullamentes gréfos sorozatok G (n) széma, vala-
mint a nullamentes sorozatok ellenorzésének &atlagos miveletszama az EGL
(OEGL (TL)/EZ (n)), EGLJ (OEGLJ (TL)/EZ (n)) és HHL (OHHL (n)/Ez (TL)) esetén, ahol
n=2...,19.

A 2. dbran lathatjuk az EGL, EGLJ és HHL atlagos miiveletszamét a csticsok
szdménak fiiggvényében. A (honlapon 1év véltozatban z6ld) hdromszogek mutat-
jak az (n,O(n)) pérosokat a linedris Erdés—Gallai-algoritmus (EGL) esetében, a
(piros) négyzetek a linedris ugré Erdds—Gallai-algoritmus (EGLJ) esetén, mig a
(kék) gyéméntok a linedris Havel-Hakimi-algoritmust (HHL) jelzik.

Miveletnek szamitottunk minden 6sszehasonlitast, 6sszeadast, kivondst, szor-
zast, osztast, maradékképzést és értékadast. Kivételt képeztek a ciklusok torzsé-
ben szerepld indexvaltozdk. Példdul a H[i] —i- (i — 1) > R parancs elvégzéséhez
harom miiveletre van sziikség: a H[i] —i- (i — 1) kivondsra, az i - (i — 1) szorzdsra,
valamint a H[i] —4- (i —1) > R Osszehasonlitdsra. Az ¢ — 1 tipusd kivondsokat
nem szamoltuk, mert az 7 a hozza tartozo ciklus indexvaltozdja.

Példaként tekintsiik részletesen az (1,1) nullamentes sorozat tesztelését.
A példa az EGL [95], az EGLJ [125], valamint a HHL [87] pszeudokdédjin ala-
pul.
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n | Foo1(n) | Fu(n) | Fos(n) | F(n) [ 1557 |
2 1 — — 1] 33.3333
3 1 — 4 | 40.0000
4 10 1 14 | 40.0000
5 35 10 49 | 38.8889
6 126 35 10 175 | 37.8788
7 462 125 35 637 37.1212
8 1716 462 126 2353 | 36.5657
9 6435 1716 462 8788 | 36.1497
10 24310 6435 1716 33098 | 35.8289
11 92378 24310 6435 125476 | 35.5742
12 352716 92378 24310 478192 | 35.3671
13 1352078 352716 92378 1830270 | 35.1955
14 5200 300 1352078 352716 7030570 35.0507
15 20058 300 5200 300 1352078 27088870 | 34.9269
16 77 558 760 20058 300 5200 300 104647630 | 34.8198
17 300540195 77 558 760 20058 300 405187825 | 34.7263
18 1166803110 300540195 77 558 760 1571990935 | 34.6439
19 4537567 650 1166803110 300540195 6109 558 585 34.5707
20 17672631 900 4537567650 1166803 110 23782190485 | 34.5053
21 68923264410 17672 631 900 4537567 650 92705454895 | 34.4465
22 269 128 937 220 68923264 410 17672631 900 361834392115 | 34.3933
23 1052049 481 860 269128 937 220 68923264410 1413883873975 | 34.3450
24 4116715 363 800 1052049 481 860 269 128 937 220 5530599237775 | 34.3008
25 16 123 801 841 550 4116715 363 800 1052049 481 860 21654401079325 | 34.2604
26 63 205303218876 16 123801 841 550 4116715363 800 84 859 704 298 201 34.2232
27 247 959 266 474 052 63205 303 218 876 16 123 801 841 550 332818970 772253 | 34.1889
28 973469 712824 056 247 959 266 474 052 63205303218876 |  1306288683596310 | 34.1572
29 | 3824345300 380220 973469 712824 056 247959266474052 |  5130633983976530 | 34.1277
30 | 15033633249770500 | 3824345300 380220 973469712824056 | 20164267233747100 | 34.1003
31 59132290 782430700 15033633249 770 500 3824345 300 380 220 79296 558 016 177 800 34.0747
32 | 232714176627630000 | 59132290782430700 | 15033633249770500 | 312010734 643808000 | 34.0507
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FOKSOROZATOK PARHUZAMOS LESZAMLALASA

o[ =0 [ T [ e | |
10 21942 0.683620 0.000000 | 0.000000
11 83980 0.369136 0.190521 | 0.381083
12 323554 0.336883 0.194712 | 0.287433
13 1248072 0.299662 0.213128 | 0.237967
14 4829708 0.319895 0.226101 | 0.222788
15 18721 080 0.338281 0.241371 | 0.226643
16 72714555 0.348197 0.251665 | 0.233406
17 282861 360 0.379355 0.255846 | 0.240789
18 | 1101992870 0.377512 0.267014 | 0.249460
19 | 4298748300 | 0.394.319 0.281491 | 0.261416

2. tablazat. Nullamentes sorozatok szama, valamint

szekundumban az EGL, EGLJ, valamint HHL esetén.

az atlagos

47

futasi idé mikro-

ng

o7

nE

0a
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03

nz

o,

AEGL

mEGLJ
+HHL

20

1. dbra. Az EGL, EGLJ és a HHL atlagos futdsi ideje.

A HHL-nek 14 miveletre van sziiksége: 1 Osszehasonlitdsra az 1. sorban, 1
Osszehasonlitdsra a 3. sorban, 1 értékadasra az 5. sorban, 5 miiveletre a 6. és
7. sorban (1 i =1 értékadds, 1 6sszeadds az ¢ névelésénél, 2 Gsszehasonlitds i < n-
re, 1 Hy = s; értékadds), 1 maradékképzésre, 1 dsszehasonlitdsra a 8. sorban, 1
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[¢] n o n [@] n

ENCEONES <ol o el <o
2 1 35.000 13.000 14.000
3 2 55.000 26.500 18.000
4 7 73.000 37.667 29.889
5 20 91.000 51.429 39.357
6 71 101.609 61.473 48.591
7 240 123.495 72.480 57.553
3 871 139.162 32.042 66.123
9 3148 154.944 91.751 74.552
10 11655 170.421 100.929 82.749
11 43332 185.885 110.047 90.824
12 162769 201.209 118.930 98.758
13 614718 212.177 124.720 106.591
14 2330537 231.659 136.373 114.739
15 8875768 246.785 144.939 121.976
16 | 33924858 261.846 153.411 129.552

3. tdblazat. Csticsok n nullamentes grafos sorozatok G,(n) szdma, valamint az
egy nullamentes paros sorozatra jutd atlagos miiveletszam az EGL, EGLJ és a
HHL-algoritmus és 2, ..., 16 cstcs esetén.

300
280 //‘
200

/ AEGL
140 = mEGLI

e
=

2. dbra. Az EGL, EGLJ és a HHL atlagos miiveletszama nullamentes paros
sorozatok tesztelése esetén.

értékadasra a 10. sorban, 2 kivonasra és egy értékadasra a 13. sorban, valamint 1
Osszehasonlitdsra a 14—22. sorban.
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Az EGLJ-nek 13 miiveletre van sziiksége: 1 értékaddsra az 1. sorban, 5 miive-
letre a 2-3. sorban (ciklusvaltozé kezdeti értékének bedllitdsa és novelése, 1 Gssze-
hasonlitas, két H; értékadds), 1 maradékképzésre és 1 dsszehasonlitdsra az 5-8. sor-
ban, 1 értékaddsra a 9. sorban, 4 mfiveletre a 10-28. sorban (ciklusvaltozd kezdeti
értékének beallitasa és novelése, 1 dsszehasonlitds a 11. sorban és 1 dsszehasonlitéas
a 17. sorban).

Az EGL-nek 35 miiveletre van sziiksége: 1 értékadasra az 1. sorban, 9 miive-
letre a 2-3. sorban (ciklusvéltoz6 kezdeti értékének bedllitdsa és novelése kétszer,
Osszehasonlitdsa kétszer, 2 Osszeadds a H; esetében, 2 értékadds a H; esetében)
1 maradékképzésre, 1 Osszehasonlitisra a 4. sorban, 1 értékadasra a 7. sorban,
7 miiveletre a 8-12. sorban (ciklusvéltozd kezdeti értékének bedllitdsa és nove-
lése kétszer, osszehasonlitdsa kétszer, eldgazds tesztelése kétszer), 4 miiveletre a
13-14. sorban (ciklusvaltozé kezdeti i értékének bedllitdsa és csokkentése, 1 Gssze-
hasonlités, 1 értékadés), 11 miiveletre a 15-23. sorban (ciklusvéltozd kezdeti érté-
kének bedllitasa és novelése, 9 6sszehasonlités).

A 4. téblazatban taldlhatd az amortizdlt miiveletek szdméanak és a nullamen-
tes pdros sorozatok E,(n) szdménak hdnyadosa az EGL (Ogrgr(n)/E.(n)), az
EGLJ (OggrLi(n)/E.(n)) és a HHL (Ognn(n)/E.(n)) algoritmusok esetén, ahol
n=2,...,16.

’ n [ OrcL(n) [ OgrcLi(n) OnnL (1) ‘
E:(n) E.(n) E(n)
2 17.500 6.500 7.000
3 18.333 8.833 6.000
4 18.250 9.417 7.472
5 18.200 10.286 7.781
6 16.935 10.246 8.099
7 17.642 10.154 8.222
8 17.395 10.255 8.265
9 17.216 10.195 8.284
10 17.042 10.093 8.275
11 16.899 10.004 8.257
12 16.767 9.911 8.230
13 16.321 9.593 8.199
14 16.547 9.741 8.196
15 16.452 9.663 8.132
16 16.365 9.588 8.097

4. tablazat. Az amortizalt miiveletek szdma a nullamentes sorozatokra nézve az
EGL, EGLJ, valamint HHL-algoritmusokra n = 2,...,16 csics esetében.

A 3. abran lathatjuk az EGL, EGLJ és HHL amortizdlt miiveletszamat.
A (z6ld) héromszogek mutatjék az (n,O(n)) pédrosokat a linedris Erdés—Gallai-
algoritmus esetében (EGL), a (piros) négyzetek a linedris ugré Erdés—Gallai-algo-
ritmus esetében, mig a (kék) gyémantok a linedris Havel-Hakimi-algoritmust jelzik.

A 4. tablazat és a 3. dbra alapjan kijelenthetd, hogy az EGL, EGLJ és HHL-
algoritmusok CAT (konstans id6ben amortizélt) algoritmusok (1dsd [161]).
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3. abra. Az amortizdlt miiveletek szama a nullamentes sorozatokra nézve az EGL,
EGLJ, valamint HHL esetében.

3. Leszamlalé Erd8s—Gallai-algoritmus (EGE)

A grafelmélet egyik klasszikus problémaja kiilonboz6 grafok — tobbek kozott
az egyszeri grafok — foksorozatainak leszamlalasa. Példaként tekintheté a The
On-Line Encyclopedia of Integer Sequences [170], amely n = 1,...,31 csicsra
tartalmazza az egyszer(i grafok foksorozatainak szamét (az n = 20, ...,23 értéke-
ket 2011. jiliusdban adta meg Nathann Cohen, mig az n = 24,...,29 értékek a
2011. november 15-én elért eredményeink [95]).

Az 1j, gyorsitott EGL-algoritmust alkalmaztuk a nagyobb értékii n-ek meghata-
rozasara.

A szabdlyos sorozatok ellendrzését és a grafos sorozatok leszamlalasat tiiztiik
ki célul. Az n-szabalyos sorozatok R(n) szdma

R = (7). @)

n

a nullamentes sorozatok R,(n) szdma pedig

R.(n) = (2" N 2). (3)

n

A (2) és a (3) képleteket egyszertien megkaphatjuk az ismétléses kombindcidkra
vonatkozé képlettel [19], vagy egyszer(i kizvetlen bizonyitdssal [95].
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I R(n) | E(n) |
39 13608507434599516007800 6804253717317430635800
40 53753604366668088230810 26876802183368505747610
41 212392290424395860814420 106196145212266853671620
42 839455243105945545123660 419727621553107337030440
43 3318776542511877736535400 1659388271256207997204920
44 13124252690842425594480900 6562126345421738821981380
45 51913710643776705684835560 25956855321889404891899640
46 205397724721029574666088520 102698862360516845690726160
47 812850570172585125274307760 406425285086296679352517680
48 3217533506933149454210801550 1608766753466582789006321550
49 12738806129490428451365214300 6369403064745230349484448700
50 50445672272782096667406248628 25222836136391079936354733752
51 199804427433372226016001220056 99902213716686176213303828904
52 791532924062974587678774064068 395766462031487417819020269060
53 3136262529306125724764953838760 1568131264653063110341743393432
54 12428892245768720464809261509160 6214446122884360719139487166608
55 49263609265046928387789436527216 24631804632523465167364431087664
56 195295022443578894680165266232892 97647511221789449252255283306556
57 774327632846470705223111406467256 387163816423235356435901003613848
58 3070609578529107968988200404956360 1535304789264553992010916827363440
59 12178349853827309571919303301013360 6089174926913654800993284900277200
60 | 48307454420181661301946569760686328 | 24153727210090830680539430271558520
5. tablazat. A szabdlyos és péros sorozatok szama n =39, ..., 60 esetén.

Ascher 1987-ben a kovetkezd explicit formula felhasznaldsaval hatarozta meg a
péros sorozatok E(n) szdmdt (pontosabban a mu torere nevi{i maori jaték bizonyos
allapotainak szamdt):

3.1. LEMMA. (Ascher [5], Sloane, Pfoffe [172]) Ha n > 1, akkor a pdros soro-

zatok E(n) szdma ) o — 1 n—1
3 <( n ) i (mm)) |

A (2) és (4) képletek felhasznaldsdval meghatdroztuk az R(n) és E(n) értékeket
n =1,...,100 esetén. Az n = 1,...,38 eredményeket [95]-ben publikéltuk, az
n=239,...,60 értékek a 5. tablazatban talalhatdak, mig a tovabbi értékek n = 100-
ig az OEIS-ben, valamint az azokat el6allité program [127]-ben taldlhato.

A kovetkez6 lemma miatt elegendd a nullamentes péros sorozatok ellendrzése.

E(n)

(4)

Bizonyitds. Lasd [5]. O

3.2. LEMMA. (Ivdnyi, Lucz, Méri, Sétér [95]) Ha n > 2, akkor az n-gréfos
sorozatok G(n) szama meghatdrozhaté az (n — 1)-grafos sorozatok G(n — 1) és az
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n-grafos nullamentes sorrozatok G,(n) szamabdl:
G(n) =G(n—1)+ G, (n),
és ha n > 1, akkor

Gn) =1+ ZGZ(Z').

Bizonyitds. Lasd [95]. O

A [95] cikkben taldlhaté 12. és 13. lemmé&bdl azt kapjuk, hogy R(n) = ©(4™/\/n)
és E(n) = ©(4™/y/n). A 14. kivetkezmény [95] azt &llitja, hogy ha n tart a végte-
lenhez, akkor E(n)/R(n) 1/2-hez tart. Szimuldcids kisérleteink alapjin igy gon-
doljuk, hogy a kovetkezd &llitds szintén igaz: E,(n) = ©(4"/y/n), és ha n tart a
végtelenhez, akkor E,(n)/R(n) 1/4-hez tart.

A [42, 95] cikkekben szerepld 22. tétel szerint azonban

4n 4n
% < G(n) < 7(10gn)c\/ﬁ’

ahol ¢ és C' pozitiv konstansok.

A 2., a 3. és a 4. tablazatban 1év6 adatok szerint ha n né, akkor a linedris
EGL, EGLJ és HHL-algoritmusok atlagos koltsége csokken. A grafos sorozatok
ellenérzésének ideje hosszabb, ezért ha n tart a végtelenhez, akkor a nemgrafos
sorozatok ellendrzésének atlagos ideje és a G(n)/E,(n) sorozat nulldhoz tart.

Ezeket az eredményeket figyelembe véve azt kapjuk, hogy elegendd szamunkra
a szabélyos sorozatok negyedének ellenérzése. A 6. tdbldzatban taldlhaté a nulla-
mentes grafos sorozatok szdma, valamint a szabdlyos sorozatok szamaéaval elosztott
nullamentes, szabélyos sorozatok szaméval elosztott nullamentes grafos és a sza-
bélyos sorozatok szamaval elosztott grafos sorozatok szama. Burns eredményébol
[42, 95] kovetkezik, hogy az utolsé két oszlopban taldlhaté sorozatok nulldhoz tar-
tanak.

Az EGE péarhuzamositott EGP valtozatat (lasd a kovetkez6 fejezetben) fel-
haszndlva meghataroztuk G(n) értékeit n = 29-ig. Ezen értékek megtaldlhatéak a
[95]-ben 1év6 2. tabldzatban.

Megjegyezziik, hogy G.(n) megadja az izolalt csicsokat nem tartalmazé egy-
szeril grafok szamdt. 2006-ban Gordon Royle [159] vetette fel a kovetkezd kérdést:
igaz-e, hogy ha n tart a végtelenhez, akkor G,(n + 1)/G,(n) 4-hez tart?

Hasonlé kérdés vonatkozik a G(n)/G(n + 1) sorozat hatarértékére. Mindkét
kérdést szimuldcidval vizsgdltuk a [90, Conjecture 12, Conjecture 13, Table 4]
cikkben.
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[ n ] G=(n) | E-(n)/R(n) | G=(n)/R(n) | G(n)/R(n) |
1 0 0.000000 0.000000 1.000000
2 1 0.333333 0.333333 0.666667
3 2 0.200000 0.200000 0.400000
4 7 0.257143 0.200000 0.314286
5 20 0.222222 0.158730 0.246032
6 71 0.238095 0.153680 0.220779
7 240 0.230769 0.139860 0.199301
8 871 0.236053 0.135454 0.188500
9 3148 0.235294 0.129494 0.179391
10 11655 0.237524 0.126166 0.173375
11 43332 0.238095 0.122852 0.168260
12 162769 0.239188 0.120384 0.164278
13 614198 0.245769 0.118108 0.160821
14 2330537 0.240783 0.116188 0.157882
15 8875768 0.241379 0.114439 0.155271
16 33924859 0.241946 0.112880 0.152950
17 130038230 0.242424 0.111448 0.150844
18 499753855 0.242860 0.101137 0.148926
19 1924912894 0.243243 0.108920 0.147158
20 7429160296 0.243590 0.107789 0.145521
21 28 723 877 732 0.2439024 0.106729 0.143997
22 111 236 423 288 0.105733 0.142569
23 431 403 470 222 0.104793 0.141228
24 1 675 316 535 350 0.103903 0.139961
25 6 513 837; 679 610 0.103058 0.138762
26 25 354 842 100 894 0.102254 0.137625
27 98 794 053 269 694 0.101486 0.136542
28 385 312 558 571 890 0.100752 0.135509
29 1504105116 253 904 0.100049 0.134521
30 5876236 938019 300 0.100752 0.135509
31 22974 847474172374 0.100049 0.134521

6. tabldzat. A cstcsok n és a nullamentes grafos sorozatok G.(n) szdma,
illetve a nullamentes paros sorozatok F,(n) szdménak, a nullamentes grafos soro-
zatok G, (n) szdmanak, valamint a gréfos sorozatok G(n) szémdnak és a szabdlyos
sorozatok R(n) szdmanak hédnyadosa n = 1,...,31 cstcs esetén.
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Megmutattuk, hogy a nullamentes gréfos sorozatok szama n = 30 cstcs esetén
G.(30) = 5876236 938 019 300,
mig n = 31 cstcs esetén
G.(31) = 22974 847474172 374.

Tripathi és Vijay [95, 182, 6. lemma és 7. tétel] eredményeit felhaszndlva lénye-
gesen csokkenthetjiik a nullamentes paros sorozatok atlagos ellenérzési idejét. Tri-
pathi és Vijay [182] eredményével kapcsolatban belattuk [95], hogy a tesztelt soro-
zatok egyenletes eloszldsa esetén az ellendrzé pontok szamanak varhaté értéke
koriilbeliil n/2.

A 3.3. lemma felhasznéldsaval tovabb gyorsithatjuk az EGE-algoritmust. Ha
b= (b1,...,b,) egy szabélyos sorozat, akkor ¢ = (c1,...,¢,) lezikografikusan i-
kisebb, mint b, ha

Cj:bj for jzl,...,i,

ZC]'< Zb]

J=itl =il

és

3.3. LEMMA. Legyen i egész szam, melyre 1 <i <mn. Hab= (by,...,b,) egy
nemgréfos sorozat és ¢ = (c1,...,c¢,) lexikografikusan i-kisebb, mint b, akkor ¢
szintén nemgrafos.

Bizonyitas. Lasd [90]. O

A kovetkezéekben bemutatandé ERDOS-GALLAI-ENUMERATING (EGE) az EGL
egy leszamldlé valtozata. Az algoritmus lexikografikus sorrendben megvizsgélja a
nullamentes paros sorozatokat, ami lehetévé teszi a legtobb alapveté miivelet vég-
rehajtdsat O(1) dtlagos idSben.

— H,; (6sszegzett fokszdmok): a legtobb esetben a b sorozat utolsé eleme az
egyetlen, amely valtozik, igy ilyenkor elegend6 a H utolsé értékét frissiteni
a b utolso értékének valtozasa szerint.

— C; (ellenérz6 pontok): ha médositjuk a sorozat i. elemét, akkor az el6tte 1év6
pontok ugyanazok maradnak, tehat az 6sszes ellen6rzo pont el6tt ugyanazok
maradnak, igy elegend6 csak az i. index elOtti elemet frissiteni és az Gsszes
tobbit utdna.

— W; (sdlypontok): minden alkalommal, amikor az ellenérzé algoritmus meg-
kap egy sorozatot ellendrzésre, frissiti a silypontokat, azonban sosem kezd
1-r6l vagy n-r6l. Azt az utolsé értéket haszndlja, amelyet akkor hasznalt,
amikor a sorozat aktudlis indexét ellendrizte. Kiillonboz6 silypontokkal ren-
delkezik minden pontra minden egyes ¢ index esetén, és csak eltolja ezeket
az értékeket balra, vagy jobbra.
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Tegyiik fel, hogy n, b, H, ¢, C' és W globdlis valtozok, igy a return utasitas
nem igényel tobbletidot.

Az EGE fontos tulajdonsiga, hogy a kévetkezd problémdakat O(1) dtlagos id6-
ben megoldja:

— egy nullamentes sorozat generalasa;

— egy sorozathoz tartozd H Osszegzett fokszdmok frissitése;
— egy sorozathoz tartozé C' ellendrz6 pontok frissitése;

— egy sorozathoz tartozé W silypontok frissitése.

Noha az EGE a részproblémék tobbségét sorozatonként atlagosan O(1) idében
megoldja, az ellenérz6 pontokndl 1évé munka tobb idét igényel, ezért a teljes futasi
id6 ©(E(n)).

Az ERDOS—GALLAI-ENUMERATING program [95] 8. tételén alapul.

3.1. Algoritmus. ERDOS—GALLAI-ENUMERATING (n,G.)

Bemenet. n: csicsok szama (n > 4);
b=1b1,...,b,: n-szabalyos sorozat.
Kimenet. G,: az n hosszi nullamentes grafos sorozatok szdma.
Munkavdltozok. i és j: ciklusvaltozdk;
H=H,, ..., H,: H; a tesztelt b sorozat els6 ¢ elemének Ossze;
W =Wy, ..., W,: W; az aktudlis b;-hez tartozé stulypont, b olyan
elemeinek maximalis indexe, amelyre igaz, hogy nem kisebbek, mint i;
y: az aktudlis b; vagdpontja, azaz i és w maximuma.

. fori=1ton // 1-8. sor: kezdeti értékek beallitdsa
2. bz =n-—1

3. Hl = z(n — ].)

4. Wz =N

5. C;=0

e G,=1

7.¢=0

8. b7L+1 =-1

o. while by > 2 or by > 3 // 9. sor: utolsé sorozat volt?
10. if b, >3 // 10-14. sor: a kovetkezd sorozat eléallitasa
11. NEw3(n,b, H,c,C, W)

12. else if b, = 2

13. NEWQ(H, b, H,c, C, W)

14. else NEwl(n,b, H,c,C, W)
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15. CHECK(n,b, H,c, W, L) // 15. sor: paraméterek frissitése
16. G.=G,+ L // 16. sor: G, novelése
. return G, // 17. sor: végeredmény

Az algoritmus négy eljdrast hasznal. NEw1l, NEW2, valamint NEW3 egy 1j
sorozatot generalnak (ahol b, 1, 2, illetve 3) és frissitik a f6 paramétereket, mig a
CHECK eldonti, hogy az aktualisan megvizsgalt sorozat gréafos-e vagy sem.

A CHECK eljardsban az EGLJ feltételét [125, (26) egyenldség] hasznéljuk fel.

CHECK(n,b, H, ¢, C, W)

1. fori=1toc // 1-4. sor: ellenérzépontok tesztelése
2. y = max(We,, 1) // 2. sor: aktudlis vdgépont kiszdmitdsa
3. if H;, >i(y—1)+ H, — H, // 3—4. sor: EG tesztelés
4. return 0

5. return 1 // 6. sor: b grafos

NEW3(n, b, H,c,C, W)

1 by, =b, —2 // 1-10. sor: 4j sorozat el8éllitdsa, ha b, = 3
2. Hy = H, —2

s if by, = b1 — 2

4. c=c+1

5. C.=n-—1

o W, =W, —1
v i by < bp_y

8. Wy,41=n+1

9. Wy, =n+1

10. return H,c

NEw2(n,b, H)

1 ifb,_1 =2 // 1-53. sor: 1j sorozat eléallitdsa, ha b, = 2
2. b, =1 // 1-9. sor: 1j sorozat eléallitdsa, ha b,_1 =2
3. bp_1=1

. H, ,=H, -1

. H,=H, —2

6. W2 =n—-2

7. if b,_o =2 // 7-9. sor: 1j sorozat eléallitdsa, ha b, _o =2
8. c=c+1

9. Cc =n-—1
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1. else if b,_; =3 // 10-16. sor: 1j sorozat eléallitasa, ha b,_1 =3
11. bn,1 =2

12. b, =1

13. H, 1=H,_

14, H,=H,—2

15. W3 =n—2

16. Wo=n-1

17. else H, =H, -1

18. if b,_o = b,_1 and b,, paratlan
19. bn,1 = bn,1 —1

20. bn =bp_1

21. H,=H,+b,_1—-0b,—-1
22. Cc = Cc —1

23. an_2 =n—-2

24. fori=1to b,_»

25. Wi =N

26. if b,_o =b,_1 and b,, — 1 paros
27. bn,1 = bn,1 —1

28. bp =b,_1—1

29. H,=H,+b,_1—-0b,—-1
30. CC = Cc —1

31. c=c+1

32. C.=n-—1

33. Wb"72 =n-—2

34. an_l =n-—1

35. fori=1to b,_o —2

36. W;=n

37. if b,_5 > b,_1 and b,,_1 paros
38. bn—l = bn—l -1

39. bn = bn,1

40. H,=H,+b,_1—-b,—1
41. c=c—1

42. an_z—l =n—2

43. an72,1 =n-—1

44. fori=1to bn,1 —1

45. Wi =N

46. if b,_o > b,_1 and b,, — 1 paros
47. bn,1 = bn,1 -1
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18, by, =b,_1—1

19. H,=H,+0b,1—-0b,—1
50. Wy, s41=n—1

51. fori=1tob,_ 1 —1

52. W;=n

o

3. return H,¢c,C,W

NEw1 hasonlé NEW2-h6z (bar bonyolultabb, 14sd GENERATE-NEW-SEQUENCE
a kovetkez6 részben), ezért azt itt nem részletezziik.

4. A feladat részekre osztasa
(szeletelés a szabdlyos sorozatok szama alapjan)

A leszamlalds parhuzamos megoldasédnak fontos része a feladat kisebb részekre
osztasa. Ezt szeletelésnek nevezziik.

Felosztasi médszereink alapja a koévetkezd szabdlyos (I, u, m)-lemma.

Legyenek [, u és m egész szamok, tovabba m legyen pozitiv. Ekkor az

I<ap<---<ap<u

feltételnek eleget tevé a = ay, . .. a,, sorozatokat nemcsokkend (1, u, m)-szabdlyos,
mig az
I<ap<---<a1<u

feltételnek eleget tevé sorozatokat nemndvekvd (I, u,m)-szabdlyos sorozatoknak
nevezziik.

4.1. LEMMA. (Ivényi, Lucz, Méri, Sétér [95, (21) és (22)]) Legyenek I, u és m
egész szamok, tovabba m legyen pozitiv. Ekkor az

l<ar <+ <am<u

feltételnek eleget tevd (1, u,m)-szabdlyos sorozatok szdma

(5)

R(l,u,m) = (“_Hm).

m

Bizonyitds. Jeloljiik b-vel a b; = a; + i — 1 el6irassal képzett by, . .., b,, sorozatot.
A b sorozatok szama megegyezik az a = aq,.. ., a, sorozatok szamaval. Mdsrészt
a b sorozatok szama annyi, ahdny modon 2m—1 kiilénb6z6 elem koziil kivalasztha-
tunk m elemet, azaz az (5) egyenléségben szereplé binomidlis egyiitthaté valéban
megadja a keresett szamossagot. a
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111 1 1
12

113] 6|10
1141020
11511535

7. tablazat. A felosztdshoz hasznalt matrix n = 5 esetén.

> ks s s W W N
R W NN W NN
W W N W NN
=W W N W NN
=W W N W NN

8. tablazat. n = 5-0s felosztas hatarsorozatai.

Az (5) képlet segitségével kiszdmithatd, hdny olyan sorozat van, amelynek
hossza, valamint els6 és utolsé eleme adott. Ezt felhasznalva megadhaté egy méat-
rix, amely megadja, hany olyan sorozat van, amely az f értékkel kezdodik és a g
értékkel végzodik. Ezt a tablazatot felhasznalva a kovetkezé modon adhaté meg a
felosztas:

1. védlasszuk meg a maximalis szeletméretet (ezt a konkrét szamitdsok sordn gy
valasztottuk meg, hogy esetiinkben ez akkora szeleteket jelentett, amelyek
egy éjszaka alatt kiszdmithatoak);

2. induljunk el a matrix alsé soranak els6 elemétdl, és kezdjiik a matrix tovabbi
sorait kiolvasni és 6sszegezni mindaddig, amig az aktualis kapacitds vagy a
kiolvasandé értékek el nem fogytak;

3. haegy érték til nagy az adott maximalis mérethez viszonyitva, akkor 1épjiink
egy sorral feljebb, és kezdjiik el azt a sort kiolvasni addig az oszlopig, ahonnan
felléptiink;

4. folytassuk ezt az algoritmust, amig az utolsé sor végére nem értiink.
A korabban ismertetett algoritmus szerint n = 5-re a 7. tablazatbdl kiolvashaté

a 8. tabldzatban lathato felosztds. A tébldzatban lathatd sorozatok a kovetkezo
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modon értendéek: az elsé szelet az 1; 1; 1; 1; 1 sorozattol a 2; 2; 2; 1; 1 sorozatig
tart, a masodik pedig a 2; 2; 2; 2; 2 sorozattél a 3; 2; 2; 1; 1 sorozatig és igy
tovabb. Ez a mddszer ugyan nem garantalja, hogy a részfeladatok hossza ponto-
san ugyanakkora legyen, azonban megsziinteti a kordbbiakban tapasztalt ,mamut”
hatast.

Ezt a médszert hasznéltuk fel G, (29) kiszdmitdsakor. A teljes szdmitast dssze-
sen tobb mint 15 000 részfeladatra felosztva végeztiik. A teljes felosztds generdld-
séanak elsé 1épése a 3. tablazathoz hasonl6 matrix eldallitasa a megfelelé n értékhez.
A miétrix feltoltését végzi el az aldbbi GENERATE-MATRIX program.

4.1. Algoritmus. GENERATE-MATRIX (n, MazSize)

Bemenet. n: a csucsok szama (n > 4);
MazSize: a maximalis megengedett szeletméret

(nullmentes szabélyos sorozatok maximadlis szdma a szeletben).
Kimenet. A képernyore irjuk a szeleteket hatarolé sorozatokat.

1. for j =n —1 downto 1 // 1-2. sor: a matrix els6 sordnak kitoltése
2. Mlj =1
s. for i = n downto 2 // 3-5. sor: a métrix feltoltése
4. forj=1n

_ (iti—2
5 M; ;= (lz’il )

s. GENSEQUENCES(M,n,n,1,n — 1, MazSize,0) // 6. sor: szelet generéldsa

Miutan megvan a métrixunk, mar csak ki kell olvasnunk beldle a szeletek
hatérsorozatait (a 8. tdbldzathoz hasonl6 alakban) az aldbbi GENERATE-SEQUEN-
CES algoritmus segitségével.

4.2. Algoritmus. GENERATE-SEQUENCES(M,n, 1, j, jm, MaxSize, J)

Bemenet. M: a felosztashoz tartozé métrix, amit a GENERATE-MATRIX
algoritmussal kaptunk;
n: a cstcsok szdma (n > 1);
1,7, J: segédparaméterek;
MazSize: a maximélis megengedett szeletméret (nullmentes
szabdlyos sorozatok maximadlis szdma a szeletben).
Kimenet. A szeleteket hatdrolé sorozatok (rekurzivan).

. C=0 // 1. sor: a szelet kezd6 méretének beallitdsa
2. while j < jm +1

3. if C + M;; < MaaxSize // 3. sor: ha b&vithetd a szelet
1. C=C+M,; // 4. sor: bévités
5. if j <jm // 5—6. sor: tovabb lépiink a métrixban
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6. j=7+1

7. else // 7. sor: nem bovithet a szelet
5. if C#0 // 8. sor: a szelet nem iires
9. for k =2 to size(J,2) // 9-14. sor: kiirds
10. print J

1 for k = 2 to size(J,2)

12. print 5 —1

13. print newline // 13. sor: sortorés
14. C - 0

15. if M, ; > MaxSize és j < jn// 15. sor: felbonthatésag ellenérzése
16. GENERATE-SEQUENCES(M, n,i — 1,1, j, MazSize, [J, j])

17. j=7+1

s if C#£0 // 18. sor: utolsé szelet nem fiires
19. for k = 2 to size(J,2) // 19-23. sor: utolsé szelet kifrdsa
20. print(Jy)

21, for k=1 to n — size(J,2) — 1

22, print(J, size(J, 2))

23. print newline

5. A feladat részekre osztasa
(szeletelés a paros sorozatok szama alapjin)

Az n > 32 esetben a kovetkezd tételen — melyet pdros (I, u, m)-tételnek (rovi-
den: pdros tételnek) neveziink — alapuld felosztési médszert alkalmaztunk.
Legyenek I, u és m egész szamok, melyekre v > [ és m > 1. Legyen

a=ay,...,aq, egész szamok olyan sorozata, amelyre teljesiil

UZap > >ar > (6)
és

ay +---+a, piros. (7)

Jeloljitk E(1, u, m)-mel a (6) és (7) feltételeknek eleget tevd sorozatok szamat.

Ascher tételének [5] kovetkezd dltalanositdsa megadja E(I, u, m)-et.

5.1. TETEL. Ha I, u és m olyan egész szamok, melyekre u > 1 és m > 1,
tovabbd p = 1, ha l(u — | + 1) pdratlan, és p = 0 egyébként, akkor

o Lm§+p ((s ;FZ 2@) . (s :ﬁ ;Zm) ®)

=0

ahol (s = lu—1+1)/2] +p.
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Bizonyitds. a) Eloszor tegyiik fel, hogy u — I + 1 pdros. Ekkor p = 0 és az [u,]
intervallum (u—{+1)/2 péaratlan és (u—I+1)/2 paros szamot tartalmaz. A paratlan
szamok koziil pdros sokat — azaz 0,2, ..., (u—1+1)/2 elemet kell kivilasztanunk.
A még hidnyzo6 elemeket pedig a paros elemek koziil kell kivalasztanunk.

Mivel n elem k-ad osztdlyt ismétléses varidciéinak szdma ("ﬂ]z*l ) , ezért ebben

az esetben az

E(l,u,m) = (%M <(“_l+ 1”“”) . (<“—l+ 1)/2+m —22')

, 21 m — 21
1=0

eredményt kapjuk, ami a p = 0 esetben megfelel (8)-nak.

b) Most tegyiik fel, hogy mind I, mind u — [ + 1 pératlan. Ekkor p = 1. Ekkor
az [l,u] intervallumban pdratlan szdmi pératlan elem van, amelyek koziil most is
paros szamut kell kivdlasztani, ezért ebben az esetben az

B0, uym) = Lm%“ (w—1+1)/24p+20)\ ((u—1+1)/24p+m—2i
I 2i m—2i
eredményt kapjuk, ami a p = 1 esetben megfelel (8)-nak. O

A 5.1. tételnek mind a paros sorozatok E(n) szamét megadd péaros lemma [90,
Lemma 6], mind pedig a nullamentes péaros sorozatok E,(n) szdmét megadd nulla-
mentes paros lemma [90, Lemma 3] speciélis esete. Ehhez érdemes hozzdtenni,
hogy a kovetkezményekben szerepld képletek egyszeriibbek, mint a korabban pub-
likalt lemmakban 1évéek: négy képlet helyett csak egyet kell hasznalni. Ez annak
koszonhetd, hogy most kozvetleniil a foksorozatokat vizsgaltuk a monotonitast
biztosité transzformacié nélkiil.

5.1. KOVETKEZMENY. Ha n > 1, akkor

B — L%J (Ln/2j —.1+2i) . (fn/Z] — 1+n—2i>. (9)

, 21 n—2
=0

Bizonyitds. A 5.1. tételben végezziik el azl = 0, u =n—1,p=0ém =n
helyettesitést. a

5.2. KOVETKEZMENY. Ha n > 1, akkor

B Lan (L(n— WQJ - 1+2i> _ (((n— 1)/2] — 1+n—2i). (10)

‘ 21 n— 2
=0

Bizonyitds. A 5.1. tételben végezziik el azl =1, u = n—1 és m = n helyettesitést.
O
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Tekintsiink néhany példat.

1. El8szor szamitsuk ki E(4)-et. (9) szerint

(). ()+ () ()+0) ()rovsmmm

2. Szémitsuk ki E,(4)-et. (10) szerint

0= () () () €+ () ()-rrevrenon

3. Szdmitsuk ki F(5)-6t (9) szerint

- () () () )+ () )1 0ss s

4. Szamitsuk ki E(6)-ot.

w0 = (o) () () () () )+ ()-6) -
— 98490+ 90+28 =236 =1-21+3-10+5-3 = 66.

A 9. tdbldzat tartalmazza az R(n)/R(n + 1), R.(n)/R.(n + 1), E(n)/R(n),
E(n)/E(n+ 1), E.(n)/E.(n + 1) és E.(n)/R,(n) hinyadosokat n = 1,...,32
csucs esetén.

R(n) értékét a (2), az R,(n) értékét pedig a (3) egyenléségek, E(n) értékét az
5.1., mig E,(n) értékét az 5.2. kovetkezmény alapjin szdmitottuk.

Erdemes megjegyezni, hogy R(101)/R(102) és R.(101)/R.(102) els§ kilenc
decimdlis szamjegye megegyezik.

A 9. tdblazatban 1év6 adatok azt mutatjak, hogy ha 1 < n < 32, és n paratlan,
akkor F.(n)/R.(n) = 0,5. Ez a tulajdonsdg n nagyobb értékei esetén is jellemzd
a hanyadosra.

5.1. LEMMA. Ha 1 < k < 600, akkor

E.2k—-1
M =0,5.
R.(2k —1)
Bizonyitds. Lasd R.(n) és E,(n) pontos értékeit [128]. O

A 10. tébldzat az E,(n)/G,(n) hanyadosokat tartalmazza n = 1,...,31 cstcs
esetén, mig a 12. tabldzat a G,(n)/T(n) hdnyadosokat n = 30 és n = 31 cstcs
esetén.
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[ n] =%y | mtn | o) FGiD | BiatD Fon)
I | 0.333333 | 0.000000 1.000000 | 0.000000 | 0.000000 -
2 | 0.300000 | 0.250000 0.666667 | 0.500000 | 0.500000 1.000000
3 | 0.287714 | 0.266667 0.600000 | 0.222220 | 0.222222 0.500000
4 | 0.277778 | 0.257857 0.487179 | 0.321427 | 0.321429 0.600000
5 | 0.270562 | 0.266667 0.523810 | 0.254545 | 0.254545 0.500000
6 | 0.269231 | 0.265151 0.510823 | 0.277778 | 0.277778 0.523810
7 | 0.266667 | 0.263736 0.505828 | 0.260698 | 0.260698 0.500000
8 | 0.264706 | 0.262500 0.502720 | 0.265559 | 0.265559 0.505828
9 | 0.263158 | 0.261437 0.501440 | 0.260687 | 0.260687 0.500000

10 | 0.261905 | 0.260526 0.500682 | 0.261276 | 0.261276 0.501440
11 | 0.260870 | 0.259740 0.500357 | 0.259555 | 0.259555 0.500000
12 | 0.260000 | 0.259058 0.500171 | 0.259243 | 0.259243 0.500357
13 | 0.259259 | 0.258461 0.500089 | 0.258415 | 0.258416 0.500000
14 | 0.258621 | 0.257937 0.500043 | 0.257982 | 0.257982 0.500089
15 | 0.258065 | 0.257471 0.500022 | 0.257460 | 0.257460 0.500000
16 | 0.257578 | 0.257056 0.500011 | 0.257068 | 0.257068 0.500022
17 | 0.257143 | 0.256684 0.500005 | 0.256682 | 0.256682 0.500000
18 | 0.256757 | 0.256349 0.500003 | 0.256352 | 0.256352 0.500006
19 | 0.256410 | 0.256046 0.500001 | 0.256045 | 0.256045 0.500000
20 | 0.256098 | 0.255769 0.500001 | 0.255770 | 0.255770 0.500001
21 | 0.255814 | 0.255517 | 0.50000034 | 0.255517 | 0.255517 0.500000
22 | 0.255556 | 0.255285 | 0.50000016 | 0.255286 | 0.255286 | 0.50000034
23 | 0.255319 | 0.255072 | 0.50000009 | 0.255072 | 0.255072 | 0.50000000
24 | 0.255102 | 0.254876 | 0.50000004 | 0.254876 | 0.254876 | 0.50000000
25 | 0.254902 | 0.254694 | 0.50000002 | 0.254694 | 0.254694 | 0.50000009
26 | 0.254717 | 0.254525 | 0.50000001 | 0.254525 | 0.254525 | 0.50000000
27 | 0.254545 | 0.254368 | 0.50000001 | 0.254368 | 0.254368 | 0.50000000
28 | 0.254386 | 0.254221 | 0.50000000 | 0.254221 | 0.254221 | 0.50000000
29 | 0.254237 | 0.254083 | 0.50000000 | 0.254083 | 0.254083 | 0.50000000
30 | 0.254098 | 0.253854 | 0.50000000 | 0.253955 | 0.253955 | 0.50000000
31 | 0.253968 | 0.253834 | 0.50000000 | 0.253834 | 0.253834 | 0.50000000
32 | 0.253846 | 0.253720 | 0.50000000 | 0.253720 | 0.253720 | 0.50000000

9. tablazat. Az R(n)/R(n+1), R,(n)/R.(n+ 1), E(n)/R(n), E(n)/E(n + 1),
E.(n)/E.(n+1) és E.(n)/R.(n) hdnyadosok n = 1,...,32 csics esetén.

A 10. tébldzat adatai azt mutatjdk, hogy a G.(n)/E,(n) sorozat csokkend.
Feltessziik, hogy a sorozat monoton csékkenve nulldhoz tart, ha n tart a végte-
lenhez (hasonléan ahhoz, ahogy a G(n)/E(n) sorozat tart nulldhoz [95, page 260,
Corollary 23]).

A 11. tabldzat tartalmazza G,(n) és G,(n) értékét n = 1,...,30 esetén, vala-
mint G,(n+1)/G.(n) és G(n+1)/G(n) értékét n =1,..., 31 esetén.

A 12. tabldzat tartalmazza a G.(n), T'(n) és G,(n)/T(n) értékeit n = 30 és
n = 31 cstics esetén: a grafos és tesztelt sorozatok szamanak ardnya lényegesen
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[ n] G.(n) B.(n) | G.(n)/E-(n) |
01 0 0 - — =
02 1 1 1.000000
03 2 2 1.000000
04 7 9 0.777778
05 20 28 0.714286
06 71 110 0.645455
07 240 396 0.606061
08 871 1519 0.573404
09 3148 5720 0.550350
10 11655 21942 0.531173
11 43 332 83980 0.515980
12 162769 323554 0.503149
13 614198 1248072 0.492117
14 2330537 4829708 0.482542
15 8875768 18721 080 0.474106
16 33924 859 72714555 0.466548
17 130038 230 282 861 360 0.459724
18 499 753 855 1101992870 0.453500
19 1924912894 4298 748 300 0.447784
20 7429 160 296 16 789 046 494 0.442500
21 28 723 877732 65 641 204 200 0.437589
22 111236423 288 256 895 980 068 0.433002
23 431403470222 1006 308 200 040 0.428699
24 1675316 535 350 3945186 233014 0.424648
25 6513837,679610 15478 849 767 838 0.420821
26 25354 842 100 894 60774332618 300 0.417197
27 98 794 053 269 694 238 775589937976 0.413752
28 385312558571 890 938 702 947 395 204 0.410473
29 1504105116 253904 3692471324 505 040 0.407344
30 5876236938019 300 14 532512180224 216 0.404351
31 22974 847474172100 57224797 531 384 560 0.401484
32 - — = 225441 858 758 287, 187 - — =
33 - — = 888 545038032771 168 - — =
34 - — = 3503546 152 385412870 - — =
35 - — = 13820048 716 545 422 988 - — =
36 - — — 54534996 163 146 555910 — — —

10. tablazat. G.(n), E.(n) és G.(n)/E.(n) n =1,

., 31 cstcs esetén.

magasabb, mint kisebb n-ek esetén, és ez a sorozat névekvé. A drasztikus véltozas
annak koszonhetd, hogy EGE2 sok nemgréafos sorozat tesztelését dtugorja.
A 13. tablazat negyedik oszlopa aldtamasztja Royle Gordon kévetkezd sejtését.

5.1. SEJTES. (Royle, 2012 [159]). Ha n tart a végtelenbe, akkor a G,(n +

1)/G.(n + 1) sorozat tart a 4-hez.
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[ n] G:(n) | cm | Fer [ Syt |
1 0 1 - — = 0.500000
2 1 2 2.000000 2.000000
3 2 4 3.500000 3.750000
4 7 11 2.857143 2.818182
5 20 31 3.550000 3.290323
6 71 102 3.380282 3.352941
7 240 342 3.629167 3.546784
8 871 1213 3.614237 3.595218
9 3148 4361 3.702351 3.672552

10 11655 16 016 3.717889 3.705544
11 43 332 59 348 3.756323 3.742620
12 162 769 222117 3.773434 3.786674
13 614198 836 315 3.794439 3.802710
14 2330537 3166 852 3.808465 3.817067
15 8875768 12042 620 3.822189 3.828918
16 33924 859 45967479 3.833125 3.839418
17 130038 230 176 005 709 3.843130 3.848517
18 499 753 855 675759 564 3.851172 3.856630
19 1924912894 2600672458 3.859479 3.863844
20 7429160 296 10029 832754 3.866369 3.870343
21 28 723 877732 38753710486 3.872612 3.876212
22 111236423 288 149990133774 3.878257 3.881553
23 431403470222 581 393 603 996 3.883410 3.886431
24 1675316 535350 2256710139 346 3.888124 3.890907
25 6513837,679610 8770547 818 956 3.894458 3.895031
26 25354 842 100 894 34125389919 850 3.895503 3.897978
27 98 794 053 269 694 132919443189 544 3.900159 3.898843
28 385312558 571 890 518232001 761 434 3.903597 3.902238
29 1504105116 253904 2022337118015 338 3.906814 3.905666
30 5876236938019 300 7898574056 034 638 3.909789 3.908734
31 22974 847474172100 30873429 530206 738 - — = - — =

11. tablazat. G,(n), G(n), G.(n+1)/G.(n) és G(n+1)/G(n) értéken =1,...,31
csucs esetén.

l n [ G.(n) [ T(n) [ G.(n)/T(n) ‘
31 5876236 938019 300 6790 865 476 867 340 86, 531487
32 22974 847471172100 26 507 499 250 791 700 86,673010

12. tablazat. G.(n), T(n) és G.(n)/T(n) n =30 és n = 31 csics esetén.
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5.2. SEJTES. Ha n tart a végtelenbe, akkor G(n + 1)/G(n) tart a 4-hez.

A 12. tdblazat szerint az n = 30 esetben a tesztelt potencidlis grafos sorozatok
85.4 szazaléka, mig az n = 31 esetben a sorozatok 86.67 szizaléka grafos. Ezért a
futési id6 tovabb csokkenthetd, ha a linearis id6t igényeld tesztelés nélkiil, konstans

id6 alatt meg tudjuk allapitani, hogy a vizsgalt sorozat gréafos.

n G.(n) G(n) [ % %
1 0 1 0.000000 0.500000
2 1 2 2.000000 2.000000
3 2 4 3.500000 3.750000
4 7 11 2.857143 2.818182
5 20 31 3.550000 3.290323
6 71 102 3.380282 3.352941
7 240 342 3.629167 3.546784
8 871 1213 3.614237 3.595218
9 3148 4361 3.702351 3.672552
10 11655 16016 3.717889 3.705544
11 43 332 59 348 3.756323 3.742620
12 162769 222117 3.773434 3.786674
13 614 198 836 315 3.794439 3.802710
14 2330537 3166 852 3.808465 3.817067
15 8875768 12042620 3.822189 3.828918
16 33924 859 45967479 3.833125 3.839418
17 130038 230 176 005 709 3.843130 3.848517
18 499 753 855 675759 564 3.851172 3.856630
19 1924912894 2600672458 3.859479 3.863844
20 7429160296 10029832754 3.866369 3.870343
21 28723 877732 38753710486 3.872612 3.876212
22 111236423 288 149990133774 3.878257 3.881553
23 431403470222 581393 603 996 3.883410 3.886431
24 1675316 535 350 2256710139 346 3.888124 3.890907
25 6513837,679610 8770547 818 956 3.894458 3.895031
26 25354 842100 894 34125389919 850 3.895503 3.897978
27 98 794 053 269 694 132919443189 544 3.900159 3.898843
28 385312558 571 890 518232001761434 3.903597 3.902238
29 1504105116 253904 2022337118015 338 3.906814 3.905666
30 5876236938019 300 7898574056 034 638 3.909789 3.908734
31 22974 847474172100 30873429 530206 738 - — = - — =

13. tabldazat. Nullamentes gréfos sorozatok G, (n) szdma és grafos sorozatok G(n)
szédma, tovabba a G,(n)/G.(n+1) és G(n)/G(n+1) hdnyadok n = 1,...,30 csics

esetén.
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A 4. dbra a tesztelt és a gréfos sorozatok szamét mutatja a szeletek sorszaménak
fiiggvényében n = 30 cstcs esetén.

QE+10

8E+10

7E+10
=T ested

B6E+10
s Graphical

S5E+10

4E+10
3E+10
2E+10

1E+10

28095

42142

56189

70236
112377
126424
140471
154518
168565
182612
238800
252847
266894
280941
294988
309035
323082
337129

4. dbra. A tesztelt és a grafos sorozatok szdma a szeletek sorszdmaénak fiiggvé-
nyében n = 30 csucs esetén.

Az 5. dbra a hasonlé adatokat mutatja n = 31 csiics alapjan.

2,5E+11

2E+11

1,5E+11

e T 5t 2]

1E+11
G raphical

SE+10

18708

37415

56122

74829

93536
112243
130950
149657
168364
187071
205778
224485
243192
261899
280608
299313
318020
336727
355434
374141
392848
411555
430262

5. dbra. A tesztelt és a gréfos sorozatok szama a szeletek sorszaménak fiiggvé-
nyében n = 31 csics esetén.
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Megjegyezziik, hogy a folyéirat honlapjan a 4. és 5. abrdk szinesek (a grafikus
sorozatokat piros, mig a tesztelt sorozatokat kék szin jelzi).

6. Parhuzamos Erdés—Gallai-algoritmus (EGP)

A G(n) értékek kiszamitdsa hosszi ideig tart, ha szekvencidlis programot hasz-
nalunk, ezért az EGE gyorsitott parhuzamos véltozatat hasznaltuk fel. A felhasz-
nalt processzorok és a G,(n) kiszdmitasahoz sziikséges id6 megkozelitéleg fordi-
tottan aranyos, igy minél tobb processzort hasznalunk fel, annél kevesebb idore
lesz sziitkségiink.

A linedris algoritmusunk hasznalhatésdga érdekében szitkség van egy algorit-
musra, amely képes az ellendrzendd sorozatok egy részén dolgozni.

Az ERDOS—GALLAI-PARALLEL algoritmus felhasznaldsdval kiszamitottuk eze-
ket a szdmokat n = 31-ig. Az értékek [95] 2. tabldzatdban, valamint az OEIS-ben
[96] taldlhatdak.

Alkalmazasunk két részre bonthaté: egy szerverre és egy kliensre. A szerver
tarolja a kliensek kozti feladatok felosztasahoz sziikséges informécidkat, valamint
Osszegyljti az eredményeket. A kliens tarolja a szerver IP cimét és portjat az 1j
feladatok kéréséhez.

A pérhuzamos algoritmus egyik legkritikusabb része a probléma kozel azonos
méretil részfeladatokra osztasa. A kovetkez6 egyenlet megadja, hogy kozelitéleg
hény azonos fejjel kezd6do6 sorozatok 1étezik. Ezen szamok ismeretében korldtozott
méretii feladatok generalasara vagyunk képesek, mas szdval egyik feladat sem lesz
nagyobb egy megadott maximumnél.

Kénnyen belathaté [95, (22) egyenléség], hogy az (I, u, m)-szabdlyos sorozatok
Q(l,u,m) szdma

(11)

R(l,u,m) = <“_l+m>.

m

(11) alapjan készitettiik el a feladatokat generdld algoritmust.

6.1. Algoritmus. GENERATE-MATRIX(n,ms, M)

Bemenet. n: a sorozat hossza;

ms: egy feladat maximalis mérete.
Kimenet. M: a feladatok paramétereit tartalmazé matrix.
Munkavdltozok. i, j ciklusvaltozok.

1. for i = n downto 2 // 1-3. sor: a métrix kitoltése
2. forj=1ton—-1
3. Mi; = ("7
1. for j =n —1 downto 1 // 4-5. sor: a mdtrix elsd sordnak kitoltése
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s My=1
6. GENERATE-NEW-SEQUENCES(M,n,n,1,n— 1,ms,0)

// 6. sor: 1j feladat elééllitasa
7. return M // 7. sor: eredmény visszaaddsa

Az algoritmus egy, az egyenléség felhasznalasaval kapott értékekkel feltoltott
matrixot ad vissza. Ezek utan képesek lesziink a sorozatok generalasara. Induljunk
el a matrix alsé soranak elsd elemétol, és kezdjiik el az értékeket kiolvasni és
Osszegezni. Abban az esetben, amennyiben az érték til nagy a maximalis méret-
hez viszonyitva, 1épjiink feljebb egy sorral, és kezdjiik el kiolvasni és Gsszegezni
az elemeket az els6 sortdl kezdve addig az oszlopig, ahonnan felléptiink. Addig
folytassuk az algoritmust, amig el nem érjiikk a sziikséges méretet. A kovetkezo
(rekurziv) algoritmus a fent emlitett eljards szerint miikodik.

6.2. Algoritmus. GENERATE-NEW-SEQUENCE(M,n, 1, j, jm, ms, J)

Bemenet. n: a sorozat hossza;

ms: egy feladat maximalis mérete.
Kimenet. M: a feladatok paramétereit tartalmazé matrix.
Munkavdltozok. i, j: ciklusvaltozok.

1. S=0 // 1. sor: aktudlis szelet méretének bedllitdsa
.. while j < jm + 1

3. if S+ M;; <ms // 3.sor: ha tovabbi sorozatot tudunk hozzédadni
4. S=S+M,; // 4. sor: tovébbi sorozatot adunk a szelethez
5. if 5 <jm // 5-6. sor: 4tlépés a métrix kovetkezd oszlopdhoz
. j=j+1

7. elseif S #0 // 7. sor: szelet nem iires
5. for k = 2 to size(J,2) // 8-13. sor: nyomtatés
9. print(Jy)

10. for k=1 ton — size(J,2) + 1

1. print(j — 1)

12. print  newline // 13. sor: 1j sor
13. S = O

14. if M;; >ms and j < j, // 14. sor: ha felbonthatatlan
15. GENERATE-NEW-SEQUENCE(M, n,i — 1,1, j,ms, [J, j])

16. j=7+ 1

w if S#0 // 17. sor: utolsé szelet nem {ires
18, for k = 2 to size(J,2) // 18-22. utolsé szelet nyomtatdsa
19, print (Jy)

20. for k=1ton — size(J,2) + 1

21. print (J(size(J,2)))

22. print  newline
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Most mar rendelkeziink a probléma kisebb méretii részfeladataival. Ezt kove-
téen elkezdhetd a szerver program segitségével a kiillonb6z6 szamitdgépek kozotti
szétosztasuk. A DISTRIBUTING-JOBS algoritmus megmutatja, hogy a szerver mi-
képp kiildi el a feladatokat a klienseknek. Az algoritmusban csak a feladatok
szétosztasara koncentraltunk, igy nem tartalmazza a héalézati kommunikécioval
foglalkozé kédot, kivéve a nagyon fontos halézati primitiveket (szdmitégépes hals-
zatokrdl b6vebben olvashatunk [178]-ban).

6.3. Algoritmus. DISTRIBUTING-JOBS(n, N, M, G.,)

Bemenet. n: a sorozat hossza;
N: a feladatok becsiilt szama;
M: a feladatok paramétereit tartalmazé matrix.
Kimenet. G,: az n-szabalyos nullamentes grafos sorozatok szama.
Munkavdltozok. S = Sy, ..., Sp: a feladatok allapotat tarolé vektor;
fj: befejezett feladatok szama;
aj: a kliensnek elkiildott utolsé feladat szama;
ji: a bejové eredmény feladatanak indexe;
cl: kliens azonosité (halézati kommunikdcidhoz sziikséges);
msg: klienstél jovo tizenet (csak halézati kommunikacidhoz sziikséges);
S: aktudlis feladat mérete;
time: aktudlis feladat futési ideje masodpercben;
al: alsé korlat;
bu: fels6 korlat.

1. So = TRUE // 1-4. sor: szelet allapot kezdeti bedllitdsa
2. SN+1 = TRUE
3. forj=1to N +1

1. S; = FALSE

5. G, =0 // 5. sor: G, kezdeti értékének beallitdsa
¢. while fj < N // 6. sor: amig van befejezetlen szelet
7. accept(cl) // 7. sor: klienssel val6 kapcsolat elfogaddsa
8. recv(cl,msg) // 8. sor: kliens iizenetének fogaddsa
9. if msg=10 // 9. sor: kliens 1j szeletet kér
10. aj=aj+1 // 10. sor: utoljara kiildott szelet indexének novelése
1. for i = Myj_10ton // 11-12. sor: kezdd sorozat frissitése
12, bi=n+Mg_1.1

13, while S,; = TRUE or aj > N // 13-22. sor: befejezetlen szelet?
14. aj =aj +1

15. if aj > N // 15. sor: &tléptiik a maximalis indexet
16. aj =1 // 16. sor: index beéllitasa 1-re
17. for i = My;_10ton // 17-18. kezd§ sorozat frissitése
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18. by =n+ My;_11

19, if aj < N // 19-30. sor: utolsé szeletet jellemzd sorozatok
beallitasa

20. al = Mgy

21. b=mn+ Mg

22, elseal =1

23. bu=1

24. send(c, b, al, bu) // 24. sor: szelet kiildése a kliensnek

25. else recv(c, ji, Finit, Flasts Zn.m,time) [/ 25. sor: eredmény fogaddsa

26. if Sj; = FALSE // 26. sor: kapott eredmény 1j

27. S; = TRUE // 27. sor: befejezett szelet allapotdnak beallitdsa

28. fi=fi+1// 28.sor: befejezett szeletek szdmanak novelése

20. G, =G, +Zym // 29. sor: G, frissitése

30. close(cl) // 30. sor: haldzati kapcsolat zdrdsa

s return G, // 31. sor: eredmény

A kliens készitésekor fontos szempont volt az egyszeriiség. Egy olyan progra-
mot szerettiink volna elkésziteni, amelynek nincs sziiksége semmilyen felhasznaloi
interakciéra. Elegendd, ha a felhaszndlé csak elinditja, és attdl a pillanattdl kezdve
a program onalléan képes futni a hattérben. Ez azért fontos, mert a programot
annyi helyen akartuk kis részekre osztva futtatni, amennyi helyet fel tudtunk hasz-
néalni szamitogépes laboratériumunkban, mivel nem volt elég idénk és emberiink,
akik részt vettek volna a program futtatasaban.

Egy masik fontos otlet az volt, hogy nem akartuk djrainditani a programot,
amikor a szamitds G, (n)-r6l &tvélt G,(n + 1)-re. Miutdn a kliens végzett felada-
taval, és a szerver nem tudott neki 1jat adni, a hattérben varakozott — mindaddig
amig nem kapott 4j feladatot — jelentOs er6forrds-felhasznalas nélkiil.

A kliens program szalként miikodik. Ennek egyszerii oka van: a programot
feltoltottitk a publikus honlapunkra, igy barki csatlakozhatott a szamitdasokhoz.
Ezzel az volt a célunk, hogy egyetlen felhasznaldt se veszitsiink el amiatt, hogy a
programunk lefoglalja az eréforrasait.

Harmadik szempontként egy igazan gyors programot szerettiink volna készi-
teni, mivel a futasi id6 oridsi mértékben megnovekedhet az n értékétol fiiggden.
Ezen okbdl az ANSI C nyelvet haszndltuk programunk elkészitésekor. Kisérle-
teink soran kideriilt, hogy programunk ANSI C-ben irt valtozata szdzszor gyor-
sabb volt, mint a MATLAB-ban késziilt valtozat. A hélézati kommunikédciéhoz
Berkeley-socketeket hasznaltunk.

A kliens a kovetkezdképp miikodik:
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— Miutén létrehoztuk a csatlakozdshoz szitkséges csatlakozot (socket), megpro-
balunk kapcsolédni a szerverhez. Ha ez nem lehetséges, varunk egy ideig,
és megkétszerezziik ezt a varakozasi idot. Ezt az eljarast addig ismételjiik,
amig nem tudunk csatlakozni a szerverhez, vagy el nem ériink egy megadott
id6korlatot. Ezutan mar nem noveljiik a varakozasi id6t. Konnyen belathato,
hogy a varakozasi id6 exponencialisan né.

— A szerverre vald csatlakozds utan elkériink egy részfeladatot, majd miutdn
megkaptuk, lebontjuk a héalézati kapcsolatot.

— Kiszdmitjuk a G, (n) részleges eredményét, majd visszakiildjiik a szervernek
az els6 1épésben bemutatott csatlakozasi eljards szerint.

A klienseken futé PARALLEL ERDOS—GALLAI-algoritmus két részre oszthatd:
CHECK és ENUMERATING részre. Az els6 csak ellendrzi a sorozatokat, médst nem
csindl. A mésodik generalja a sorozatokat, a H értékeket és az ellenérzé pontokat.

A CHECK-ben a linedris Erdés—Gallai-algoritmus médositott véltozatdt hasz-
naljuk.

6.4. Algoritmus. CHECK(b, H,¢,C)

Bemenet. b: bemeno sorozat;
H =Hy,...,Hy,: absorozat elemeinek Osszege;
c: ellendrzé pontok szama;
C=0C,...,Ch_1: ellen6rzé pontok.
Kimenet. L: logikai érték. Ha a megvizsgalt sorozat grafos, akkor L = 1,
kiilonben L = 0.
Munkavdltozo. p: aktualis ellenérz6 pont.

Li=1 // 1. sor: i kezdeti értékének beallitdsa
2. while i < ¢ and H¢, > C;(C; — 1) // 2-10. sor: sorozatok tesztelése
3. p=C; // 3. sor: p kezdeti értékének bedllitdsa
1 while J, <nand b;,,, >p // 4-7. sor: J, frissitése
5. Jp=Jp,+1

6. while J, >pand b;, <p

. Jy=Jy 1

8. if H, > H, — H;, +p(J,—1) // 8. sor: tesztelés
9. L=0 // 9-10. sor: b nem gréfos
10. return L

11. 1=1+1

2. L=1 // 12-13. sor: b gréfos

1. return L
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6.5. Algoritmus. ENUMERATING(n, b, last_index, last_value)

Bemenet. n: a sorozat hossza,

b: els6 sorozat;
last_index: az utolsé ellendrizendd sorozat elérésekori elem indexe;
last_value: az utolsd ellendrizendo6 sorozat elérésekori elem értéke.

Kimenet. G2: Az elsé és utolsé ellendrizendé sorozat kozotti n-szabalyos nulla

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

mentes grafos sorozatok szama.

. Hi=b // 1. sor: H; bedllitdsa
fori=2ton // 2-3. sor: H elemeinek szamitasa
H; = H; 1+
if b, #n—1 // 4. sor: ha a graf nem teljes
if H, pératlan // 5-10. sor: sorozat frissitése
by =0, —3
H,=H, -3
else b, = b, — 2
H,=H,—2
fori=1ton // 10-11. sor: silypontok kezdeti értékeinek bedllitasa
Ji =n-—1
fori=1ton—2 // 12-15. sor: ellen6rzé pontok szamitdsa
if b; # b;+1 and b; # b,
c=c+1
Co=1i
L = CHECK(b, H, ¢, C) // 16. sor: els6 sorozat tesztelése
GE=GE+ L
while b4t indes > last_value // 18. sor: szelet utolsé sorozataig
k=n // 19. sor: munkavéltoz6 kezdeti értékének bedllitdsa
if b, =1 // 20. sor: ha a sorozat utolsé eleme 1
j=n-1
while b; <1
J=7-1
if b; =2 // 24. sor: ha az utolsé elem 2
bji—1=0bj_1—-1 // 25. sor: sorozat frissitése
Hi_1=H;_1-1 // 26. sor: H elemeinek frissitése
if j>2 // 27-36. sor: ellendrzé pontok frissitése

if ¢c<2or (¢>2and C._5 #j—2)) and
(¢c>1land C._q #j—2)
ifc>land C._q > j—2
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Cc+1 = Cc
Ce=0Cc
Cor=7—2
c=c+1
else C.y1 = C.
Co=j—2
c=c+1
for k=jton
by =bj_1 // 39. sor: b utolsé részének frissitése
H, = Hj,_1 + by, // 40. sor: H frissitése
while ¢ >1and C. > j—1 // 42-43. sor: ellenérzé pontok
frissitése
c=c—1
if H, péaratlan // 42. sor: ha a paritds paratlan
by, =0b,_1—1 // 43. sor: b frissitése
H,=H,_|+b, // 44. sor: H frissitése
c=c+1 // 45-46. sor: ellendrzd pontok frissitése
C.=n-—1
elseb; =b; — 1 // A7. sor: b frissitése
H;=H; -1 // 48. sor: H frissitése
if j>1 // 49-50. sor: ellendrzé pontok frissitése

if(c=land C.#j—1)or (¢c>1land C.y #j—1)
ifc>0and C,. > j—1

CC+1 =C.
C.o=j—1
c=c+1
fork=j+1ton
b =b; // 56. sor: b frissitése
H,=Hp_1+0b // 57. sor: H frissitése
while c>1and C. > j—1 // 58-59. sor: ellenérzé pontok
frissitése
c=c—1
if H, pératlan // 60. sor: parités ellendrzése
b, =0, —1 // 61. sor: b frissitése
H,=H,-1 // 62. sor:H frissitése
c=c+1 // 63. sor: ellenérzé pontok frissitése

C.=n—1 [/ 64.sor: 4j ellendrzé pont listahoz flizése
else if b, =2
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6. br—1=0bp_1—1 // 66. sor: b frissitése

67. H, 1=H,_1-1 // 67. sor: H elemeinek frissitése

68. if (c=1land C. #n—2)or (¢c>1and C._; #n—2 and
C.#n—2) // 68-73. sor: ellenérzé pontok frissitése

69. ifc>0and C. >n—2

70. Cey1 =C.

71. Co=n-—2

72. elsec=c+1

73. Co.=n—-2

74, if br_1 odd // T4. sor: paritds tesztelése

75. b, = bi—1 // 75. sor: b frissitése

76. ifc>0and C.=n—1

7. c=c—1 // 77. sor: ellendrzépont frissitése

78. else by = b1 — 1 // 78. sor: b frissitése

79. H,=H,_1+0b // 79. sor: H elemének kiszdmitdsa

80. else b, = b, — 2 // 80. sor: b frissitése

s1. Hy =H, -2 // 81.sor: H elemének kiszdmitdsa

82. ifec<lorC.#n-—1 // 82-84. sor: ellendrzé pontok

frissitése

83. c=c+1

84. C.=n-—1

85. G = G? + CHECK(b, H, ¢, C) // 85. sor: GP frissitése

A The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences [170] tartalmazza az n cstcst
egyszerl grafok foksorozatainak szamat. Az n = 24,...,29 értékeket november
16-4n toltottiik fel. A [95] cikk 2. tdbldzatdban megtaldlhaté az osszes G(n) érték,
amelyet az OEIS adatbézis jelenleg tartalmaz.

Szamitdsaink soran tobb mint 200 szamitégépet hasznaltunk fel. Szamitési
teljesitményiiket Gsszegezve elmondhatd, hogy szamitasi kapacitasunk elméleti
maximuma — beleértve a maganszemélyek teljesitményét is — elérte a 6 TFLOPS-ot.

A gréfos sorozatok kiszamitdsanak futdsi idejét a 14. tablazat tartalmazza.
Eszrevehet(’)'7 hogy a futési id6 novekedése nem ugyanolyan ardnyu kiilonbozé n
értékek esetén. Ez a felhaszndlt processzorok tipusival magyardzhaté. A korai
szémitdsok idején (példdul n = 25 esetén) néhany erds géppel rendelkeztiink, azon-
ban a novekvo n-ek soran fellépé nagyobb komplexitas miatt inkabb sok kevéssé
er0s gépet haszndltunk. A szamitasok teljes ideje kevesebb, ha néhany erés gépet
hasznalunk, de a valés futdsi id6 néni fog. T6bb mint 200 gép felhasznalasdval a
Gog valés futési ideje tobb, mint két hét volt.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2014)



FOKSOROZATOK PARHUZAMOS LESZAMLALASA 77

l n [ Futdsi id8 (nap) [ Szeletek szdma J
25 26 435
26 70 435
27 316 435
28 1130 2 001
29 6733 15 119

14. tablazat. A mért futdsi idOk Gsszege, valamint a feldolgozott szeletek szama.

7. A program tovabbi gyorsitasanak lehetdségei

Leszamlélé programunk futési idejét két f6 moddszerrel csokkenthetjiik: az
egyik moédszer a tesztelendd sorozatok szamat, a masik pedig az egyes sorozatok
ellenérzésének idejét csokkenti.

Ebben a részben az el6bbi mddszer harom érdekes elemét, a rossz és jo sorozatok
egy részének atugrasat elemezziik.

7.1. A nemgrafikus sorozatok egy részének atugrasa

Ezt a modszert az n = 30-as projektben vezettiik be.

Az n=23,...,29 esetben a foksorozatokat a paros sorozatok kozott kerestiik.
Ekkor a 7516 816 644 943 560 paros sorozat kozott a 2022337118015 338 grafikus
sorozat 26,90 szazalékot képviselt. Ismert (14sd a [95] cikkben a 13. lemmat),
hogy E(n) = © (4™//n), mig Burns tétele (ldsd az elgbbi cikkben a 22. tételt)
G(n) szerint van olyan pozitfv C, amelyre G(n) = O (4" /y/n/(logn)), ahonnan
kovetkezik, hogy a grafikus sorozatok a péaros sorozatok kozott aszimptotikusan
nullmértéki jelentos részét részhalmazt képviselnek.

Az n = 30 ésn = 31 esetben a rossz sorozatok jelentOs részét atugrottuk. Ennek
koszonhetéen az n = 30 esetben a tesztelt sorozatok 85, 40; mig az n = 31 esetben
86,67 szazaléka volt grafikus. Mivel a futasi id6k még nagyszamu processzor fel-
hasznalasa mellett is jelent&sek, kulcsfontossagi mind a nemgrafikus, mind pedig
grafikus sorozatok minél nagyobb hdnyaddnak dtugrasa.

A nemgrafikus sorozatok jelentOs részének tényleges ellenOrzését a kovetkezd
lemma alapjan ugrottuk at az n = 30 és n = 31 esetben.

Ha b = (b1,...,b,) (0,n — 1,n)-szabdlyos sorozat, akkor a ¢ = (c1,¢2,...,¢n)
sorozatot b-nél lexikografikusan (4, 7)-kisebbnek nevezziik, ha vannak olyan
1 <4 < j < n indexek, melyekre

ha k=1,...,4, akkor ¢, = bg,

chﬁzbk

k=it1 k=it+1
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és
J J
> ey
k=i+1 k=i+1

7.1. LEMMA. Ha b = by,...,b, nemgrafikus sorozat, és vannak olyan i és j
indexek és egy olyan ¢ = ¢y, ca, . . ., ¢, SOrozat, amely lexikografikusan (i, j)-kisebb,
mint b, akkor ¢ nemgrafikus.

Bizonyitds. Lasd [88]. O

A lemma alkalmazasaval mintegy 30 szazalékkal sikeriilt az EGE1 program
futési idejét csokkenteni.

7.2. A kis grafikus sorozatok atugrasa

Az el6z6 definiciéhoz és lemmahoz hasonl6 eszkozokkel kezeljiik a grafikus so-
rozatok egy részének atugrasat.

Ha b = (by,...,b,) szabdlyos sorozat, akkor a ¢ = (cy,...,¢,) sorozatot b-nél
lexikografikusan (4, j)-nagyobbnak nevezziik, ha vannak olyan 1 < i < j < n
indexek, melyekre

ha k=1,...,7, akkor cp="0bg

és A _
J j
Z Ci > Z b,
k=it+1 k=i+1
tovabba
n n
k=it+1 k=i+1
7.2. LEMMA. Ha b = by,bo, ..., b, nemgrafikus sorozat, és vannak olyan i és
j indexek és egy olyan ¢ = c¢y,c¢a,. .., ¢y, sorozat, amely lexikografikusan (i,7)-

nagyobb, mint b, akkor ¢ nemgrafikus.

Bizonyitds. Lasd [88]. O

7.3. A grafos sorozatok komplementereinek atugrasa

Ha n pozitiv egész szam, és a b = by < --- < b, < n — 1 nemcsokkend
n-szabdlyos sorozat, akkor a ¥ = n—1—-0b, < --- < n — 1 — by sorozatot a b
sorozat nemcsokkend komplementerének nevezziik. Ehhez hasonléan definidljuk a
b nemnovekvd n-szabalyos sorozatok nemndvekvd komplementerét is.

A gréafos sorozatok atugrdsanak alapja lehet az az egyszerii észrevétel is, hogy
egy grafos sorozat komplementere is gréfos sorozat.
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7.3. LEMMA. Ha egy nemnovekvé szabélyos b = by, ba, ..., b, sorozat grafos,
akkorab =n—1-b,,n—1—0b,_1,...,n — 1 — by sorozat is grafos.

Bizonyitds. Ha b grafos sorozat, akkor 1étezik olyan G egyszeru graf, amely-
nek nemnévekvéen rendezett foksorozata b = by, bo,...,b,. Ennek a grafnak van
komplementere, és abban a fokszamok nemnovekvéen rendezett sorozata
=n—-1-b,n—1—0by,...,n—1—0,. Tehat a b’ sorozat szintén grafos. 0O

Ha egy nemnévekvd (vagy nemcsokkend) n-szabdlyos sorozat nemnévekven
(nemcsokkenden) rendezett komplementer sorozata ugyancsak b, akkor akkor a b
sorozatot félpalindrom sorozatnak nevezziik. A névvalasztas oka, hogy a palindrom
kifejezés mér foglalt [2, 101, 102] az olyan sorozatokra, amelyek megegyeznek a
sajat megforditasukkal.

A b =by,...,b, sorozat szimmetrikus elempdrjainak a by—by,, bo—b,_1, ...,
b|(n+1)/2)—b[(nt1)/2] elempérokat nevezziik. Megjegyezziik, hogy ez a definici6 azt
is jelenti, hogy paratlan n esetén az utolsé szimmetrikus parban kétszer szerepel
a sorozat kozépsé eleme.

7.4. LEMMA. A b = by,...,b, n-szabalyos sorozat akkor és csak akkor félpa-
lindrom sorozat, ha elemparjainak Osszege n — 1.

Bizonyitds. Az éllités a félpalindrom sorozatok definicidjabdl kovetkezik. O

Ha egy n-szabalyos sorozat nem félpalindrom sorozat, akkor szimmetrikus
elempdrjainak elemei koziil a lexikografikusan kisebbet (az adott rendezés szerint
el8bb sorra keriil6t) erdsnek, a masik elemet pedig gyengének nevezziik.

7.3.1. Komplementerek atugrasa szabalyos sorozatok tesztelése soran

Ha a potencidlis grafos sorozatok tesztelése soran egy b sorozatrol kideriil, hogy
grafos, akkor a b’ sorozat is gréfos. Ha egy grafos b sorozat b’ komplementere nem
azonos b-vel, akkor b'-t nem kell tesztelni. Ezért példdul majd az n = 33 csi-
csu grafok foksorozatainak leszamlalasa sordn elegend6 a legaldbb 16-tal kezd6dé
potencialis sorozatokat vizsgalni, mert ha egy b nemcsokkend grafos sorozatban
b1 < 16, akkor a nemcsokkend b’ sorozatban b| > 16, azaz ennek a sorozatnak a
komplementerét mar korabban megvizsgaltuk.

Egy legaldbb 16-tal kezdd6 b grafos sorozat egyuttal félpalindrom sorozat,
akkor egy grafos sorozatot képvisel, egyébként azonban kett6t. Ezért a megtalalt
grafos sorozatokat ellendrizni kell, hogy félpalindrom sorozatok-e. A FELPALIND-
ROM algoritmus elvégzi ezt az ellenOrzést.

7.1. Algoritmus. FELPALINDROM(n, b)

Bemenet. n: csicsok szdma (n > 1);
b=b1,...,b,: a megvizsgidlandd n-szabdlyos sorozat.
Kimenet. 0 vagy 1 (1, ha a vizsgélt sorozat félpalindrom, egyébként 0).
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Munkavdltozo. i: ciklusvaltozo.

1. if n paratlan and (n +1)/2 # (n+1)/2 // 1-6. sor: tesztelés
2. return 0 // 1-5. sor: b nem félpalindrom sorozat
3. for i =1 to [n/2]

" if b +bp_ir1 #n—1

5. return 0

o. return 1 // 6. sor: b félpalindrom sorozat

FELPALINDROM futési ideje legrosszabb esetben (péld4ul ha b félpalindrom so-
rozat) ©(n), azonban az dtlagos futdsi ideje ennél lényegesen kisebb, mivel a grafos
sorozatok kozott kevés félpalindrom sorozat van.

Egy nemnovekvd 1-szabdlyos sorozat van: 0 — ez félpalindrom sorozat. Harom
nemnovekvo 2-szabalyos sorozat van: 1, 1; 0, 1 és 0, 0. Koziiliikk az 1, 1 erés, a 0,
0 gyenge, a 0, 1 pedig félpalindrom sorozat. Tiz 3-szabdlyos sorozat van: 2, 2, 2;
2,2,1;2,2,0;,2,1,1;21,0;2,0,0; 1, 1; 1, 1, 0; 1, 0, 0 és 0, 0, 0. Ezek koziil
az 1,1, 1és a0, 1, 2 félpalindrom, a tobbiek koziil 4 erds és 4 gyenge. Harmincot
4-szabdlyos sorozat van:

(3,3,3,3); (3,3,3,2); (3,3,3,1); (3,3,3,0); (3, 3,2, 2); (3, 3,2, 1); (3, 3, 2, 0);
(3,3,1,1); (3,3,1,0); (3,3,0,0); (3,2,2,2); (3,2,2,1); (3,2,2,0); (3,2, 1, 1);
(3,2,1,0); (3,2,0,0); (3,1, 1, 1); (3,1, 1, 0); (3, 1, 0, 0); (3, 0, 0, 0); (2, 2, 2, 2);
(2, 2,2, 1); (2, 2, 2,0); (2,2,1,1); (2,2,1,0); (2,2,0,0); (2,1, 1, 1); (2, 1, 1, 0);
(2,1,0,0); (2,0,0,0); (1, 1,1, 1); (1, 1, 1, 0); (1, 1, 0, 0); (1, O, O, 0); (0, O, 0, 0).

A szazhuszonhat 5-szabalyos sorozat koziil
(4,4,2,0,0); (4,3,2,1,0); (4,2,2,2,0); (3,3,2,1,1); (3,2,2,2,1) és (2, 2, 2,2, 2)
félpalindrom, a tobbieknek pedig fele erds, fele pedig gyenge. A 6-szabéalyos soro-
zatok kozott 10, a 7-szabalyos sorozatok kozott pedig 20 félpalindrom sorozat van.
A kovetkez6 éllitas megadja az n-szabalyos sorozatok kozott 1év6 félpalindrom,
er0s és gyenge sorozatok szamat.

7.5. LEMMA. Han > 1, akkor a nemcsokkend n-szabalyos sorozatok kozott

P = (1))

n-félpalindrom sorozat, valamint

erds és gyenge sorozat van.

Bizonyitds. Ha n paros, akkor a sorozat els6 |n/2] elemét ismétléssel valaszthatjuk
ki a [0, |(n —1)/2]] intervallum |n/2| eleme koziil. Ha pedig n paratlan, akkor a
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[ n] Rm) |  Pm) [  Sm)=W(n) [ W(n)/R(n) |
1 1 1 0 0.0000000000
2 3 1 1 0.3333333333
3 10 2 4 0.4000000000
4 35 3 16 0.4571428571
5 126 6 60 0.4761904762
6 462 10 226 0.4891774891
7 1716 20 848 0.4941724942
8 6435 35 3200 0.4972804973
9 24 310 70 12120 0.4985602633

10 92378 126 46126 0.4993180194
11 352716 252 176 232 0.4996427721
12 1352078 462 675808 0.4998291519
13 5200300 924 2599 688 0.4999111590
14 20058 300 1716 10028 292 0.4999572247
15 77558 760 3432 38777664 0.4999977875
16 300540195 6435 150 266 880 0.4999989295
17 1166803110 12870 583395120 0.4999944849
18 4537 567 650 24 310 2268771670 0.4999973213
19 17672631900 48 620 8836291 640 0.4999986244
20 68923264410 92378 34461 586016 0.4999993298
21 269 128 937 220 184 756 134564 376 232 0.4999996568
22 1052049 481 860 352716 526024 564 572 0.4999998324
23 4116715363 800 705432 2058357329184 0.4999999143
24 16123801 841 550 1352078 8061900244 736 0.4999999581
25 63 205303218876 2704156 31602650257 360 0.4999999786
26 247959266 474 052 5200300 123979630636 876 0.4999999891
27 973469 712824056 10400600 486 734 851211 728 0.4999999947

15. tablazat. Cstcsok n, nemnovekvé szabdlyos sorozatok R(n), félpalindrom
sorozatok P(n), erés sorozatok S(n) és gyenge sorozatok W(n) szdma, valamint
az atugrott és a szabdlyos sorozatok széméanak W(n)/R(n) hényadosa 1,...,27
csucs esetén.

sorozat k6zépsé eleme |n/2], az |n/2] kezd6 elemet pedig ismétléssel vélaszthatjuk
ki [n/2] elem koziil.

Az erés és gyenge sorozatok kolesonosen egyértelmiien megfeleltethetéek
egymésnak, ezért az els egyenl6ség igaz. A szabdlyos sorozatok halmazdban
haromféle sorozat van: félpalindrom, erds és gyenge. Ezért a masodik egyenl6-
ség is igaz. a

A 15. tabldzatban osszefoglaljuk a nemnoévekvd szabélyos sorozatok bizonyos
adatait n = 1,2,...,27 csics esetén.

A téblazat alapjan gy tiinik, hogy a hdanyadosok sorozata monoton novekedve
0.5-hoz tart, azaz aszimptotikusan a sorozatok felét nem kell tesztelniik. A 7.1. té-
tel bizonyitja, hogy ez igaz.
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7.1. TETEL. Ha n tart a végtelenbe, akkor

. Sn)+P(n) 1
R T (12)

Bizonyitds. Két eset van. Ha n péros, akkor a 7.5. lemma szerint

S(n)+P(n) _ R(n)/2—-Pm)/2+P(n) _ Rn)+Pm) 1 Pn)
R(n) R(n) 2R(n) 2 2R(n)

1 (n—1)nl(n —1)!

2 " 22 (/22— 1)

n 1
n! =+v2mn (Q) (1—1—0 ())
e n
alakjat felhasznalva

n3n=2e3n=1 /2w (n —1)227n (1+ O(1/(n —1))20(1+ 1/n)

A Stirling-formula

A T2 2nm)p (L+0(2/n)2(1+0(1/(2n 1))’
ahonnan S(n) + P(n)

amibdl kovetkezik (12).
Ha n pératlan, akkor a gondolatmenet és az eredmény hasonlé. a

Ha a potencialis grafos sorozatokat lexikografikusan nemcsdkken6 sorrendben
teszteljiik, a félpalindrom sorozatok tovabbra is félpalindrom sorozatok lesznek,
mig az erds és gyenge sorozatok szerepet cserélnek. Ekozben a kiilonbozo tipusi
sorozatok szdma nem véltozik.

7.3.2. Komplementerek atugrasa paros sorozatok tesztelése soran

Most vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a gréfos sorozatokat a paros soroza-
tok kozott keressiik.

Egy nemnovekvé paros 1-sorozat van: 0 — ez félpalindrom sorozat. Két nem-
novekvo paros 2-szabalyos sorozat van: 1, 1 és 0, 0. Koziiliikk az 1, 1 erds, a 0, 0
pedig gyenge. Hat 3-paros sorozat van: 2, 2, 2; 2,2, 0; 2,1, 1; 2,0, 0; 1, 1, 0 és
0, 0, 0. Ezek kozott nincs félpalindrom, viszont 3 erés és 3 gyenge sorozat van.
Tizenkilenc 4-paros sorozat van:

(0,0, 0, 0); (0, 0,0, 2); (0,0, 1, 1); (0 ;3); (0,0, 2,2); (0,0, 3,3); (0, 1, 1, 2);
(0,1,2,3); (0,2,2,2); (0,2,3,3); (1,1,1,1); (1, 1, 1, 3); (1, 1, 2, 2); (1, 1, 3, 3);
(1,2,2,3); (1, 3,3,3); (2,2,2,2); (2 ,3)és(3,3,3,3).
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[ n] Em) | _P(m) | Sem=wW.(n) [ We(n)/E(n) |
1 1 1 0 0.000000000000000
2 2 1 0.500000000000000
3 6 0 3 0.500000000000000
4 19 3 8 0.421052631578947
5 66 6 30 0.454545454545455
6 236 10 113 0.478813559322034
7 868 0 434 0.500000000000000
8 3235 35 1600 0.494590417310665
9 12190 70 6060 0.497128794093519
10 46252 126 23063 0.498637896739600
11 176484 0 88242 0.500000000000000
12 676270 462 337904 0.499658420453369
13 2600612 924 1299844 0.499822349508500
14 10030008 1716 5014146 0.499914456698340
15 38781096 0 19390548 0.500000000000000
16 150273315 6435 75133440 0.499978589012959
17 583407990 12870 291697560 0.499988969983082
18 2268795980 24310 1134385835 0.499994642532820
19 8836340260 0 4418170130 0.500000000000000
20 34461678394 92378 17230793008 0.499998659699639
21 134965161188 184756 67482488216 0.499999315541884
22 526024917288 352716 263012282286 0.499999664734513
23 2058358034616 0 1029179017308 0.500000000000000
24 8061901596814 1352078 4030950122368 0.499999916143978
25 31602652961516 2704156 15801325128680 0.499999957216313
26 123979635837176 5200300 61989815318438 0.499999979027604
27 486734861612328 0 243367430806164 0.500000000000000

16. tabldazat. Cstcsok n, nemnovekvé péros sorozatok E(n), péros félpalind-
rom sorozatok P.(n), pdros erds sorozatok S.(n) és paros gyenge sorozatok W, (n)
szdma, valamint az dtugrott sorozatok és a paros sorozatok szdmdnak We(n)/E(n)
hanyadosa 1,...,27 csics esetén.

Ezek koziil a (3, 3, 0, 0); (3, 2, 1, 0) és (2, 2, 1, 1) félpalindrom, a tobbiek kozott
pedig 16 erGs és 16 gyenge sorozat van. A hatvanhat 5-szabdlyos sorozat koziil a
(4,4,2,0,0);(4,3,2,1,0);(4,2,2,2,00:(3,3,2,1,1);(3,2,2,2 1) és a (2222, 2)
félpalindrom, a tobbieknek pedig fele erds, fele pedig gyenge.

7.6. LEMMA. Ha n > 1, akkor a nemnévekvé n-paros sorozatok kozott paros
n és 4k + 1 alaku pdratlan n esetén

Po) = ()
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n-félpalindrom sorozat és

erds és gyenge sorozat van.

Bizonyitds. Lasd [88].

7.3.3. Komplementerek atugrasa nullamentes paros sorozatok

tesztelése soran

Most vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a grafos sorozatokat a nullamentes
paros sorozatok kozott keressiik. Ezek kezelése bonyolultabb, mint a szabélyos és

paros sorozatoké volt.

Egy nullamentes grafos sorozat izoldlt cstucsot tartalmazé grafthoz tartozik. Egy
nullamentes sorozatban vagy van n — 1, vagy nincs. Az n — l-et tartalmazé soro-
zatok komplementerében van nulla, ezért az ilyen sorozatok komplementerét nem
generaljuk, és ha gréfosak, csak egyszeres sillyal vessziik 6ket figyelembe. Az ilyen
sorozatokat félerdsnek nevezzik és szdmukat M. (n)-nel jeloljiik az (n — 1)-et nem

tartalmazo esetben, és M (n)-nel a mésikban.

El6szor foglalkozzunk az (n—1)-et nem tartalmazoé sorozatokkal. A nullamentes
1-péros és a 2-péaros sorozatok kozott nincs megfelel$ sorozat. A tizenkilenc 4-péros
sorozat koziil most csak 3 felel meg: 2, 2, 2,2;2,2,1,1és1, 1,1, 1. Koziilik a 2,
2, 1, 1 félpalindrom, a 2, 2, 2, 2 erds és az 1, 1, 1, 1 a gyenge pdrja, azaz P.(4) =1
és SL(4) = W.(4) = 1. A hatvanhat 5-pdros sorozat koziil most csak a kovetkezd

9 felel meg:
(3’ 37 37 37 2); (37 37 3’ 27 1);
(27 27 2’ 27 2); (27 2’ 27 17 1); (27 17 17 1’ 1)’

(37 37 27 27 2); (37 37 27 1’ 1); (3’ 27 27 27 1); (37 27 1’ 17 1);

Ezek kozil a 3, 3, 2, 1, 1; 3, 2,2, 2,1 és 2, 2, 2, 2, 2 a félpalindrom, és van

tovabbi 3 eros és 3 gyenge.

A 236 péros 6-sorozat koziil a kovetkez6 6tven O-mentes és ugyanakkor 5-mentes

-
N

(4,4,4,4,4,4); (4,4,4,4,4,2); (4,4, 4,4, 3, 3); (4, 4, 4, 4, 3,
(4,4,4,4,1,1); (4,4, 4,3,3,2); (4,4, 4,3,2,1); (4,4, 4,2, 2,
(4,4,3,3,3,3); 4,4,3,3,3,1); (4,4, 3,3,2,2); (4,4, 3, 3, 1,
(4,4,3,2,2,1); (4,4, 3,1,1,1); (4,4, 2,2,2,2); (4,4, 2,2, 1,
(4,3,3,3,3,2); (4,3,3,3,3,1); (4, 3,3, 3,2, 2); (4, 3, 3, 3, 2,
(4,3,3,2,1,1); (4,3,2,2,2,1); (4,3,2,1,1,1); (4, 2,2, 2, 2,
(4,2,1,1,1,1); (3,3,3,3,3,3); (3,3,3,3,3,1); (3, 3, 3, 3, 2,
(3,3,3,3,2,2);(3,3,3,3,2,2); (3,3,3,3, 1, 1); (3, 3, 3, 2, 2,
(3,3,2,2,2,2); (3,3,2,2,1,1); (3,3, 1,1, 1, 1); (3, 2, 2, 2, 2,
(3,1,1,1,1,1); (2,2,2,2,2,2); (2,2,2,2,1,1); (2,2, 1, 1, 1,
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); (4, 4, 4,4, 2, 2);
); (4,4, 4,21, 1);
); (4, 4,3, 3,2, 1);
); (4,4,1,1,1, 1);
); (4, 3,3, 2,2, 2);
); (4,2,2,2, 1, 1);
); (3, 3,3,3,1, 1);
); (3,3,3,1,1, 1);
); (3,2,2,1, 1, 1);
); (1, 1,1,1, 1, 1).



Ezek kozott nincs félpalindrom, és 25 erds, valamint 25 gyenge van.
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A 17. tablazatban osszefoglaljuk a nemnovekvo
paros sorozatok bizonyos adatait.

85

nullamentes és (n — 1)-mentes

[ ] B.(n) | B | P | sim=wlim | o
1 0 0 0 0 _
2 1 0 0 0 0.00000
3 2 0 0 0 0.00000
4 9 3 1 1 0.11111
5 28 9 3 3 0.10714
6 110 44 0 22 0.20000
7 396 160 0 80 0.20202
8 1519 651 15 318 0.20934
9 5720 2485 35 1225 0.21416

10 21942 9752 0 4876 0.22222
11 83980 37728 0 18 864 0.22462
12 323554 147070 210 73430 0.22695
13 1248072 571802 462 285670 0.22889
14 4829708 2229096 0 1114548 0.23077
15 18 721 080 8691072 0 4345 536 0.23212
16 72714555 33933459 3003 16 965 228 0.23331
17 282861 360 132588 045 6435 66 290 805 0.23436
18 1101992870 518 584 830 0 259292 440 0.23529
19 4298 748 300 2029952 320 0 1014976 160 0.23611
20 16 789 046 494 7952706234 43758 3976331238 0.23684
21 65 641 204 200 31179525806 92378 15589716714 0.23750
22 256 895 980 068 122331419080 0 61165709 540 0.23810
23 1006 308 200 040 480283 282752 0 240141641376 0.23864
24 3945186233014 1886828 198 398 646 646 943413775876 0.23913
25 15478 849 767 888 7416948171074 1352078 3708473409498 0.23958
26 60774332618 300 29171679656 784 0 14 585 839 828 392 0.24000
27 238 775589937976 114795954 100 800 0 57397977050400 0.24038
28 938702947 395 204 451 968 085 782 876 9657 700 225984 038 062 588 0.24074

17. tablazat. Csicsok n, nemnovekvé nullamentes paros sorozatok E,(n), nulla-

mentes, paros, (n— 1)-et nem tartalmazé sorozatok E.(n), félpalindrom sorozatok

P.(n), er6s sorozatok S, (n) és gyenge sorozatok W/ (n) szdma, valamint a tesztelés
nélkiil atugrott sorozatok és a nullamentes paros sorozatok szaménak W/ (n)/E.(n)
hényadosa 1,...,28 csics esetén.

A tablazatban 1évé adatokat a kovetkezo képletekkel szamitottuk.

A nullamentes péaros sorozatok E,(n) szamat megadja az (5.2) képlet. A kovet-
kez8 7.7. lemma alapjén szdmitottuk E.(n) értékét.
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7.7. LEMMA. Han > 1, akkor

B = sz_/? (((n — 2)/222 -1+ 2i> . (L(n - 2)/?_—21 +n— 21').

Bizonyitds. Mivel paros sorozatokat vizsgalunk, a benniik 1évé paratlan elemek
szdma 0,2,...,[n/2] lehet. A sorozatok lehetséges elemei most 1,2,...,n — 2,
ezek kozott [(n — 2)/2] pératlan és [(n — 2)/2] pédros elem van, amelyek koziil
0,2,...,|n/2] paratlan elemet kell kivdlasztanunk, a maradék helyeket pedig péros
elemekkel kell feltolteniink. a

A félpalindrom, erés, gyenge és félerds sorozatok szamét ebben az esetben a
7.8. lemma adja meg.

7.8. LEMMA. a) Ha k > 0 és n = 4k + 2, akkor
Pl(n) = 0.

b) Ha k > 0 és n = 4k, akkor

Pl = ((n - 2)/5/2 1+ n/2>'

¢) Ha k = 4k + 3, akkor
Pl(n) = 0.

d) Han = 4k + 1, akkor

P = (" ) = ()

e) Han > 1, akkor

5tn) = wi(m) = Z L)

2
f) Han > 1, akkor
!
§2(m) = wl/(m) = 2

Bizonyitds. a) Mivel n = 4k + 2, egy félpalindrom sorozatban n/2 = 2k + 1
szimmetrikus elempér lenne, melyek elemei dsszeadva (n — 1 = 4k 4+ 1)-et adnak,
igy a sorozat elemeinek 6sszege (2k + 1)(4k + 1) lenne, ami paratlan szdm.

b) Ha n = 4k, akkor n/2 szimmetrikus pér van, és ha mindegyikben az el6irt
4k — 1 az elemek Osszege, a sorozat paros. Az els6 n/2 elem az [1, [(n —1)/2]] =
= [1, (n — 2)/2] intervallumba tartozik és innen kell ismétléssel n/2 elemet kiva-
lasztani.
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¢) Ha n = 4k + 3, akkor a kételem(i szimmetrikus parok elemeinek &sszege
4k + 2, viszont a kozépso elemnek a 2k + 1 értéket kellene felvennie, ami paratlan
szam, és igy a sorozat elemeinek Osszege is paratlan lenne.

d) A kozéps§ elemnek a pdros 2k = (n — 1)/2 értéket kell felvennie, ezért
a széba jové sorozatok elemeinek Osszege paros. Az els§ (n — 1)/2 elemet az
[1,(n — 1)/2] intervallum elemei koziil kell ismétléssel kivélasztanunk és ezek az
elemek egyértelmiien meghatarozzak az utolsé (n — 1)/2 elemet.

e) A palindrom sorozatokon kiviil csak erés és gyenge sorozatok vannak, ame-
lyek kolcsonosen egyértelmiien megfeleltethetéek egymasnak.

f) Ebben az esetben minden erds sorozatnak van gyenge pérja, palindrom és
félerds sorozat nincs. ad

Most nézziik az (n — 1)-et tartalmazé sorozatokat. FE!(n) = FE.(n) — E.(n)
ilyen sorozat van. Mivel n — 1 eleme a vizsgalt sorozatoknak, viszont a nulla nem,
ezért itt félpalindrom sorozat nincs, tovabba erés, valamint gyenge sorozat sincs —
minden sorozat féleros, ezért mindegyiket tesztelni kell.

Korabbi szimuldcids eredményeink [90] szerint aszimptotikusan a péros soroza-
tok fele nullamentes. A 17. tabldzat adatai pedig alatamasztjak azt a sejtést, hogy
aszimptotikusan a nullamentes paros sorozatok negyede gyenge, azaz atugorhato,
ezért ettdl az algoritmustdl a futdsi id6 kozel 25 szdzalékos csokkenését varjuk.

8. Osszefoglalas

A naplofijlok és programok forraskdédja megtalalhaté a
http://people.inf.elte.hu/lulsaai/Holzhacker és
http://people.inf.elte.hu/tomintt /DegreeSeq

cimeken [120, 128].

Ko6szonetnyilvanitas.

A szerz6k koszonik Lucz Lorandnak, Matuszka Taméasnak és Szabados Krist6f-
nak a szamitogépes szimuldciéhoz nyijtott segitséget.
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PARALLEL ENUMERATION OF DEGREE SEQUENCES

ANTAL IVANYI, ZOLTAN KASA
The problem of testing, reconstruction and enumeration of the degree sequences of simple

graphs has reach bibliography. In this paper we report on the parallel enumeration of the degree
sequences of simple graphs resulting the number of sequences for n = 24, ..., 31 vertices.
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