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A kutatas célja

A projekt célja az volt, hogy a korabban lezarult altalameteit OTKA témak (F4303,
[1992-95], F20689 [1996-99], T3194 [2000-04]) eredmény@iabbfejlesszem, illetve
lehetséges alkalmazasi terlleteket keressek szamukramhiett témak keretében el-
sdsorban egyszer( kvantummechanikai rendszerek (egydidgepotencialfeladatok) vi-
szonylag egyszeri{ szimmetriait (szuperszimmetriaszieametrakP7 szimmetria) vizs-
galtam a feladatok egzakt megoldasainak levezetése Altplen projekt keretében az
eddigi feladatoknal médszertanilag 6sszetetebb protdéamiéoncentraltam (pl. tébb-
dimenzids potencialfeladatok, helyfiiy@ffektiv tdmeg, illetve lehéség szerint e fel-
adatok szimmetriainak vizsgalata). Emellett figyelemnialdttem &P 7 -szimmetrikus
kvantummechanika terlletén szi@letgyre kifinomultabb eredményeket is, mivel ez a
téma a korabbiakhoz hasonl6 fajlést produkalt az elmult években is. dtthiiggetlen
célként thztem ki azt, hogy modszertani eredményeimetmaly terlleten konkrét fi-
zikai rendszerek leirasara alkalmazzam. Erre leginkaldfeteldnek az atommagfizika
kinalkozott, mivel a kvantummechanika mellett e terllesisebs szamomra.

Az aldbbiakban a a munkatervben foglaltakhoz hasonl6an @gspedtani kérdések-
kel, illetve az eredmények atommagfizikai alkalmazisasptkolatos tertleteket (M.n),
illetve (A.n) szimbolumokkal jel6lom.

A munkatervben foglaltak megvalositasa

Kutatbmunkadmat a munkatervben foglaltaknak megbelelvégeztem, bar a munka-
tervben megfogalmazott altémak relativ stlya valamelyakozott, el§sorban a szak-
teriilet bel$ fejlddése miatt. A munkaterv megirasa utan egyes teruletelamtjsebb
aktivitds mutatkozott (M.1, M.4, A.1), mig masok a vartnavksebb figyelmet kaptak
(M.2, M.3, A.2). Esszeriinek tiint ennek figyelembe vételutmtomunkam soran is,
ezeért Hleg az aktiv terlletekre koncentraltam. A munkatervbemeg® altéméak kozil
az egyedul a részleges dinamikai szimmetridkkal (M.2) &ajatban nem végeztem vizs-
galatokat. E teriileten a téma futamideje alatt a szakiomab&n nem tértént kiilondsebb
elérelépés.

Eredmények

Az alabbiakban az eredményeket témakénti bontasban, ndig wérendben cso-
portositva ismertetem. Az egyes eredményeknél feltimtetgublikacios listdban fog-
lalt k6zleményeket az ott szerépsorszadmokat alkalmazva, de emellett szerepeltetem a
mar bekuldott, még birdlati fazisban tepublikacidkat is (romai szamokkal jeldlve és az
egyes altémak utan feltiintetve). Az ilyen, még nem pulilix&dmeényeket leird alponto-
kat a tobbinél nagyobb részletességgel targyalom. Ez aamkak, hogy az 6sszefoglalo
terjedelme meghaladija a javasolt limitet.



1. Egzaktul magoldhat6é kvantummechanikai potencialfeladtok
1.1 A pszeudo-norma egzakt meghatarozasa egyeszimmetrikus potencialokra (M.1)

A PT-szimmetrikus kvantummechanikai rendszerek (legegiisieesetben egydi-
menzios nemrelativisztikus potencialfeladatok) azzallémieges tulajdonsaggal rendel-
keznek, hogy bar nem hermitikusak (pl. a Hamilton-oper&domplex potencialfligg-
vényt tartalmaz), a diszkrét energiaspektrumuk részbey egészében valos energia-
sajatértekekdd all. Ezt eleinte azzal hoztdk 6sszeflggésbe, hogy an itgadszerek
invariansak az egyszerre tortétér- (P) és idtikrozésre ), de kiderilt, hogy aP7T
szimmetia sem szikséges, sem pedig elégséges feltétaiéképezi a valds energia-
spektrum felléptének. Kiderilt az is, hogyPd szimmetria nem egyéb, mint a pszeudo-
hermiticitas egy specialis esete és ezzel a valds eneagitesékek megjelenéseét vissza-
vezették a pszeudo-hermiticitdsra. Ugyanigy nyert magpgot az a tény is, hogy a
PT-szimmetrikus rendszerek bazisallapotai ortogonalidseert alkotnak, amennyiben
a bel® szorzatot alkalmas médon atdefinialjak. Viszont az igakd pszeudo-norma@!
jele hatarozatlannak bizonyult, ami felvetettBa-szimmetrikus, és altalaban, a pszeudo-
hermitikus rendszerek valészinliségi értelmezésénelékét. Tobb probalkozas tértént a
pszeudo-hermitikus rendszerek hermitikus ekvilalensiseatekbe torténtranszforma-
laséara és igy a valdszinliségi értelmezés probléméjésméizésara. Ez szikségessé tette
a pszeudo-norma konkrét meghatérozaséat egyes rendszerekr

Munkammal e a torekvésekhez jarultam hozza azzal, hogykdikrét potencial ese-
tében tetsaleges allapotra vonatkozéan zart, egzakt alakban megafszeudo-norma
kifejezését. Néhany egyszer(l esatarra kovetkeztettek, hogy a pszeudo-norniget
azn fokvantumszam figgvényébén1)" szerint valtozik és ezt a sejtést a komplex dif-
ferencialegyenletek elmélete segitségével be is bizottgkt azx-t6l polinom alakban
fliggd potencialok esetére. Ugyanakkor volt ellenpélda is.nliyelt aP7 -szimmetrikus
Scarf Il potencial,V (x) = —Acosh™(z) + iBsinh(z) cosh™*(z), amely esetében a
pszeudo-norma a fendit eltérd viselkedést mutatott. Ezt szétarsaimmal én mutattam
ki [G. Lévai, F. Cannata, A. Ventura: Phys. Lett.380(2002) 271] az altalam vezetett
T31945 szdmu OTKA keretében.

A fenti eredmények utan érdemesnek tlint a pszeudo-nobj@ériek megvizsgalasa
tovabbi egzaktul megoldhaté potencialokra is.dkknt a Scarf | potencialt vettem sorra,
amely fuggvényalakj& (z) = Acos™2(z) + iBsin(z) cos 2(z), = = [—7/2,7/2]. és
amely azA és B paramétereld fliggben valaszthato valdsnak 8§ -szimmetrikusnak
is Az e potencialra altalam levezetett formula azt mutdttayy a pszeudo-norma itt is
(—1)™ szerint valtozik, vagyis 6sszhangban van a szintén végszi@mu diszkrét nivéval
rendelked és nem korlatos potencialokra vonatkozo korabbi eredeiéwmy és eltér a ha-
sonlé6 figgvényalakkal, am véges szamu diszkrét nivovaleked Scarf |l potencialnal
leirt helyzetbl [2]. Itt emlitendd meg, hogy eredményeimet felhasznalva mas ékdR.
Roychoudhury, P. Roy, J. Phys.4® (2007) F617] egzakt zart formaban megkonstrualtak
aPT-szimmetrikus Scarf | potencidlhoz rendethéttdltésoperatort, amely szilkséges a
PT-szimmetrikus kvantummechanikai problémak hermitikegfelebinek eballitashoz.
Mivel a C operéatort mas potencialok esetében tdbbnyire csak nagyzeépekkel, kdze-
litd modszereket alkalmazva sikertilt levezetni, ez az eregmagy visszhangot valtott
Ki.

A tovabbiakban célszerlinek latszott 6sszehasonlitozdsnvégezni a valds 637 -
szimmetrikus Scarf | és Il potencialokrol. E potencialoktemaatikai szerkezete igen
hasonld, ugyanakkor fizikai jellerdik (potencialalak, spektrumszerkezet) jetesen el-
térnek. Az fentebb emlitett Scarf | potenciél a végpontolkdzngularitassal rendelkezik,
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amely a paraméretek fliggvényében lehet vonzg, illetvétéasz Kimutattam, hogy mig

a PT-szimmetrikus Scarf Il potencialnak azomofkvantumszam mellett lehet két nor-
malhaté megoldasa is, a hatarfeltételek a Scarf potenegdtén csak egy ilyet engednek
meg, kivéve egy szlik tartomanyt, ami ,gyengén vonzo” sziiagtasnak felel meg. Itt
viszont a két megoldas nem ortogonalis egymask/aszimmetria keretében értelme-
zett bel$ szorzatra nézve, vagyis az egyik elvet@riatasonldéan a ,gyengén szinguléris”
valGs potencialok esetén kdvetett eljarashoz, amikorédaalit 6nadjungalt kiterjesztése
valik sziikségessé. Egy masik eltérés az, hofZaszimmetria spontan sérilése a Scarf
| potencial esetén nem értelmezht].

Kovetked példaként &/ (z) = Acos™?(z) + Btan(z), = = [—m/2,7/2] Rosen-
Morse | potencialt vizsgéltam. Kimutattam, hogy e potehegetében a két fiiggetlen
megoldas kozul mindig csak az egyik lesz normalhaté. Szintégmutatam, hogy a
PT-szimmetria spontan sérilése nem értelmdzleete a potencialra. d~eredmény-
ként meghataroztam a hullamfliggvények normalasi egytdjtitaés kimutattam, hogy
a pszeudo-norma@&kle a Hkvantumszam fuggveényébén1)" szerint valtozik, hason-
I[6an mas felUldl nem korlatos spektrummal rendelkegotencialokhoz (pl. a Scarf ).
Mellékeredményként szintén megadtam zart alakban a vabdéerRMorse | potencidl
hulldmflggvényeinek normélasi egyutthatéjat, amelyeékddbmasom szerint eddig még
nem hataroztak meg [8].

Logikailag a kovetked lépés a/ (r) = Acosh™?(x) 4+ Btanh(z) Rosen-Morse I
potencial vizsgalata volt, ami a Rosen-Morse | potencipeolikus megfelélie és a
teljes valosr koordinatan értelmezve van. ValGs esetbdn B valésak) egy olyan po-
tencialvolgy, amely aszimptotikusan méas-mas konstantdrbmnagy negativ és pozitiv
ertékek mellett, mig ®7 -szimmetrikus valtozatanak (amikdrvalds,B képzetes) valos
komponense egy aszimptotikusan elitszimmetrikus Poschl-Teller potencial, am kép-
zetes komponense nem tlinik el aszimptotikusan, hanemethellentétes éjell kép-
zetes konstansokhoz tart a két iranyban. Ez utébbi jellerasa kilonleges az egzaktul
megoldhatd PT-szimmetrikus potencialok k6zott és ez aledgink szerint tobb szokat-
lan eredményben is megnyilvanul. Illyen példaul az, hogydampotencialparaméter
mellett |étezik a potencialnak legaldbb egy kotott allapole az is, hogy a paraméterek
bizonyos kombinacioja esetén a véges szamu valos ko#jitdilenergia-sajatértékek egy
része, de akar az egésze pozitiv lehet. Ez akkor val6sul ameigor a képzetes poten-
cialkomponens dominanssa valik, ami a legtgdb-szimmetrikus potencial esetében a
PT szimmetria spontan sérulését és komplex energia-sa&jiédrmegjelenését idézicel
Ezek a valtozasok a jelen esetben nem kdvetkeznek be. Snr@ghataroztuk a szorasi
reflexios és transzmisszios egyultthatOkat és azt talditgy szemben az ismert példak-
kal nem csak a reflexiés, hanem a transzmisszids egyuttimtié&nyfliggek, vagyis
flggenek a beérkézhullam irdnyatol [11]. (Erre nézve ldsd még az 1.2 pontdt is

1.2 APT-szimmetrikus Coulomb-potencial diszkrét és szoraspatiai (M.1)

A PT szimmetridval rendelkézpotencialokat gyakran kulonleges hatérfeltételekkel
kell definialni, mivel csak a komplexkoordinatatér bizonyos trajektériain értelmezitet
normalhaté allapotaik. A legtobb jolismert potencil -szimmetrikus véltozata @al-
lithat6 a valos: tengelyen (vagy annak egy véges intervalluman), feltéogyott nincs
szingularitasa. Amennyiben mégis van, a vatdengellyel parhuzamos vonalan— ic
definialvadket elkerllheik a szingularitasok. Az ilyen potencialok esetében aitza
hogy a valés valtozatukhoz képest egy tovabbi allapotsdiemegjelenik a spektrumuk-
ban, amely a valos esetben nemfizikai megoldasok soroafdlehmeg.
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Coulomb-probléma megoldasait azonban-ax —ic valasztassal sem lehet regularizalni,
mivel egyszerre nem tlinhetnek el.az- oo ésx — —oo hataresetben. Egy korabbi pub-
likacionkban [M. Znojil, G. Lévai, Phys. Lett. 271(2000) 327] ugy keriltik meg ezt a
problémat, hogy a Coulomb-potencial allapotaitraz ic trajektorian értelmezett harmo-
nikus oszcillator kotott allapotainak egy az egyben tdstattranszformalasaval kaptuk
meg. Ehhez a valés problémak esetén jolismert oszcillatatomb leképezést alkal-
maztuk, ami ar — ic trajektoriat a komplex: sik egy az el§ és negyedik kvadransaban
értelmezett parabolaba képezte le. A probléfaszimmetridjat egy a komplexsikon
7/2-vel tortéro elforgatassal értik el, ami miatkanullamszamot is i-vel kellett szorozni.
Ezaltal az energiaspektrum ,fejjel lefele” adodott.

Munkank soran ennek a jelenségnek a vizsgalatat végeztiskatrdekében, hogy
megnyugtatdéan rendezzik a Coulomb-poteriRidlszimmetrizalasanak a kérdését. Ra-
mutattunk, hogy a problémat egy olyan U-alaku trajektogétemes értelmezni, amely
parhuzamosan fut le a pozitiv képzetesengellyel, majd alulr6l megkertilve annak a
masik oldalan parhuzamosan haladva halad felfele. Ezenjektorian értelmezve a
megoldasokat az energiaspektrum sorrendje helyreakhbtmd kideril, hogy a fentebb
emlitettekhez hasonléan a kotott allapotok két sorozatel@l amelyeket a megszokott
maodon a; kvaziparitas kvantumszammal lehet megkulonbdztetni [9].

Vizsgéltuk a Coulomb-probléma szorési allapotait is azitttltrajektorian és ki-
szamitottuk a tarnszmissziés és reflexios egylttthatokat.taaltuk, hogy e mennyisé-
gek hatarozott iranyfiiggést mutatnak, vagyis a valos pidéok esetével szemben nem
mindegy, hogy a beésrészecske melyik iranybdl érkezik. Ez teljes 6sszhangbara
kordbban vizsgalP 7 -szimmetrikus potencidlokra adodott eredménnyel. Ezeaggget
gyakran emlegetik olyan szignaturaként is, amely segitsgiyaldszer( fizikai rendsze-
rek esetlege®7 szimmetriajat lehetne kimutatni [12].

Az ismertPT -szimmetrikus potencialokkal val6 tovabbi hasonlosagatnk fel ak-
kor, amikor aP7 szimmetria spontan sérilését vizsgaltuk a Coulomb-paikasetén.
Kiderult, hogy L paraméter, = —1/2 értékénél az 6sszes valos energia-sajatérték pa-
ronként 6sszeolvad Ugy, hogy az azondkvantumszamu, de ellentétes kvaziparitasu
allapotok ugyanazt az energiat veszik fel, majértékétl = —1/2 + i\ szerint a komp-
lex sikon folytatva Ujra szétvalnak €s komplex konjugatop&ént folytatjak Utjukat. Ez
a folyamat nem érinti a potenci®Z szimmetrigjat, viszont a megoldasok megszinnek
PT-szimmetrikusnak lenni, vagyis megvalosuPd szimmetria spontan sérilése. Ez az
eredmeény azt bizonyitja, hogyR7 -szimmetrikus Coulomb-potencial furcsasagai elle-
nére is tdbb hasonlésagot mutat a hagyomamydsszimmetrikus potencialokkal, mint
amennyi kilonbség van koztik [13].

1.3 P7 -szimmetrikus potencialok megoldésa 2 és 3 dimenzoban)(M.4

A PT-szimmetrikus kvantummechanika torténete soran szird@&iag egydimen-
zios nemrelativisztikus potencialokat vizsgaltak. Ebberesetben 7 szimmetria ko-
vetelménye a valds tengelyen értelmezett potencialokrd’a(—x) = V(x) 0sszefig-
géssel biztosithatd. Mivel a Schrédinger-operéator kinetiagja magasabb dimenziéban
is PT-szimmetrikus, &7 -szimmetria ilyenkor is a potencialfiiggvényre kirott ésé-
lekkel biztosithat6. Munkam soran ezeket polarkoordinatsznalata esetén hataroztam
d = 2 ésd = 3 dimenzioban és feltételeket fogalmaztam meg az egyesékiban adodo
Schrédinger-egyenletek egzakt megoldasara nézve [4].
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Kidertlt, hogy a szogvéltozokban értelmezett Schrodieggenletekben tekinthik
olyan potencialok, amelyeket a szokvanyos, véges értesnteaéomanyon definiélt egy-
dimenziosP7T -szimmetrikus potencialok esetén mar targyaltak, de lyi@swontkozasa-
ikat modositani kell. Az azimutszégben értelmzett Schrgdi-egyenlet esetén példaul
periodikus hatarfeltételeket kell@rni, tovabbéa &P tértikrdzési operatort is maskép-
pen kell definialni. Kideriilt, hogy a képzetes potenciadlkmmens csak a szogvaltozokon
keresztll jelenhet meg a teljes potencialban, mivel a liad&hrodinger-egyenlet ugyan-
olyan alakunak adddott, mint egy valos, centrélis potérmsatén. A potencial képzetes
komponensére csak a formalisan komplex impulzusnyomaadtalnban az esetben, ami-
kor a szogfiiggd egyenletekben @7 szimmetria spontan sériilése kovetkezett be. Ez
magaval vonta a teljes Hamilton-operdR¥ szimmetriajanak spontan sérilését is [3].

A vizsgalatok el szakaszaban csak kétdimenzids potencidlok esetén &miam

I6sithatonak gP7 szimmetria sontan sérilése. Kéb 3 dimenzidban a polarszdg-
valtozéra adodo Schrodinger-egyenletben szérpptencialt képzetes taggal Kintve,
a P7-szimmetrikus Scarf | Rosen-Morse | potencialokat alkaiwaaez a korlat meg-
sziint. Korabbi munkaimat abban az értelemben is altaitoitasm, hogy kulonféle rész-
ben vagy teljesen egzaktul megoldhat6 periodikus potercilkalmazasat javasoltam
az azimutszog-valtozéban [7].

A fenti eredmények utan lehté valt konkrét egzaktul megoldhaté potencialok konst-
rualasa 3 dimenzidéban. Ezért a legismertebb (alakinveyiégzaktul megoldhato egy-
dimenziés potencialok megoldasainak ismeretében smistiieus modszert javasoltam
egzaktul megoldhat®7 -szimmertikus potencialok konstruélasara 3 dimenziobaig-
rikus polarkoordinatakban. A szdg-, illetve radidlis walbkban olyan egydimenzios po-
tencialokat tekintettem, amelyek véges tartomanyon {Sc&osen-Morse ), illetve a
valos pozitiv féltengelyen (harmonikus oszcillator, Gonb) vannak értelmezve. Felté-
teleket fogalmaztam meg77 szimmetia teljesilésére és azon bellPA szimmetria
spontan sérilésére. Zart alakban adtam meg néhany 3-déméz -szimmetrikus po-
tencial kotottallapoti megoldasait, illetve a megfélehergia-sajatértékeket [6].

1.4 Helyfugd effektiv tomeggel rendelkézotencialfeladatok egzakt megoldasa (M.4)

A fizika szamos agaban szerephezhez jutnak helyflgftektiv tdmeggel rendel-
kezb kvantumrendszerek. A kozelmultban jei@nebfeszitések torténtek a Schrodinger-
egyenlet megoldasara kulonféle effektiv tomegekkel, deradmények sokkal kevésheée
szdmosak és rendszeresek, mint a konstant témeggel é&tttrkeantummechanikai hul-
lamegyenletek esetében. A kvantummechanikailag komgisagydimenzids, problémak
attranszformalhatok a

d 1 d
(e 25 + Vo)) vt = B
alakra. E feladat megoldasa soran kovetni lehet a konstemsg esetén szokasos utat,
vagyis érdemes a fenti egyenetet valtozotranszformaki@tamely F' specialis figg-
vény differencialegyenletének alakjara hozni, vagyiggézni ai(x) = f(z)F(g(x))
behelyettesitést. A(x) flUggvényy értelmezési tartomanyat monoton médon leképezi
értelmezési tartomanyéra. AZ (x) tomegfiggvényt az eddigiekben dgy illesztették be a
targyalasba, hogy a(z) fuggveény derivaltjaval fejezték ki. Mivel azonbaf(x) altala-
ban nem korlatos és felvehet 0 értéket is, az eddigi pélatiba/ () tomegfliggvénynek
szintén voltak zérushelyei és szingularitasai. Ezekrdgeése nem mindig kompatibilis
az adott fizikai probléma jellegével.



Munkank soran javaslatot tettiink egy olyan eljarasra, gmgatantalja, hogy\/(x)
véges és pozitiv marad a teljes értelmezési tartomanyoarmdlizmust részletesen arra
az esetre dolgoztuk ki, amikor a specialis fluggvény azaitaitott Laguerre-polinom,
F(g) = LY (g) ésatomed/(g(x)) = (y+g(z))(d+g(z))~* alakd, ahol a valtozétransz-
forméciot leiré fuggvényt @' (z) = g(z)[B(0 + g(z)]~/? dsszefiiggés definidlja. Az igy
értelmezett feladat specialis esetként tartalmazza adrakuoms oszcillatortd = 0) és a
Morse-potencialt{ — oo, Bé = const.) is. Ugyan ag(z) fuggvény nem kaphaté meg
zart alakban, az inverze igen, vagyis egy u.n. implicit poi&@feladattal van dolgunk. A
potencial isV.¢(g(z)) alakban adott, csakigy, mint a kotéttallapoti hullamfiégrmyek,
amelyek normalasi egyiitthatéi szintén zart alakbédaléthatok. A potencial négy para-
métertl fligg (amelyek kdzidy €ésé a tomegfiiggvényben is szerepel), mig a szintén zart
alakban megadhato (véges szamu) kotottallapoti eneaggdésték csak harom paraméter
flggvényei és fliggetlenek-aparamétedil.

A Vez(g(x)) potencialfiggvény és az egész feladat magan viseli mindradrakus
oszcillator ¢ — oo, kis n), mind pedig a Morse-potencial jellegzetességeitf{ —oo,

n ~ Nmay). A konstans tomeg esete is egyszeriien adédik=aé behelyettesitéssel. A
mabdszer tobbféle modon is altalanosithato (tovabht) fliiggvények és\/ (z) paramet-
rizaciok tekintetbe vételével) és ez reményt ad arra, haiiailag relevans feladatokhoz
illeszked effektiv potencialok lesznek szarmaztathatok altala [1]

Egy olyan tovabbi eredményt is ennél a pontnal latszik etlsrek megemliteni,
amely kdzvetve kapcsolddik az [I]] munkahoz azaltal, hogyamgzzal a tarsszdiel
ertuk el, illetve hogy tovabbi alkalmazéasai kiterjeszéimetk tlinnek a helyfliggpotenci-
alfeladatokra is. Ez az aszimptotikus iteracios médszévijalkalmazasa

f'(@) = Xo(@) () + so(x) f(2)

alaku differenciélegyenletek kozdlimegoldaséara. Ennek lényege az, hogy @2 flgg-
vény egyre magasabb rend( derivaltjait az alacsonyalutiiedthkel kifejezve fenti alaku,
de magasabb rendl differencialegyenlet nyértedyan s, () és \y(z) fuggvényekkel,
amelyek iterativ médon allithatdkél Bizonyos aszimptotikus feltételek teljestilése ese-
tén az eredeti differencialegyenlet kdzélihegolddsai nagy pontossaggal megkaphatok.
A mobdszer az egzaktul megoldhato feladatokkal is kapdsalabzhatd, amennyiben bi-
zonyos esetekben (példaul az ortogonalis polinomokra)etniszeriien egzakt megolda-
sokat szolgaltat, illetve az ilyen feladatokhoz tétsgesen kozeli differencialegyenletek
kezelhebk altala.

Munkénk soran tobb egzaktul nem megoldhato6 potencialrads szuperszimmetri-
kus partnereire alkalmaztuk a modszert és kivalo egyeréstieel a numerikusan kapott
eredmeényekkel. Azt taldltuk, hogy azonos pontossaghozempi@lok szuperszimmetri-
kus partnerei esetén (néha jel@sen) kevesebb iteraciora volt sziikség, amit magyarazhat
az eggyel kevesebb kotott allapot, de az altalaban egyisagy6tencialalak is. A diffe-
rencialegyenlet keflen altaldnos alakja miatt a modszer alkalmazhaténak telyfiggd
effektiv tomegek, illetvéP7 -szimmetrikus feladatok esetén is [l1].

| G. Lévai, O. OzerAn exactly solvable Schrodinger equation with finite pusiti
position-dependent effective malsskiildve a Phys. Lett. A-hoz.

Il O. Ozer, G. LévaiAsymptotic iteration method to bound-state problems with-u
roken and broken supersymmetingktldve a Central European Journal of Physics-
hez.



2. Atommagok alakféazisai kdzotti &tmenetek egzakt leirdsa Bohr-féle Hamilton-
operator keretében (A.1)

Az atommagok egyensulyi allapotukban jellegzetes alakedsznek fel. A legjelleg-
zetesebb magalakok, a szférikus, a tengelyszimmetrikiesfmnmalt és az U.ny-instabil
alakok megfelelnek az U(5), SU(3) és O(6) szimmetriaknak.afommagok kvadrupo6-
lus tipusu kollektiv gerjesztései szintén leirhatdk a fieanologikus Bohr-féle Hamilton-
operétorral, amely (a szdgvaltozok szeparalasa utan) égynkenzidés/ (3, ) potenci-
alfelllettel ad szamot a rendszer dinamikajarol. Az egybmallapotok megfelelnek a
potencialfeliilet minimumainak. Bizonyos paraméteregétr{ukleonszam) véaltoztatva a
potencialfelllet is valtozik és @llhat az a helyzet, hogy egy korabbi lokalis minimum-
nal (és ezzel magalaknal) lesz a globalis minimum, vagyieaet megy végbe az egyes
alakfazisok kozott. Ezt a jelenséget kritikus ponton atédr fazisatmenetként lehet ér-
telmezni.

A legegyszeriibb esetben a potencial csakatakvaltoz6tol figg és ilyenkor a Bohr-
féle Hamilton-operator egy 6t dimenzidban értelmezettdlesd Schrédinger-egyenletre
egzszerlisodik. Az ilyen-figgetlen potencialok alkalmasak a szférikus ésiastabil
fazisok kozo6tti atmenet leirasara. Ezt az atmenetet egyatozoban értelmezett vég-
telen mély derékszogl potenciallal kozelitették, amekyam megoldasai egzakt formaban
megadhatok Bessel-flggvényekkel. Az emlitett folyamatpt masodrend( fazisatme-
netkent értelmezték és dz(5) kritikusponti szimmetriat rendelték hozza. A modell pa-
ramétermentes ardnyokat jésol egyes spektroszképiaiyissgek (energia-sajatértékek,
E2 atmeneti valészinliségek) kozott, amelyek dsszevikteinkrét atommagok adatai-
val. Az eddig azonositott példakza = 50 héjzarodas korul talalhatok?>Pd, 1°6:108Cd,
124Tg 128% @ 134B3,

Egy korabbi munkankban [G. Lévai, J. M. Arias, Phys. Rev6932004) 014304]
javasoltuk a

V(B) = (b* — 11a) 5% 4 2abp* + a*°

hatodfoku oszcillator alkalmazasat a fenti fazisatmeegtsara. Ez a potencial kvazi-
egzakt megoldasokkal rendelkezik, vagyis csak a legatgedd energiaszintl allapota-
ira adhatd egzakt megoldas, viszont éppen ezek azok antalgmmelyek alapjan az
E(5) szimmetria és a vele kapcsolatos fazisatmenet azondasithatallapotok energia-
sajatértékei és hullamfiiggvényei mellett az allapotokokidelektromos kvadrupodlus at-
meneti valdszinliségek is zart alakban megadhatok. A pidienparamétereét fliggden
rendelkezhet szférikus minimummat (= 0), deforméalt minimummal§ > 0), vagy
mindkettvel, mialtal idedlisan modellezheti az emlitett alak$éki kdzotti atmenetet.

A téma keretében el&ént a Ru izotopok sorozatéra alkalmaztam a modellt tgyy ho
a kisérleti spektrumot a modellspektrummal illesztetteanm@éghatéroztam azésb pa-
ramétereket. Ezutan a kapott paramétereket alkalmazwettiein a potencial alakjat és
ebldl az derilt ki, hogy a 98-astdl a 102-es témegszamu izot@pigrmonikus oszcilla-
tor (e = 0) adja a legjobb kozelitést, a 104-es izotépnal potencidllibra is szférikus
magalaknak felel meg, de az alja laposabb, majd a 106-os&saslxotépoknal a po-
tencialminimum mar deformalt alaknal jelentkezik. Ez asgalat megédisitette azt az
eredményt, hogy &‘Ru atommag alkalmas példa &«5) kritikusponti szimmetriara
[10]. Ugyanebben a munkdban megvizsgaltam, hogy a hatadiekcillator alkalmas
lehet-e a szférikus és a tengelyszimmetrikus alakfazigaktt végbemeh elférend fa-
zisatmenet leirasara, ami &z 5) szimmetriaval jellemezhét Ebben az esetben a teljes
kétdimenzios/ (3, v) potencialt kell figyelembe venni. Ugy tiinik, hogy azok a &l
maddszerek, amelyek segitségével mgs) potencidlokat kibvitettek ay valtozoval,
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mikédhetnek ebben az esetben is. llyenkor ugyanis olytanpi@lalakra van sziikség,
amely rendelkezik egy szférikus és egy deformalt minimuhighamit a hatodfoku osz-
cillator ab < 0, b* > 11a esetén biztositani tud [10].

Koévetked munkank soran a fenti illesztéses eljarast alkalmaztakrazaz atom-
magokra, amelyeket a szakirodalombanFf&?) szimmtriat j6l megvalosito példakként
emlitenek {**Ru, 1°2Pd,106:108Cd, 124 Te, 128X e, 13*Ba). Ezt a sorozatot kiegészitettiik né-
hany olyan tovabbi szomszédos izotdppal, amelyek engefasmara elegerikisérleti
adat allt rendelkezésre. Osszesen 11-11 atommagot Wizsgaheg aZ = 50 héjzarodas
alatt, illetve folott. Azt tapasztaltuk, hogy azébi csoporthoz a szférikus magalaknak
megfeleb paraméterek rendellidt, mig a nehezebb izotépok esetén az egyensulyi maga-
lak deformaltnak adddott. A fentebb emlitett konkrét ataagok viszont az izotdplanco-
kon belil legkdzelebb helyezkedtek éPa= 11a paraboldhoz, ami aZ(5) szimmtrianak
felel meg. Kuléndsen igy volt ez a kénnyebb izotdéplancokésll].

A fenti eredmény arra inspiralt benninket, hogy kulon vigagala vonjuk a Ru, Pd
és Cd atommagokat. Ennek soran a kordbban emlitett 6 Ripinogfiett 5 Pd és 6 Cd
izotépot is megvizsgaltunk és nem csak az energiaspekkuliesztetését végeztik el,
hanem kiszamitottuk az elekromos kvadrupdlus és monogfinsneti valdszinliségeket
is a spektrum alacsonyan fekvészén. Ezen fellil kimutattuk, hogya= 11a parabola
mentén az energia-sajatértékeket és az atmeneti valéggjaket jellentzrelativ arany-
szamok allanddk (mivel csakid/a kifejezésbl fliggenek). Ezaltal ugyanolyan paramé-
terfliggetlen kritériumrendszert sikerilt bevezetni atfdku oszcillator esetén is, mint
amilyet az eredetileg etalonnak tekintett végtelen méigkiezdgii potencialra fogalmaz-
tak meg. Az igy definialt kritikus parabola tehat a szférikgsdeformalt minimummal
rendelke®d atommagokat valasztja el egymastol és egyben igen lapbpakncialgor-
bének felel meg (mivel ekkor a potencial csak negyed- ésdifiaha tagokat tartalmaz).
Ismét az adddott, hogy a legjobb példakiag) szimmetriara a*Ru, 192Pd, 106:1%Cd
atommagok szolgaltatjdk, de nem csak az energiaspektrurankm az elektromos kvad-
rupélus atmeneteik alapjan is. Tovabbi Uj eredménykéHt@d atommagot is javasoltuk
az F(5) szimmetria igen jo példajanak [IV].

lll G. Lévai, The sextic oscillator and’(5) type nuclei bekuldve Journal of Physics
Conference Series-hez.

IV G. Lévai, Search forE(5) type nuclei in terms of the sextic oscillatdrekildve a
Phys. Rev. C-hez.

3. Szuperszimetria nukleéris tobbtest-rendszerekbeA.2, M.3)

Az atommagok szerkezetének leirdsaban természetes mdadpelemnek fermionok,
de a kollektiv gerjesztések leirasdban bozonikus szabiaftddk is szerephez jutnak.
Ez a helyzet a nukleoncsomé-modellekben (klasztermddelihol a csomok relativ
mozgasa jelenik meg kollektiv mozgaskeént. Bizonyos felskt mellett megalkothatok
olyan szuperszimetrikus sémak, amelyek a fermionikus ésrbkus szabadsagi foko-
kat egyesitett formaban kezelik. Az altalunk kidolgozotidallben ez megvaldsithat6 az
U(4/12) szuperalgebra keretében, amely egyesiti az U@)rbkus és az U(12) fermio-
nikus algebrat, ahol a bozonok a relativ mozgashoz rendeittkmok, mig a fermionok
nukleon-lyukak a p-héjon. Az egyesités matematikai alagjahogy az SU(3) algebra
(amely a haromdimenzios harmonikus oszcillator szimraesoportja) jelen van mind
a bozonikus, mind pedig a fermionikus szektorban és igy axettor az SU(3) csato-
las alapjan kénnyen elvégezbeEzaltal egységes szupermultiplettként kezélkelyan
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atommagok nukleoncsomo-allapotai, amelyek egy alfaeed@ bl és egy p-héju ato-
magbol allnak. Az SU(3) algebra jelenléte szintén lI6kétteszi azoknak a Pauli-elv altal
tiltott klaszterallapotoknak a modelltéttortérd kizarasat, amelyek nem szerepelnek az
egyesitett atommag SU(3) héjmodellterében. Munkankbea szuperszimmetria-sémat
dolgoztuk ki és alkalmaztuk A=18, 19 és 20 témegszamu atayoknapektroszkdpiai
adatainak értelmezésére [5].

E munkat egy 2006-ban lezart OTKA téma (T37502, Tv. Csehefpfigamideje alatt
kezdtlink meg, de az eredmények \@gtakra hozasa és publikalasa athuzédott 2007-re.
Mivel a téma tdbb ponton is kapcsolddik a jelen OTKA palydeabatikajahoz (bozon-
fermion modellek, szuperszimmetrikus rendszerek,dstabadsagi fokok), illetve mivel
2007-ben kutatéidm egy részét e téma kidolgozaséra forditottam, ésszetiinea jelen
palyazat témaszamat is feltlintetni az eredményeket @sgatd cikken.

Egyuttm(kddések

Az 1.2 ponthoz kapcsol6d6 munkak az MTA és a Cseh Tudomankad@mia kozotti
kétoldalu egyuttmikodés tamogatasaval késziltdkni-hermitikus modellek a kvantum
fenomenologidbanmv. Lévai Géza, Miloslav Znojil, 2007-2009).

Az 1.4 pontban elért eredmények azon kdzds munka soranttekijlamelyet tars-
szerdmmel 2009 szeptember 28-a és december 25-e koz6tt végeatiilg az MTA és
a torok TUBITAK altal kozosen finanszirozott 6sztondijjaldr OMKI-ben tartdzkodott.

Szamszer(i mutatok

Megjelent publikacidk: 13 (10 SCI) Szerszammal normalva: 10.5 (7.5 SCI)
9 egyszeras, 3 egyéb elsszerps, 1 harmadik szets

- Cikk 10 (10 SCI) Szer@szammal normalva: 7.5 (7.5 SCI)

- Konferenciaanyag: 3 Szdygzammal normalva: 3

Bekuldott munkak: 4 (3 SCI) Szerzdszammal normalva: 2.5 (1.5 SCI)
1 egyszeras, 2 egyéb elsszerps, 1 masodik szets

- Cikk 3 (3 SCI) Szergszdmmal normélva: 1.5 (1.5 SCI)

- Konferenciaanyag: 1 Szdygzammal normalva: 1

FTE értek: 0.95*0.6 *4.75=2.7075

A témara a kutatasra forditott munkéam 60 szazalékat vettem igénybe, 4 éven és 9
honapon at.



