Szakmai zarojelentés

1. A palyazat munkatervének megfeleléen az egyik kutatési teriilet parabolikus
differencialegyenletek és funkciondl egyenletek, valamint rendszerek vizsgalata
volt. Ennek keretében eldszor olyan nemlinedris parabolikus parcialis
differencialegyenleteket €és rendszereket vizsgaltunk, amelyek az ismeretlen
fliggvénytdl "nem lokalisan" fliggd tagokat is tartalmaznak (pl. azok integraljat
tartalmazzak). Fontos alkalmazasi teriilet az olyan difftzi6, ahol a diffuzids
egylitthatd a keresett slriiség integraljatél fiigg. Az ilyen egyenletekre és
rendszerekre vonatkozd kezdeti-peremérték feladatok gyenge megoldasat
tanulmanyoztuk a monoton tipust operatorok elméletének felhasznalasaval. Az
altalunk kidolgozott modszer 1ényege megtalalhaté a Handbook on Evolutionary
Differential Equations, Vol. 4, L. Simon: Application of monotone type
operators to parabolic and functional parabolic PDE's cimili fejezetében
(Elsevier, 2008, 267-321).

Kiilonbozo feltételek teljesiilése esetén bebizonyitottuk a gyenge megoldasok
1étezését, tovabba a megoldasok korlatossagat, illetve aszimptotikus viselkedését
t—oo esetén. Ennek soran olyan egyenleteket is tekintettiink, amelyek az
ismeretlen fliggvénytdl nem folytonosan fliggd tagokat is tartalmaznak, illetve
nem teljesiil az egyenletes parabolikussag feltétele.

Ezt kovetéen egy porozus kozegben lejatszodd folyadék aramlasanak
modelljeib0l és  polimereket leird6 modellekbdl kiindulva, kétféle
differencialegyenlet rendszert vizsgaltunk. Egyrészt egy nemlineéris parabolikus
funkcional egyenletbdl és egy egyvaltozos funkcional differencidlegyenletbdl
allo rendszert tanulmanyoztunk, masrészt egy parabolikus, egy elliptikus €s egy
kozonséges differencidlegyenletbdl allo rendszert, majd ugyanilyen funkcional
differencialegyenletekbdl allo rendszert (azaz nem lokalis tagokat is tartalmazé
rendszert) vizsgaltunk. Ezekben az esetekben is a monoton tipusu operatorok
elméletének felhasznaldsaval igazoltuk a gyenge megoldasok Ilétezését és
kvalitativ tulajdonsagait.

2. A szemilinearis elliptikus €s parabolikus parcialis differencidlegyenletekkel,
illetve ezek alkalmazasaival kapcsolatban az alabbi eredményeket értiik el. A
kutatasi idészak elso felében foglalkoztunk a langterjedést leird reakcio-diffuzid
egyenletekkel (melyek szemilineéris parabolikus tipusuak). Elsdsorban a
langterjedést leird reakcio-diffuzid egyenletek utazo hullam megoldasait
vizsgaltuk. A matematikai probléma egy végtelen intervallumon (egész
szdmegyenesen) adott peremérték probléma megoldasa, melyben a koncentracioé
¢s hdmérséklet profilokon (ismeretlen fliggvények) kiviil, a hulldm sebessége is
ismeretlen. A numerikus megoldashoz a feladatot egy korlatos intervallumra



vezettiik vissza, majd véges differencia modszerrel diszkretizaltuk. A kapott
nemlinedris algebrai egyenletrendszert Newton modszerrel oldottuk meg.
Numerikusan meghataroztuk az utazo hullam megolddsok szamat a rendszerben
szerepld két legfontosabb paraméter fiiggvényében. Erdekes 01j eredmény, hogy
egy bizonyos paramétertartomanyban négy megoldas is lehet, azaz egyszerre
1étezhet tobb stabil megoldas is, amit az eddig vizsgalt modellekben nem
tapasztaltak. A rendszerben tehat két nyereg-csomo bifurkacio is van, és
magasabb kodimenzios bifurkacidt is lehet talalni. Ezen kutatdsaink nyoméan a
“Focus on Combustion Research” cimti, égési folyamatok leirasaval és
modellezésével foglalkozo konyv szerkesztdjétdl egy matematikai cikk
megirdsara kaptunk felkérést. Ebben a dolgozatban az egyik sokat vizsgalt
modell feladattal kapcsolatos matematikai eredményekrdl adtunk attekintést. A
modellben az égést egy elsérendii, exoterm reakcid adja meg, a hoveszteséget
egy linearis fliggvény irja le. Az ebben szerepld paraméter (gamma), illetve az
¢ghetd anyag difftizids egyiitthatdja L fiiggvényében célszerli vizsgalni a
megfeleld reakcio-diffizio rendszer hullam megoldasait és azok sebességét. Erre
szdmos analitikus és numerikus megkozelités ismeretes. Ezeket foglaltuk 6ssze,
illetve hasonlitottuk 6ssze a dolgozatban, melyben az attekintésen kiviil 0 tipusu
bifurkacios eredmények is szerepelnek. Kétdimenziods tartomanyban terjedd
utazo6 hulldmok stabilitasat is vizsgalatuk. Ebben az esetben a sikhulldm
terjedési iranyara merdleges perturbacioi is megmaradhatnak. Ez olyan tipusu
instabilitds, ami a szokasos egy dimenzidban terjedd utazé hullamoknal nem
1éphet fel. Tehat a szokasos értelemben stabilis hullam egy kétdimenzids
tartomanyban tekintve instabilis lehet. Meg lehet hatarozni az ilyen tipus
instabilitas feltételét. Egyik dolgozatunkban egy langterjedést leir6 modellben
numerikusan meghataroztuk, hogy milyen paraméter értékeknél 1ép fel ez a
bifurkacio.

Az elliptikus egyenletekkel kapcsolatban a pozitiv megoldasok szamat
tanulméanyoztuk. El6sz6r olyan peremérték probléma pozitiv megoldasainak
szamat vizsgaltuk, melyben a nemlinearitas f(u)=u™ + u’ alaku, azaz egy negativ
¢s egy pozitiv kitevds hatvanyfiiggvény 0sszege, a megoldas pedig egy gomb
peremén nulla . Itt a f6 probléma a nemlinearitas szingularitdsa a peremen. A
nem-szingularis egyenletre vonatkoz6 eredmények természetesen erre az esetre
nem alkalmazhatok, de sikertilt az ott alkalmazott modszereket a szingularis
esetre is kiterjeszteni. Igazoltuk, hogy a gdmb sugarat véltoztatva az egyenletben
nyereg-csomo bifurkacio jelenik meg. Azaz egy kritikus sugéar alatti sugarakra
két pozitiv megoldéasa van a peremérték problémanak, a kritikus sugar felett
viszont nincs pozitiv megoldasa. Ezutan az f(u)= 1 - u™ nemlinearitas esetében
vizsgaltuk a pozitiv megolddsok szamat. Sikeriilt megmutatni, hogy a feladatban
szerepld paraméterek, illetve az intervallum hosszéanak fiiggvényében ez 0, 1,
vagy 2. Ezzel megoldottunk egy Choi, Lazer és McKenna altal 1998-ban
felvetett problémat. Ezt az eredményt sikertilt kiterjeszteni az f(u)=u’ - u™



nemlinearitas esetére is, mely esetben egy 0j bizonyitasi modszert dolgoztunk ki
a hipergeometrikus sor bizonyos tulajdonsagainak felhasznalasaval. Egy
dolgozatban foglalkoztunk a nemcsak pozitiv, hanem eldjelvaltd megoldasok
pontos szamaval. Azonban ezuttal a feladat (térben) egydimenzids
megfeleldjével foglalkoztunk, amikor a peremértékeket valtoztatva kell a
(nemcsak pozitiv) megoldasok szdmat meghatdrozni. A konvex jobboldalakat a
Peixoto altal bevezetett fokalis ekvivalencia szerint sikeriilt osztalyozni.

3. A parcidlis differencidlegyenletek numerikus megoldédsi modszereivel
kapcsolatban a palyazat alapfeladatanak megfelelden a kutatasi idészakban azt
vizsgaltuk meg, hogy a parabolikus tipust parcialis differencidlegyenletek véges
differencids és linearis véges elemes diszkretizacidja soran a kvalitativ
tulajdonsagok hogyan ¢€s milyen feltételek mellett 6rz6dnek meg. A
legfontosabb ilyen tulajdonsagok (a megoldas nemnegativitdsa, diszkrét
maximum elv, maximum normabeli kontraktivitas) esetén sziikséges €s
elégséges feltételeket nyertiink.

Els6 peremfeltétel mellett a folytonos esetre megvizsgaltuk a kiilonb6z6
kvalitativ tulajdonsagok kapcsolatat. A legfontosabb eredmény annak
kimutatasa volt, hogy a nemnegativitasi feltétel €s a perem-maximum elvek
egymassal ekvivalensek és barmelyikiikbdl kovetkezik a maximum normabeli
kontraktivitas. Megvizsgaltuk a kérdést a numerikus megoldasokra vonatkozdan
1s. Megmutattuk, hogy bizonyos feltételek teljesiilése mellett a kvalitativ
tulajdonsag kapcsolatrendszere megegyezik a folytonos esetre bizonyitottakra.
Megadtuk a véges elemes, illetve véges differencias térbeli, illetve egylépéses
teta-modszeres idobeli diszkretizaciokra azokat a sziikséges ¢és elégséges, illetve
elégseges feltételeket, amelyek biztositjak a fenti tulajdonsagokat. A
racsoperatorok bevezetésével tetszéleges eset vizsgalhato, és megadtuk az egyes
kvalitativ tulajdonsagok teljesiilésének sziikséges és elégséges feltételét a
racsoperatorok vonatkozasaban.

Ujabb eredményeket értiink el az operator szeletelés modszerében. Egyrészt egy
1) szeletelési modszert, az iterdlt szeletelést bevezetve, megvizsgaltuk annak
konzisztencidjat €s komplex feladatokra valo alkalmazhatosagat. Masrészt a
hagyomanyos szeletelési eljarasok (szekvencidlis, sulyozott, Strang-Marchuk)
esetében a szeletelési hiba eltlinésére elégséges feltételeket adtunk, megmutatva,
hogy azok nem sziikségesek. Megvizsgaltuk az egyes al-feladatokhoz valasztott
numerikus eljaras hatasat a globalis modszerre. Ebben a témdban a Richardson-
fele extrapolaciot és annak alkalmazhatosagat is megvizsgaltuk. Az irodalomban
szerepld (altalunk "passziv Richardson-extrapolacid"-nak nevezett) modszer
mellett kidolgoztunk egy 1, "aktiv Richardson-extrapolacio"-nak nevezett
modszert, és elemeztiik ezek alkalmazhatdsagat, modell feladatokon és valds
1égszennyezési feladatokon egyarant.



4. A numerikus dinamika teriiletén elért eredményeink a diszkretizaciok
kvalitativ-geometriai elméletét gazdagitjak: az alapkérdés az eredeti és a
diszkretizalt  dinamika jellegzetes tulajdonsagainak, kiemelt orbit-
konfiguracioinak  (bifurkdlodé  egyensulyi  helyzetek és  periodikus
megoldasok, nyeregpont struktira, utdbbi a kerekitési hibdk figyelembe-
vételével etc.) parba allithatosaga.

Igen fontos kutatdsi teriilet volt a szamitégéppel segitett kaosz
bizonyitasok. Ez viszonylag 10j kutatasi teriilet (az els¢ dolgozat ebben a
témaban 1995-ben jelent meg), amely a matematikusok ¢és szamitogépes
szakemberek egyiittmiikodését igényli. A palydzatban részt vevd Garay
Barna feladata a topolodgiai vonatkozasok kidolgozasa volt. Az e témaban
irt cikkek két Ujdonsdgot is tartalmaznak: a globdlis optimum szdmités
modszereinek alkalmazasa révén maga a szamitogép keresi meg a
kaotikus  tartomdnyt, tovdbba a  bizonyitds a  kozépértek  tétel
tobbdimenzids, = Bohl-Miranda-Poincaré-féle  valtozatdin  alapul, nincs
sziikség tehat a kordbbi bizonyitdsok Iényegi részét képezd fokszam-,
illetve indexelméleti megfontoldsokra. A J. Hubbard 1998-as sejtésének
bizonyitasat ad6 cikkel kapcsolatban kiemelendd, hogy a kéosz
kombinatorikus gazdagsagat a konkrét inga konkrét mozgasait leiro
koznyelv egyszerli szavaival 1s sikeriilt megfogalmazni, a matematikai
precizitas szaz szazalékos megdrzésével.

Végill 3 dolgozat konkrét villamosmérnoki feladatbol nétt ki. Ezek
egyike bifurkacids esettanulmany, a masik kompakt invarians halmazok
vonzdsi €s taszitdsi tulajdonsdgaival, a harmadik pedig sikbeli
kapcsolt/hibrid rendszerek ergodikus tulajdonsagaival foglalkozik.



