WIRTH LAJOS

Dinamok a Nirvanabol

Honnan ered a nulla?

A legfontosabb szamjegy a nulla. Zseni-
alis dolog volt hasznositani a semmit,
nevet adva és jeldlést taldlva neki.” — irja
Van Der Waerden az Egy tudomany ébre-
dése cimi kényvében, és idézi Halsted
milt szézadi matematikatorténészt, aki
szerint: ,, It is like coining the Nirvana into
dynamos.” (Olyan ez, mintha dinamokat
gyartanénak a Nirvanabdl.) Egy bizonyos:
a nulla nem semmi, inkdbb valami ha-
sonld mint a fizikai vakuum, még akkor is,
ha a neve szamos nyelvben azt jelenti,
hogy lyuk, tGres hely, semmi. A ,honnan
ered” kérdésre kétféle értelemben is fol-
vethetd: egyrészt, hogy féldrajzilag hol
Jfedezték fel”, masrészt hogy miért voltra
szikség?

A nulla torténete elvélaszthatatlan a
helyi értékes szamrendszerek torténeté-
161, mai tudomasunk szerint palyafutdsa
az Ovilagban az 6babiloni birodalomban
kezdédott. A babiloniak hatvanas helyi
értékes szamrendszert hasznéliak, és ah-
hoz, hogy a szamokat ékirdsos jeleikkel
egyérielmlien tudjak leirni, sziikség volt
annak valamilyen egyezményes jelzésé-
re, ha az alapszam valamelyik hatvanya
hidnyzott. A hatvanas szamrendszert az
ékirassal egyitt a babiloniak a sumérok-
16l vették at, bar eredetileg a suméroknak
még nem volt kovetkezetes helyiérték-
rendszeriik 60 valamennyi hatvanyara.
Ez utébbi mar babiloni ,taldlmany”. Az
ékirasos szamjegyek koziil az 1-nek és a
10-nek van egyetlen 6nalld jele, a t6bbi
szamjegyet ezek kombinacidjaként alli-
tottak eld. A korszak kutatéit sokat foglal-
koztatta (foglalkoztatja) az a harom kér-
dés, hogy:

1. Miért éppen a 60-at valasztottdk az 1
és 10 utan kdvetkezd Iépcséfoknak?

2. Hogyan jutott esziikbe a hatvanat
Jnagy egységnek” tekinteni, és az 1 jelé-
vel dbrazolni?

3. Hogyan jutott esziikbe a tdrieket is
60-as szamrendszerben fmni, és az 1/60-
ot ,kis egység”-ként felfogni?

Bar tébb, egymasnak ellentmondd hi-
potézis létezik, valdészintisithetd,
hogy az gy hatterében a kiilénb6z6 mer-
tékegyseégek atvalthatésaga hizodik
meg. A 60-nak elég nagyszamu oszidja
van, ezért egy nagyobb egység fele, har-

A nulla torténete

.....most zérus vagy szam nélkiil.
En kiilonb ember vagyok naladnél:
én legalabb bolond vagyok,

te semmi vagy.”

Shakespeare: Lear kiraly
(Vérésmarty M. ford.)

mada, negyede, 0tdde, hatoda, tizede,
tizenketiede, tizenttdde, huszada, har-
mincada a kisebb egységben kifejezve
egyarant egész szammal adhaté meg,
ami igen el6nyds.

Az ie. 1800-1500 kozotti évsza-
zadokbdl nagy mennyiségld agyagtabla
Srzoétt meg matematikai szdvegeket és
csillagaszati tAblazatokat, de ezek kozott
eddig egyetlen egy olyan nem akadt,
amelyen k{lon jelet alkalmaztak volna a
hianyzé helyi értékek jellésére. Ahovami
mai irasmoédunkkal nuilat irnank, a tablak
készitsi egyszer(ien res helykozt hagy-

tak. Egyes kutatok eltéréen véleked-
nek arrol, hogy ez az irdsmod mennyi-
re egyérteiml, az minden esetre tény,
hogy az abrazolt szamok valédi értéké-
nek megallapitasdban komoly szerep
jut a szovegkdrnyezetnek. Anndl is
inkédbb, mert az ébabiloni matematiku-
sok nem alkalmaztak ,hatvanados vesz-
sz6t”, ami megmutatta volna, hogy
hol kezd6dik a szam tort része, és az
Ures helyekkel a szamok végén &ll6
esetleges nullakat sem lehetett abra-
zolni.

A babiloni matematikai szovegek masik
nagy csoportja a Szelelikidak korabdl, az
idészamitasunk kezdetét megel6z6 héa-
rom évszazadbdl maradt rank. Ezekben
mar talalhato nullat abrazolé jel, de csak a
szam belsejében, a szamok végén &llé
nullékat tovabbra sem jelélték. Nullaként
azt a jelet alkalmaztak, amely korabban a

1. abra. A maja szamiras
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2. abra. A maja fejszamok

mondatok egymastol valé elvélasztasara
szolgalt. Gyakran szerepelnek olyasfajta
szémok, amelyeket a maihoz kdzelallé
jeldléssel 1; ®; 20, vagy 1; e; e; 20,
alakban frhatnénk és eiéfordulnak e; 20
alak(t szamok is, de eziddig egyetlen
példa sem akadt a 20; @ vagy hasonlé
frasmddra. Jelenleg nem valaszolhatd
meg az a kérdés, hogy mikor jelent meg a
~babiloni nulla”, de a kor kulatdi meg-
egyeznek abban, hogy ie. 1500 eldit
egyélialén nem létezell, a Szeleukida-
korban pedig mar altalanos volt a haszna-
lata. £Egy is. 500 kdrll késziiett négyzet-
‘glbiézatban négy esetben fordul eld a
< jel (kél egymas folé irt 10-es) nulla
gyanant, egy helyen pedig hidnyzik. A
legrégebbi eldfordulésat ennek a jelnek
ie. 700 korllre dataljak. Annak okét, hogy
a helykdzt (ami végll is a nulla szerepét
Bltdtte be) csak ilyen nagy késéssel 161
6tték be kiildn jellel, valdszinlileg abban
kell keresni, hogy a hatvanas széamrend-
szerben a nullara viszonylag ritkéan van
sziikség.

A gbérég nulia

A gbrégok sok mindent atvettek a babi-
loniak csillagaszati tudomanyabdl, egye-
bek mellett a tdblazatokat és ezekkel
egyutt a hatvanas szamrendszer haszna-
latat a csillagaszati-asztroldgiai szamita-
sckban. Az ékirdsos babiloni szamjegye-
ket betlkkel helyettesitették, nulla gya-
nant pedig egy specidlis jelet vezetiek
be, ez utdbbi pontos megfeleldje a ba-
biloni nullanak, nem betl vagy szdtag,
hanem speciédlis elvélasztd jel. Egy ie.
Il. szazadi papiruszon (Lund-papirusz)
8, . 2 P
a 0 mas csillagaszati kéziratokban pe-
dig © 0" T jeldlés szerepel. A bizanci
korbdl maradtak fenn olyan gorog nyelvi
kéziratok, kozoétiik Ptolemaiosz Alma-

gest-jének masolata, amelyekben kis kor
jeloli anullat. Vannak olyan nézetek, hogy
ez az ovdey (oldén = semmi) s20 kezdd-
betlije lenne, de ez méasok szerint nem
valdszind, mert az o bell (a gdrég omik-
ron), rendelkezett szamértékkel, még-
hozz4a 70-et ért a régi alfabetikus szam-
rendszerben.

india a teljes tizes
alapt helyiértékes
szamrendszer hazaja (?7)

Altalanosan elfogadott nézet, hogy a mai
hindu-arab szémjegyeink &sei, a teljes
tizes alapd helyiértékes szamrendszerrel
egylit Indidban alakultak ki. Az indiai
matematika elsd irdsos emiékei az ie.
VIL-V. szédzadbdl szarmaznak. Kezdet-
ben tBbbféle, nem helyiériékes szam-
rendszer létezett, és az i.sz. ll. szdzadtdl
kezdve egyes szamjegy-rendszerekben
az 1-t6l 9-ig terjedd szamoknak kiildn jele
volt. £z az indiai aritmetika egyik jellemzé
és fontos tulajdonséga, ez volt az eldfelté-
tele a tizes alapu helyiértékes szamrend-
szer kialakuldsanak. A jeleket e szamok
leirdséra hasznalték, a gyakorlati szami-
tasokat egy tablan kauri-kagylok segitsé-
gével vegezték. Az egyes szamjegyeketa
tabla megfelel6 oszlopaiban adott szamu
hosszlikas kagyloval (anka rasi) abrazol-
ték, a nullat pedig egy-egy kerek kagylo-
val (szunja-rasi). Egyeldre nyitott kérdés,
hogy a kerek kagyldk hasznélata idében
megeldzie-e a nullanak korrel valé jelélé-
sét, vagy éppen forditva tériént. A szamo-
kat jegyenként olvasték ki, a kisebbtd! a
nagyobb helyiértékek felé haladva, a be
nem t6hGH helyiériéket a ,lyuk” névvel
illetiék. Vardhamihira szerint a nullat je-
lentd szinja sz6t szdbeli szamolasoknal
mar az V. szazadban hasznéltak. A sza-
mok helyiértékes irasmdédjara — naptari
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adatokkal kapcsolatban — a VI. szazadbol
maradiak fenn adatok, de ezek a nulla
jelét nem tartalmazzék. Viszont Kambo-
dzsaban és Indonézidban vannak olyan
683-bol, illetve 686-bdl szarmazé felira-
tok, amelyeken mar szerepel a nulla: mind
kérrel, mind ponttal dbrazolva. Gautama
Sziddharta, aki 718 és 729 kozdtt Kina-
ban az Asztronémiai Hivatalban dolgo-
zott, egy 725-ben készilt csillagaszati és
asztrol6giai kéziratban azt javasolta, hogy
az abakusz oszlopaiban levé Ures helye-
ket ponttal kell abrazolni. India teriiletén a
Gvalijarban lathato, és 876-bol szarmazé
felirat Grizte meg az elsd olyan szémot
amelyben a nulla jele (itt kis korrel abréa-
zolva) szerepel.

Arra vonatkozéan ismét csak megosz-
lik a tudomanytoérténészek véleménye,
hogy a nulla kilféldrél kerGlt-e Indiaba,
vagy pedig az indiaiak Ujra felfedezték.

3. ébra.
Datum Quirlguébdl, az 501. év
majus 18-anak felel meg
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4. abra. A kinai szamiras (az also sorban lathato a kinai nulla jele). Az 1-4. dbrak
Sain Marton: Nincs kiralyi it (Gondolat) ¢. munkajabél valok.

Vannak akik ugy vélik, hogy a gorég
csillagészati munkék tanulményozasa
eredményeként vették at az azokban sze-
repl ,hézagjelet”, és goroég hatast vélnek
felfedezni abban is, hogy az 537 kérdl &t
Dzsinabhadra Gani megforditotta a helyi-
értékek sorrendjét a szamirdsban. (A ,go-
rdg kapcsolatot” egyébként sok forrds
igazolja.) Am az ugyancsak ismert kol-
csbnhatas az indiai és a kinai kultdra
kozott, masrészt azok a kozlések, ame-
lyek a helyiérték-rendszer szobeli hasz-
nalatarél, és a nulla jelének Kambodzséa-
ban és Indonéziaban tériént korai alkal-
mazasars! adnak hirt, legalabb ilyen erd-
vel sugalljak, hogy a nulla jele India és
Kina kultirajanak talélkozasabdl szile-
tett. Erre vall a szampalcikakkal valé kinai
szamabrazolas tizes alapu, helyiériékes
jellege is.

import vagy hazai
aru a kinai nulla?

Kinaban az elsd, szamoldsra utald jelek
az ie. XIV-XI. szédzadbél szarmazd -
i6slashoz hasznalt — csontokon, valamint
az ie. X~ll. szazadbdl vald cserépedé-
nyeken, bronziargyakon és pénzeken
maraciiak fenn. Mar az ie. lll. szédzadban
kialakultak azok az irasjegyek amelyeket
a szamok lejegyzésére hasznéltak, és
hasznalnak ma is, szdvegy kézben sze-
repld szamok esetében. lLegalabb egy
évszazaddal korabbi, de lehet, hogy még
régebbi eredetll a szamol6 palcikak alkal-
mazasa. A szampalcikés szamrendszer a
tizes alap helyiériékes rendszerek kézil
alegrégibb, mint ahogy a babiloni a legré-
gibb hatvanas helyiériékes rendszer. A
kinai matematikusok és szamold meste-
rek hasonléan hasznalték a palcikékat az
abakuszon, mint az indiaiak a kauri-kagy-
I6kat, de a szadmjegyek abrazolasanal a
palcikak helyzetének is szerepe voli, a
nuliat pedig nem jelolték. Az irdsbeli helyi-
ériékes rendszer tokéletesitését foliehe-
téen az hatraltatta a kinaiaknal, hogy a
szamitasokat még a papir feltalalasa utan
is szamol6tablan végezték. (Bar kétség-
telenill elképesztd virtuozitassal.) A toke-
letesitésen a nulla jelének bevezetését és
kovetkezetes hasznalatat értjik, mivel
kapcsolatban ismét csak azt mondhatjuk
— remélve, hogy az Olvasé megeriéssel
viseltetik iranta —, hogy egyenértékilinek
ftélhets, egymassal széges ellentéiben
all6 hipotézisek vannak arrél, hogy ho-

gyan kerlilt a nulla jele a kinai matemati-
kéba. A kills6 eredetet latszik alatamasz-
tani a mar Kordbban emlitett Gautama
Sziddharta munkéja (akit Kinaban Csu-
tan Hszi-ta néven ismertek), ezt a nézetet
vallja A. P. Juskevics és B. L. Van der
Waerden is, hogy csak két nagy nevet
emlitstink. (Ok H. Freudenthal hipotézisét
fogadjék el.)

Masrészt, mint arra E. J. Berezkina, J.
K. Needham és tobb kinai tudés felhivta a
figyelmet, a kinai aritmetikaban a helyiér-
tékek sorrendje, mindig a ma hasznéla-
tosnak megfeleld volt, és a szamolbtablan
a torteket is a mai modon jeloliék (feldl a
szamlalé, alul a nevezd). A Tang-dinasz-
fia toriénete és A Szung-dinasztia torté-
nete cim( munkaknak a naptarakkal kap-
csolatos fejezetei arrél taniskodnak,
hogy a nulla kezdetben [ alakd jel volt
(ami megfelel a szamolotébla lires helyé-
nek, ha abrazolni akarjuk), és ebbd! ala-
kult ki a O jel, amit mar a Da min cimd
kalendariumban lathatunk.

llyen modon a Freudenthal-féle hipoté-
zis minden pontjaval azonos értékd ,el-
lenpont” allithaté szembe. Nyomtatasban
a nulla elész6r 1247-ben jelent meg ~
kérrel abrazolva —, mégpedig Csin Csiu-
sao Kilenc kényv a matematikardl cimd
munkajaban.

Olyan esetben, amikor szamitasokat
frtak le, a kinaiak idbbnyire a szamoldpal-
cikaknak megfelelé szamjegyeket hasz-
naltak. Joval késébb olyan feljegyzések,
szamitasok is megjelentek, ahol irasje-
gyek jelolték a szamjegyeket és egy kis
kor a nullat.

Egy kis kitéré Amerikaba

Ha a rendelkezéslinkre &ll6 adatok alap-
jan ma nem is fudunk hatarozott valaszt
adni arra a kérdésre, hogy a babiloni,
indiai, kinai helyiériékes szamrendsze-
rekben a nulla fogalma és jeldlése egy-
mastél fliggetlentl alakult-e ki, vagy atvé-
tel tortént, Ggy tdnik, hogy a prioritas
kérdését nem érdemes firtatni. Egy érde-
kes parhuzam arra utal, hogy a nulla
megjelenése a helyiériékes szamrend-
szerekben sziikségszerd, mint ahogy egy
olyan kultdréban, ahol tarsadalmi szlk-
séglet a matematika mtivelése, meg kell
jelenjen a helyiérték elve. Az emlitett
héarom oOkori kultlraban fejlett volt a csilla-
gaszat és a naptarkészités, ami részben
a foldmuvelés, részben a vallds igényei-
vel fiiggott dssze. Ugyanez mondhaté el
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az amerikai foldrész legfejlettebb indian
kultrajérol, a majékérol is. A majak jelen-
16s csillagaszati ismeretekkel rendelkez-
tek, és érdekes felépitéstt naptaruk a ma
hasznéalatos Gergely-naptarnal is ponto-
sabb volt. A datumok és szamok lejegyzé-
sére a huszas alapl teljes helyiértékes
szamrendszert alkalmaztdk, és kétéle
szamirasi rendszeriik volt. Az egyikben
pontokb6l és 5 egységet éré vonalakbol
all6 jelek alkotték a szamjegyeket 1-t6l
19-ig, mig a nullat egy specialis, kagylo
alaky jellel abrazoltdk. Volt egy masik,
stilizalt emberfejeket abrazolo, hieroglifi-
kus szamjegy-rendszerlk is, az ilyen fej-
szamjegyekkel is a helyiérték elvét alkal-
mazva abrazoltdk a szamokat. A kis
széml maja kéziratban, ami a gondos
pusztitas utn megmaradt, féként ezek-
kel taldlkozunk.

A maja naptarnak volt egy érdekes
tulajdonsaga, ami azt eredményezte,
hogy a nulla a majaknal sorszam funkcio-
jat is betoltheite. A husznapos honap
napjait sorszammal latték el, de nem az
1-20, hanem a 0—19 szamjegyeket ren-
delték az egyes napokhoz. Lehet, hogy
ennek (féként a fej-szamjegyeknél) iras-
technikai oka volt, de erre vonatkozé
hipotézisekbe nem kivanok bocsatkozni.

Honnan tudjuk, hogy
a régi gérogdk tudidk?

Visszatérve az Ovilagba kdvessiik
tovdbb a nulla Gtjat — az arab-isz-
lam vilagban. Az arab tuddsoknak
készonhets, hogy az Okori tudoméany
szamos eredménye fennmaradt az utd-
kor szaméra, és nekik koszonheld

5. dbra. A Lund-papirusz




végsd soron az is, hogy az indiai tizes
helyiériékes szamrendszer, valamint az
indiai szamjegyek viszonylag gyorsan el-
jutottak nyugat felé. A szir szarmazasu
Szeverusz Szeboht azt irta az indiaikrdl:
~Szémitdsmoédjuk, amelyhez kilenc jelet
hasznalnak, minden dicséretet megérde-
mel.” Azt, hogy miért emlit kilenc jelet,
nem tudjuk. Lehetséges, hogy olyan iras-
moéddal ismerkedett meg, ahol a nullat
Ures hely jeldlte, de az is elképzelhetd,
hogy a nullat egyszerlien nem tekintette
szémnak. Ez utébbi féltevést valdszintisi-
ti, hogy joval késébb al-Hvarizmi is kilenc
jelr6l beszélt, holott 6 mar haszndlta a
nuligt. Miel6tt az indiai szamok elterjedtek
volna az arab-iszlam tudésok k&ézétt, a
g6rogbkeéhez hasonié alfabetikus szami-
rast alkaimaziak, és az ebbdl az idészak-
bdl szarmazé kéziratokban 0 is hasonld
alaku jelek szolgaltak nulla gyanant.

Val6szind, hogy az elsé arab nyelvi
konyv, amelyben a tizes helyiértékes el-
ven és a nulla jelének hasznélatan ala-
puld szamrendszert alkalmaztak, Abu
Musza Dzsabir ibn Hajjan Mérgek kényve
(Kitab el-szumin) cimd munkaja volt,
amelynek szerzéje 776 korll élt. Ugy
tudjuk, hogy az indiai szamolasi médot és
a teljes tizes helyiértékes szamrendszert
részletesen a bagdadi tudomanyos iskola
elsé jelentds képviselje, a 780 és 850
kdzott éit Muhammad ibn Musza al-Hva-
rizmi ismertette elséként az iszléam—arab
vilagban. Aritmetikai mivérst — bar annak
eredeti szbvege nem maradt fenn — tud-
juk, hogy nagyon jelentés hatasa volt az
arabok uralta teriileteken, késébb pedig
latin nyelvl forditasainak és atdolgozasa-
inak Eurépaban. Sajnos, latin nyelvi val-
tozat is csak egy ismeretes és az sem
igazi forditds, inkabb ismertetés, b kivo-
nat, amit rdadasul nem is fejeziek be.
Ebben a kéziratban egyébként kis kér
jel6li a nullat.

Az iszlam—arab vilagban a szamjegyek
két csoportja alakult ki, a keleti és a
nyugati arab (gobar) szamjegyeké. A ke-
leti szamjegyek kozott eleinte egy kis kor
jeldlte a nullét, az 6tdst pedig egy forditott
tatin b betlihdz hasonld jegy. Késébb az
6tost kezdték korrel jeldini, a nulla jele
pedig a pont lett. A gobar-szamjegyek
kbzott kezdetben nem volt helypdtld jel, e
szamjegyek helyiértékét pontokkal jelél-
ek, amiket a szamjegy f0lé irtak. A tizese-
ket egy, a szdzasokat ketté pont jelezie,
stb. (Mai szamjegyeinkkel, ilyen elv sze-
rint a 5 ..

405 = 45,2450 = 45

lenne.) Késdbb nulla gyanant a kis kor
hasznélata nyert polgérjogot. Az Uj szam-
jegyeket tartalmazé dokumentumok leg-
korabbi el6fordulasa 873-874-bdl vald,
ebben szerepel a muzulman idészamitas
260 éve, pont alakti nullaval.

A tizes alapu helyiériékes szamrend-
szer mellett csillagészati szamitasok cél-
jaira az arab matematikusok a babiloni

eredetd, hatvanas alapi szamrendszert
is tovabbfejlesztették az egészek és tér-
tek hatvanas rendszerévé (Piolemaiosz-
nél az egészek decimalis alakban szere-
peltek). Ebben 1-16l 53-ig egy vagy két
betlibél 4li6 jelek abrazoltak a szamjegye-
ket (dzsumal-szamok), a nullat pedig egy
—feltehetéen az alexandriai gérég papiru-
szokrél szarmazd — & alakd jel jelélie,
amely ez id6k soran atalakult és a cirill-be-
s fras keményjeléhez vélt hasonlatos-
sa.

Ezek meg
hogy keriiltek ide?

Bizancban a XI. szazadban kezdtek meg-
jelenni a hindu—-arab szamjegyek, és a
keleti és nyugati szamjegyek egyarant
elbfordultak. Egy 1253-as kéziratban nyu-
gati arab szamjegyek talalhaték, Maxi-
mosz Planudész (1260—-1310) szerzetes
pedig, amikor egyik aritmetika kényvében
ismertette az indiai szamjegyeket, a keleti
arab jeleket alkalmazta. Ezek kéz6tt sze-
repelt egy, amelyet Planudész cifra-nak
(t &1 ¢ o o) nevezett, és azt irta rola, hogy
~a semmit jeldli”.

Eurépa felzarkozik
-~ a Kelethez

Amikor az els6 és masodik évezred fordu-
16jén Il. Szilveszter elfoglalta a papaitrént,
becslések szerint a keresziény Eurdpa-
ban tizezer lehetett a knyvek szama.
Emellett szinte sokkoléan haté adat, hogy
ugyanakkor egyedll a corddbai emir
kényvtara kilencszazezer koétetet szam-
lalt! A mennyiségi kuldonbség termé-

6. dbra. A Plimpton 322 papirusz
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szetesen mindségi, szinvonalbeli eltérést
is jelez a két vilag tudomanyossagaban,
nem véletlen hat, hogy amikor Eurépa kez-
dett magéra talalni, szamos tudasvagyé
ifji vallalta a nem éppen veszélytelen ka-
landot, hogy megismerkedjék az arabok
altal meg0rzitt, és tovabbfejlesztett tudas-
sal. Tobbekrd! feliegyezték, hogy alruha-
ban latogattak a mér egyetemeket. (Eh-
hez tudni kell, hogy az élet szamos terlle-
tén igen tolerans muszlimok még Goldzi-
her Ignac kordban sem tlirtek idegent az
iskolak és a szent helyek kérnyékén.)

Mint a tudomany sok egyéb eredmé-
nye, a hindu-arab szamjegyek is Hispéa-
nian keresztil jutottak el Eurépaba, legké-
s6bb a X. szadzadban. (A kontinens-hatar
nem fdldrajzilag, hanem mint kultirkdrok
hatéra értendd.) Az 0j szamjegyeket al-
kalmazé legrégibb eurdpai kézirat — ami
fennmaradt — egy észak-spanyolorszagi
kolostorban késziit, Logrofic mellett,
976-ban, de ebben a nulla jele nem szere-
pel. A nullat is tartalmaz legrégibb eurd-
pai emlékek a Xll. szazadbél valok, és
ezekben kis kdr abrazolja a nullat.

Il. Szilveszter, azaz Gerbert D’ Aurillac
neve nem onceltan merllt fel, s6t még
csak nem is a ,magyar kapcsolat” miatt,
azaz, hogy 6 kuldétt koronat Istvan feje-
delemnek. Emlitésének oka az, hogy az
eurépai tudomanyossag felocstidasanak
kezdetét az 6 mikoddésétsl szokas szami-
tani. Alacsony sorbdl! jutott a legmaga-
sabb egyhazi méitésagig, nem csoda hat,
hogy mig halalanak datumat napra ponto-
san ismerjlk (1003. 05. 12.), sziletését
illetéen a 937/950 adat szokott el6fordul-
ni. (Néhany helyen okkal, ok nélkiil a
9407, 9507 olvashatd.) Gerbert 967-ben
kijutott Spanyolorszagba, ott ismerkedett
meg az arab matematikéval és a hindu

A hetedik abra a hatso boritén
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8. abra. A szamjegyek csaladja

szamirassal. Hazatérve gyorsan emelke-
dett az egyhazi ranglétran, de plspdki,
érseki méltosaga ellenére nem szlint meg
iskolaszervezd, tankonyvird, oktatd tevé-
kenysége sem. Kilondsen reims-i miiké-
dése (972-982) kiemelkedd.

Tobb konyv szerzéségét tulajdonitjak
neki, és az altala modositott (,10kéletesi-
tett”) abakusz a hozzé hasznélatos zseto-
nokkal jelentésen hozzajarult a hindu-
arab szamjegyek elterjesztéséhez. Az
abakusz oszlopaiban — eltéréen pl. a
romai, gorég mintaté! — nem adott szamd
szamolo-kdvecske jelezte a megfeleld
helyiériék egységeinek a szamét, hanem
egy-egy zseton (apex), amelyre rairta a
megfeleld hindu szamjegyet. Az oszlopok
tetején a helyiértéket romai szadmmal je-
18lte és a szamok lejegyzésére is rémai
szamokat hasznait. Emiatt t6bb jelentds
tudomanytoriénész vakvaganynak tekinti
az apexek hasznélatat, de jelen sorok
iréja talan megengedhet maganak né-
hany megjegyzést. Egyrészt Ggy tinik,
hogy a szamoléas és a szamiras a legtbb
kultaraban elktlonil, elszakadt egymas-
t6l. (Elég csak Kinat emliteni.) Masrészt,
ha a korabeli papir-elidtasra tekintettel
vagyunk, ugyancsak meg kellett gondolni,
hogy szamolhat-e irasban az ember. Har-
madsorban az abacista-algebrista vitat
illetben a mai taviatbél nézve elgondol-
kodtatd, hogy honnét téplalkozik az a mai
Jhasraesés” a japan szoroban (az egyéb-
ként kinai eredetl golyés abakusz) el6tt?
Mert ha Gerbert abakuszat mint oktatasi
segédeszkozt (is) tekintjlik, egybd! kedve-
z6bb a bizonyitvany!

A nulla nevének tdriénete
indidban a nulla neve szdnja volt, ami

lyukat, tires helyet jelent. Ezt az arabok az
asz-szifr (semmi) kifejezéssel forditotték

le, és késébb ennek az arab szdnak a
szarmazékai szamos eurdpai nyelvben
felbukkantak, el6bb nulla, majd néhéany
évszazad multan szamjegy értelemben.
(P1. a német Ziffer.) Egy 1143-ban készlilt
kéziratban, amelynek a cime Algorizmus
bevezet$ kdnyve a csillagészat miivésze-
tébe A. magiszter altal dsszeallitva, a
ciffre jelenti a nullat. Korllbelll ez id6 tajt
jelent meg a cifra is. Leonardo Pisano
{Fibonacci) a cephirum alakot hasznélta,
ebbdl szarmazik az olasz zero. Ezek
a szoOalakok egészen a XVIl. szézadig
jobbara nullat jelentettek, bar egyesek
mar a XIV-XV. szazadban is hasznaltak
Sket szamjegy jelentéssel. Az angol cip-
her mais egyarant jelent nullat, rejtjelet és
szamjegyet. Amikor a francia nyelvben a
chiffre felvette a szamjegy jelentést, olasz
mintara a zero-t kezdték hasznaini nulla-
ként.

Van néhany Xl-XH. szazadi kézirat,
amelyben a nulla neveként a circulus
(kérdcske), a nihil (semmi) vagy a figura
nihili (a semmi jele) fordul el6.

A nullus név haszndlatara a XV. sza-
zadbol vannak adatok, de lehet, hogy mér
korabban is hasznaltak. Nénem( alakja, a
nulla pedig elész6r egy 1478-as keltezést
aritmetika kényvben bukkan fel, azt kéve-
t6en pedig Piero Borghi aritmetika tan-
kbnyvében 1484-ben.

A nulla szerepe
az aritmetikdban

A nulla hosszi fejlédési folyamat soran
valt a ,széamtarsadalom” egyenrangltag-
javé a matematikai absztrakcié kiilonb6z6
szintjein. Nagyon érdekes dolog, de torté-
nelmi tény, hogy annak ellenére, hogy a
nulla jele Kinaban csak meglehetésen
késén és kils6 hatésra jelent meg, a
nultaval végezhetd legegyszertibb mdve-
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9. abra. Az arab dzsumal szamok

letek elsé leirasa Kinabdl szarmazik. Ez
azzal flgg Ossze, hogy az els6fokl
egyenletrendszerek megoldasara a kina-
iak régota ismertek egy altaldnos maéd-
szert, amely az ismeretlenek fokozatos
kikliszobolésén alapult (fang-cseng méd-
szer). Ahhoz, hogy az algoritmust tetszs-
leges egyenietrendszerre alkalmazni tud-
jék, idénként sziikség volt nagyobb szé-
moknak kisebbekbd! vagy a ,,semmibél”
valé kivonasara. A Matematika kilenc
kényvben cimi 6kori enciklopédikus mi-
ben, annak nyolcadik kényvében szere-
pel az alabbi szabaly: ,Ha azonos jeld,
alckor kivonédik, ha kilonbdzé jeld, akkor
hozzaadodik, ha pozitiv és par néikili
akkor negativvé (valik), ha negativ és pér
nélkdli, akkor pozitivwva (valik).” Vagyis
mai jelolésmaoddal:

(+a)— (+b) = * (a-b),
(xa)—(Fb) = * (a + b),
0—(£b) = ¥b.

A szabdly folytatasa pedig igy hangzik:
LHa kilonboz6 jelli, akkor kivonjuk, ha
azonos jelll, akkor hozzaadjuk, ha pozitiv
és par nélkuli, akkor pozitivva (valik), ha
negativ és par nélkuli, akkor negativva
(valik)” vagyis:

Az utolsé sorok mindkét esetben a nulla-
val végezhet6 mlveleteket jelentik, a ,par
nélkiili” kifejezés arra utal, hogy a megfe-
lelé helyen nem ali semmi az abakuszon.
A Matematika kilenc kényvben pontos
keletkezési korllményei nem ismerete-
sek. Mai formaja Liu Huj szerkesztésében
i. sz. 263-bdl maradt fenn. Liu Huj szerint
a kdnyvet Csang Can (megh. ie. 152)
munkaibdl allitottak 6ssze. A szorzast és



az osztast, a VIlI. kdnyv nem targyalja, ott
nincs is szilkség ezekre a miveletekre.

A nullaval végezhet6 négy alapmivelet
telies leirasa az indiai matematikusok
mtveiben bukkan fel elészér. Sridhara és
Arjabhata Il. az alabbi szabalyokat adtak
meg a X. szazadban.

a+0=a,
0+ a=a,
a-a=0,
a-0=0-a=0,
0:a=0.

A szabdlyokat természetesen a kor
szokésainak megfelelfen szbveggel,
szimbdlumok nélkiil irtak le. Erdekes
megfigyelni, hogy a

O0-a=-a

szabaly nem szerepel a felsoroltak kézott.
Indiaban a negativ szam fogalma csak
joval kés6bb valt ismertté, mint Kinaban,
az els6 ismert utalas rajuk Brahmagupta
mdveiben taldlhat6. Az indiai matematiku-
sok a nullatol kilonbdzd szamnak nullaval
vald osztisaval eleinte nem tudtak mit
kezdeni. Késébb arra a gondolatra jutot-
tak, hogy az ilyen osztas eredménye vég-
telen nagy szam. Bhéaszkara Il. azi irta,
hogy a

a

K
mennyisége valtozatlan marad, akar-
mennyit adunk hozza, vagy akérmennyit
vonunk le beléle. Krisna, Bhaszkara md-
veinek kommentéldja kifejtette, hogy mi-
nél kisebb a szorzandd, annal kisebb a
szorzat.

Ha a szorzand6t a végletekig csdkkent-
juk, a szorzatial is ugyanez t6ériénik. Mivel
pedig a legnagyobb mértékl csokkeniés
a nullara vald  csokkentést jelent,
0-a=0. Hasoniéan indokolia az
a-0 =0 azonossdgot, és a hanyados
végtelenné valasat nullaval valé osziés-
kor. De ami a 0/0 hanyadost illeti, ezt az
indiai fudodsok nem tudtak tisztazni.

Az indiai matematikusok eredményei
(és részben az 6 kozvetitésikkel a kinai
felfedezések) eljutottak a Kbzel- és Ko-
zep-Kelet orszégaiba, az arab nyelviu-
doméanyos irodalombél pedig Eurépaba.
Ez természetesen nem jelenti minden
eredmény azonnali atvételét és gyors
elterjedését ezeken a teriilleteken. A ne-
gativ szamokat példaul az arabok nem
vették &t az indiaiakiél, vagy legaléabbis
nagyon kevesen hasznaltdk. Csupan
Abul-Vafa egyik mlvében taldlkozunk a
negativ szamok és a nulla indiai szabé-
lyok szerinti alkalmazasaval. Lehetsé-
ges, hogy ezt a mdvet is ismerte Leo-
nardo Pisano, aki Eurdépéban eiséként
jutott el a negativ szamok fogalmahoz és
a nulla ,telies ériékd” szamként valo
hasznalatdhoz. Amikor a szorzas elien-
Grzésére a  kilences prébat” alkalmazta,
a vizsgalt szam jegyeinek Gsszegébdl
kilenccel vald osziédssal kapott maradék
nulla is lehetelt, azéltal a nulla valddi
szamként Iépeti fel.

Az emancipacio lépcsdiokai

Igen jelentds 1épés volt mind a matema-
tika fejiddése, mind a nulla , teljes ériék(”
szammé vélasa szemponitjabdél a nulla
hatvanykitevo fogalmanak a bevezetése.
Az iszlam vilagban ez Dzsamsid ibn Ma-
szld al-Kéasi érdeme, aki 1427-ben befe-
jezett Az aritmetika kulcsa cimii kdnyveé-
ben a hatvanas alapt helyiériékes szam-
rendszer ismertetése kapesan juiott el a
nulla és a negativ kitevjd hatvanyokhoz.
A szorzas és az oszias a hatvanas szam-
rendszerben két tablazat hasznélatan
alapult, az egyik egy 58 - 59-ig terjedd
szorzotabla volt, a masik pedig két hatva-
nas helyiérték szorzatdnak és hanyado-
sanak a megallapitasara szolgali. Al-Kasi
a megfelelé szabalyokat altalanos alak-
ban fogalmazta meg telszbleges egész
kitevdre, amelyeket a ,helyiériékek sza-
mainak” nevezetl. A fokokhoz, vagyis a
hatvanas szamrendszer egyeseihez a

nullat rendelte hozza, vagyis iényegében
feltételezte, hogy a° = 1.

Ez id6 tajt — féként a 16rok terjeszkedés
miatt — a Kelet és Nyugat k6z6tt tudoma-
nyos kapcsolatok nagyon meggyengiil-
tek, igy al-Kasi eredményei sem jutottak
el Eurépaba. Ezért amikor Nicolas Chu-
quet francia matematikus 1484-ben befe-
jezte A szémok tudomanya harom rész-
ben ciml munkdjat és abban kifejtette
gondolatait a nulla és a negativ hatvanyki-
tevékrdl, joggal tekintette azokat a sajat
felfedezésének. Chuquet az ismeretlen
magasabb hatvanyait tartalmazé egyen-
leteket Ugy irta fel, hogy az ismereilen
adott hatvanyanak kitev6jét a megfeleld
egylitthatd kitevSjébe irta. Nalaa 7x*, 2x°,
6x rendre ilyen alaka volt: 74, 28, 6, az
egyenletek konstans tagjait pedig nulla
kitevével dbrazolta, és azt mondia, hogy
az ilyen szamoknak ,nulla a neve”. Az 6
jeldlésmadjaval a 12° 12+t jelentstt vagyis
lényegébena 12x° = 12 azonossag alap-
jan feliételezte, hogy x° = 1.

A nulia bevonul az algebréba

Kiidn fejezet a nulla torténetében az
algebraban jatszott szerepének alakula-
sa. Az egyenletek nullara rendukalt alak-
ban valo felirasa, vagy a nullanak gyok-
ként val6é elfogadésa hosszd folyamat
soran alakult ki és terjedt el.

Az 6kinai Matematika kilenc kényvben
cimi enciklopédia VIil. kényvében szere-
pel ez a feladat: ha 2 bivalyt és 5 baranyt
eladunk, és 13 diszndt vasarolunk, meg-
marad 1000 rézpénziink (csien), 3 bivaly
€s 3 disznd ara 9 barény vasarlaséra elég.
Ha 6 baranyt és 8 disznét adunk el, 5
bivaly megvételéhez 600 rézpénz hidny-
zik. Ez az elsd olyan feladat a matematika
torienetében, amelyik olyan egyenleire
vezet, amelynek jobb oldala 0.

(Bx-%y + 3z =0)

A mésodfokl egyenieteknek a ma szo-
kasos nullara redukalt alakjaval, és az
altaldnos alak megoldasét megadé sza-

10. &bra. Falfelivat Gvéiijarban. Az elsé sorban a pont alatt a 933-as szém lathalé (évszam, amely iddszamitdsunk 876.
esziendejének felel meg). A negyedik sorban a nyilak melszésponijaban a 270-es szam és az 6i6dik sorban két pontial

jeldlve a 187-es szam all,
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ballyal el6szér Indidban talalkozunk,
Brahmaguptanal, a Vll. szazadban. Ama-
gasabb fokd egyenletek nullara redukélt
alakban vald felirdsa pedig Kinabdl szar-
mazik. A kinai matematikusck a Xlll. sza-
zadban szamos jelenids algebrai ered-
ményt értek el, igy példéaul a ma Ruffini-
Horner-médszernek nevezett eljarast si-
ker(ilt olyan eszkdzzé fejlesztenilik, ame-
lyilkk alkalmas volt teiszéleges szame-
gylitthatds egyenletek gydkeinek probal-
gatassal valé meghatarozésara. A méd-
szer altaldnos alkalmazésahoz szikség
volt az egyenletek nulldra redukéli normél
- alakra hozasara.

Az iszlam orszégok tuddsai, akik kerlil-
ték a negativ szamok alkalmazasat, az
egyenletek tagjait mindig gy rendeziék,
hogy az egyiitthaidk pozitivak legyensk,
fgy kilonféle normalalak tipusokkal dol-
goztak. Ezek kizoli szerepelt az is, ame-
lyet ma ax® = bx alakban {rnénk, és ezt
mindig ax = b alakra vezetiék vissza.
Barmilyen hihetetlen is' ma mér, senkinek
sem Gttt eszébe a nulla, mint megoldas.

A hatérozatlan egyenletelae és egyen-
let-rendszerekre vezetd feladatok kdziil is
{6bb szinte {alcan kinalta a felismerést,
hogy valamelyik ismeretlen anulla értéket
is felvehetné. gy példaul szinte minden
kultdrkérben ismeriek és népszerdek vol-
tak a baromfivasariassal kapcsolatos fel-
adatok. A kinal Csang Csilin-csien a VI
szézadban Matematikal értekezésében
részletesen megvizsgalia ezek kdzil azi,
hogy: 100 rézpénzért 100 baromiit vet-
tlink. Hany kakast, tytkot és csirkét vasa-
roltunk, ha egy kakas &ra 5, egy ty(iké 3és
hérom csirkéé 1 rézpénz?” A feladat mai
jeltléssel az

X+y+z=100
5x + 3y + 1/3z = 100

egyenletrendszer egész szamokban vald
megoldasat kdveteli meg. Csang megmu-
tatta, hogy afeltételeknek a (4, 18, 78), (8,
11, 81), (12, 4, 84) szdmharmasok egy-
arant megfelelnek, de elment anagy lehe-
i6ség mellett, hogy felismerie hogy a (0,
25, 75) szdmharmas is megoldas. A nulla-
nak egyenlet gydkeként vald elfogadasa
csak a XVI-XVII. szazadtdl valt altalanos-
sa, bar az elsé matematikus, aki az absz-
trakciénak erre a fokara eljutott, Leonardo
Pisano volt, a Xlll. szazad elején. Szere-
pel nala egy feladat, amely az

x+y=10
10, 10=g1
x+ y 64

egyenletrendszerre vezet. Ezt Ugy oldotta
meg, hogy azx = 2—-z,y = 8 + z helyei-
tesitéssel a

(2-z)(8 + z) = 16

egyénletet vezette le, amelyrdl azt irta:
~arj el az algebranak megfelelé médon

11, dbra. Az tn. leideni lemez a majak egyik legfontosabb datumat 6rizte meg.

(secundum algebra) és azttalalod, hogy e
dolog nulla lesz (invenies rem esse nihil),
igy az egyik részre 2, amasikra 8 adédik.”
Ez volt tehét az elsd eset a matematika
torténetében, hogy valaki egy egyeniet
gybkét (amit dologhak neveztek, a megfe-
lel6 arab kifejezés sz6 szerinti forditasa
nyomén) nullanak vette. Elgondoléséat
azonban sem a kortarsak, sem a kdvet-
kezd generacidk nem tudtak atvenni. Ez
csak azutén valt dltalénossa, hogy Nico-
las Chugquet eljutott a negativ gydkok
fogalmahoz is, a XVI. szadzadban.

Miutan a XVIl. szazadban Thomas Har-
riot és René Descartes Eurdpéban is
bevezette az egyenleteknek a Kinaban
szokasos kanonikus frasmadjat, a nulla-
val tovabbi Iényeges események sokaig
nem torténtek. A kdvetkezé lényeges fo-
galmi valtozés akkor kvetkezett be, mér
ebben a szdzadban, amikor a szémfoga-
lom halmazelméleti megalapozasa és
axiomatikus felépitése soran axidmaként
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kimondtak, hogy a nulla, az Ures halmaz
szamosséga, természetes szam. A legis-
mertebb ilyen axioma-rendszer Peano
nevéhez fuzddik. ]
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