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A klasszikus, elmozdulasmezore és a virtualis munka elvre épiilé végeselem-modellekkel
szembeni egyik legnagyobb kihivast azok a numerikus konvergencia problémaék jelentik,
amelyek az angol nyelvii — ezen a teriileten is 6riasi méretii — szakirodalomban numerical
locking néven ismertek (magyarul a jelenség lényegét a numerikus bemerevedés fejezi ki
taldléan). Ez a jelenség elsésorban az alacsonyrendli approximéciét és elemstiritést alkal-
mazé un. h-verzids végeselem-modszerre jellemzé olyan kicsiny paramétert tartalmazo —
un. szingularisan perturbalt differencidlegyenletekkel leirhaté — probléméak megoldasanal,
amikor a paraméter értéke zérushoz tart. Megnyilvanulasdnak lényege, hogy a numeri-
kus megoldas hibdja a szabadsagfok (elemszam) novelésével nem, vagy alig csokkenthetd,
sulyosabb esetben a hiba akar novekedhet is. A problémak jelentos része elkeriilhet6 a rog-
zitett méretli elemeken alkalmazott polinomok fokszamanak noévelésével, az in. p-verzids
végeselem-moddszer alkalmazasaval.

A kutatasi feladat célkitlizéseit leginkabb az a — szakirodalomban 1998-ban kozzétett,
matematikailag is bizonyitott — felismerés motivalta, mely szerint bizonyos héjfeladatok
esetén az elmozduldsmezore épiilo p-verzids elemek sem mentesek a numerical locking nevii
jelenségtol, vagyis ilyen esetekben sem a h-, sem a p-verzios héjelemek nem tudnak megfelelo
konvergencidji megoldast adni a mérnoki alkalmazasok szempontjabdl elsorendii fontossagu
fesziiltségmezdre nézve.

Az emlitett numerikus konvergencia probléméak a tébbmezds — az angol szakirodalomban
multi-field, illetve mized-hybrid néven emlegetett — varidcios elvek és a hozzajuk kapcso-
16d6 h- és p-verzids végeselem-modellek alkalmazasaval keriilhetok el — jelenlegi ismereteink
szerint — a leghatékonyabban. Ezt a felismerést a témavezeto altal 6sszenyomhatatlan anya-
gokra korabban kidolgozott, fesziiltségmezore és forgasmezore épiilo hp-verzids végeselem-
modellek teljes mértékben alatdmasztottak. Az ilyen tipusi hp-verzids elemekre vonatkozo
igényt jelzik, tobbek kozott, az ebben a téméban (is) nagy erével folyé nemzetkozi — alkal-
mazott matematikai és mechanikai — kutatasok.

A kutatasi feladat egyik legfontosabb célkitlizése egy 1j, fesziiltségmezdvel és forgas-
mezovel felépitett, az altalanositott kiegészitd virtudlis munka elvén, mint variacios elven
alapuld, dimenzio szerint redukalt nemlinedris héjelmélet kidolgozéasa volt. A tervezett ku-
tatasi feladat tovabbi céljai kozott szerepelt egy olyan 1j, fesziiltségmezore és forgasmezdre
épilé hp-verzidos végeselem-modell kidolgozasa lemezfeladatokra, mely a lemez vastagsa-
gatdl/vékonysdgatol fiiggetleniil numerikus bemerevedési problémék (numerical locking)
nélkiili megoldasokat ad. Az ilyen modell egyben lehet6vé teszi a fesziiltségmezd megbiz-
hatd, nagy pontosssagu szamitasat (is), mind h-, mind p-tipusi approximécié esetén.



A kutatasi eredmények részletezése

A kutatasi feladat célkitiizéseinek megfeleloen elscként egy fesziiltségmezdn és forgasmezdn
alapulé altalanos, nemlinearis héjelméletet dolgoztam ki. A dimenzié szerinti redukalds
variaciés hatteréiil a kiegészité virtualis munka elv altalanositott alakja, illetve a Fraeijs de
Veubeke-féle variacids elv szolgalt, amelyeknek alapvaltozoi (fliggetleniil varidlhaté mez6i)
az 1. Piola-Kirchhoff fesziiltségi tenzor és az alakvaltozasi gradiens polaris felbontasaban
megjelen6 ortogonalis forgastenzor.

Az emlitett kétdimenzios héjelmélet felépitésének egyik legfontosabb alaplépése az 1. Pio-
la-Kirchhoff fesziiltségi tenzorra vonatkozd egyensilyi egyenletek a priori kielégitése, tet-
szOleges héjgeometria esetén. Kimutattam, hogy ennek megvaldsitasahoz a tenzorialis
egyensulyi egyenlet vektoridlis alakjara célszerii attérni, amelynek az az elénye, hogy ebben
a fesziiltségi koordinatakra vonatkozo kovarians derivaltak helyett a fesziiltségvektorokra
vonatkozo6 parcialis derivaltak jelennek meg.

Az 1. Piola-Kirchhoff fesziiltségvektorokra vonatkozé transzlacios egyensulyi egyenletek
felirasa utan eléallitottam a héj kozépfeliileti normalisa mentén mért ivkoordinata sze-
rint sorbafejtett fesziiltségvektorok egyensiilyi egyiitthatoit. A fesziiltségvektorok, majd az
I. Piola-Kirchhoff fesziiltségek egyensiilyi egyiitthatoit altalanos héjgeometria esetén, két
elsorendii fesziiltségfiiggvény-vektor alkalmazasaval szarmaztattam. A sorbafejtett I. Piola-
Kirchhoff fesziiltségek egyenstlyi egyiitthatoit a héj palastperemein eldirt tetszoleges pe-
remfeltételek esetére, majd kizardlag fesziiltségi peremfeltételi eliras esetén is megadtam.
A héjmodell kétdimenziés Euler-Lagrange egyenleteit és természetes peremfeltételeit az al-
talanositott kiegészito virtualis munka elv nemlinedris alakjabdl kiindulva szarmaztattam,
amelyek

e az elsérendii kompatibilitasi egyenletekbdl és a Cauchy fesziiltségi tenzor szimmetri-
ajat kifejezé (forgasi) egyensilyi egyenletekb6l, valamint

e az elsérendii kompatibilitasi-, alakvaltozasi és illesztési peremfeltételekbdl

allnak. Ezeket az egyenleteket és peremfeltételeket az elmozduldasmezo gradiensének a héj
vastagsaga menti integralasaval képzett ereddire, valamint a Cauchy fesziiltségi tenzorral
képzett fesziiltségi eredokre vezettem le a héj kozépfeliiletéhez kotott konvektiv koordidta-
rendszerben.

A kidolgozott altalanos, nemlinearis, egyensulyi fesziiltségmezon és forgasmezon alapuld
héjelmélet, illetve héjmodell egyik fontos tulajdonsaga, hogy annak felépitése soran nem
keriiltek alkalmazasra a klasszikus héjelméletek alapjaul szolgald kinematikai és fesziiltségi
hipotézisek, igy a haromdimenziés anyagegyenletek modositasok nélkiil alkalmazhatdk. A
vizsgalatok soran kimutatasra keriilt tovabba a kidolgozott héjmodell egyensilyi fesziilt-
ségmezojét eloallitd elsorendii fesziiltségfiiggvények és a — nem szimmetrikus — fesziiltségi
eredok és eroparok egyensilyat biztosito fesziiltségfiiggvények kozotti kapesolat is.

A kutatéasi feladat kovetkez6 1épéseként az el6zoekben ismertetett altalanos nemlinearis
héjelméletbdl kiindulva egy fesziiltségmezdn és forgasmezon alapulé nemlinearis lemezmo-



dellt szarmaztattam, majd egy 1j hp-verzidés lemezelem-modellt dolgoztam ki linearisan
rugalmas lemezfeladatok numerikus megoldasahoz. A munka soran

e elvégeztem a héjfeladatok megoldasanak alapjaul szolgald varidcios elv nemlinearis
alakjanak, illetve a lemezmodell egyenleteinek konzisztens linearizaldsat;

e a kidolgozott lemezmodell ismeretlenjeinek szamat a transzverzalis nyiréfesziiltségek
szimmetridgjanak — integral-atlagban torténd — a priori kielégitésével csokkentettem,
igy a végeselem-modell két elsorendii fesziiltségfiiggvény-vektor és egy szogelfordulas-
vektor Osszesen hét skalaris koordinatajanak kozvetlen approximacidjan alapul;

e olyan numerikus algoritmusokat és iteraciés eljarast dolgoztam ki, amelyek alapjan
geometriailag nemlinedris lemezfeladatok is megoldhatok (fesziiltségmezon és forgas-
mezén alapuld végeselmes approximacioval);

e az egyensulyi fesziiltségmezot eloallitéd elsorendii fesziiltségfiiggvények és a forgdsmezo
kozvetlen approximaciéjan alapulé — tobbféle stabil approximacios térrel is dolgozni
képes — 1j h- és p-verzios végeselemeket dolgoztam ki;

e kifejlesztettem egy 1j végeselem-programot, amely jelenlegi forméjaban egy tobb ezer
program-sorbdl &ll6, C/C++ programozasi nyelven megirt kutatoi kod;

e clvégeztem az elkészitett szamitdgépi program tesztelését, amely magaban foglalja a
numerikus megoldasok eloallitasat, kiértékelését és azok Gsszevetését a szakirodalom-
ban kozolt megoldasokkal, illetve a jelenleg ismert modellek és elemek alkalmazasaval
kapott eredményekkel.

Meg kell emliteni, hogy a kutatasi program végrehajtisa soran a fent emlitett progra-
mozasi és tesztelési munka bizonyult a legidéigényesebb feladatnak valamennyi sikeresen
végrehajtott feladat koziil. A megirt programnak ugyanakkor a gyakorlati alkalmazasok
szempontjabol, illetve az eredmények hasznosithatdsaga szempontjabol alapveto jelentosége
van.

A kidolgozott lemezmodell és a kifejlesztett hp-verzids lemezelemmel kapcsolatos — a
célkitiizésekben is megfogalmazott — elvarasokat az elvégzett numerikus szamitasok és
az Osszevetések a legmesszebbmendkig igazoltdk. Numerikus tuton igazoltam, hogy a le-
mezmodell aszimptotikusan korrekt, modellezési hibaja lényegesen jobb, mint a klasszikus
Kirchhoff- és Reissner-Mindlin lemezmodelleké. A hp-verzids lemezelem rendkiviil vékony
lemezek esetén is numerikus konvergencia és bemerevedési problémék (shear locking és
incompressibility locking) nélkiili, megbizhatd, nagy pontossagu fesziiltségeket eredményez
olyan esetekben is, amikor az elmozduldsmezdre épiilé hp-verzids modellek eredményei meg-
bizhatatlanok vagy értékelhetetlenek. Kimutattam, hogy a kifejlesztett h-, illetve p-tipusi
elemekkel kapott numerikus megoldasok konvergencia sebessége fiiggetlen a lemez vastag-
sdgatdl/vékonysagatol (angol szakkifejezéssel élve az elem locking-free), és lényegesen jobb
eredményeket ad, mint az elmozdulasmezore épiilo akar h-, akar p-verzids elemek.



Az eredmények hasznositasanak lehetdségei

A kifejlesztett héj-, illetve lemezmodell, valamint az 1j hp-verzids végeselem-modellek és a
kapcsol6dé végeselem-program lemezfeladatok (egyben membran-, illetve sikrugalmasség-
tani feladatok) hatékony, numerikus konvergencia problémak nélkiili végeselemes megoldéa-
sara alkalmazhaték. A fesziiltségmezo és a forgasmezo kozvetlen approximaciéjan alapuld
elem-modellek a hagyoméanyos, elmozdulasmezon alapuld végeselem-modellekkel szembeni
elényei elsésorban vékony lemezek és/vagy Osszenyomhatatlan anyagu testek szamitdsé-
nal jelentkeznek. Ezen elonyck koziil elso helyen a mérnoki alkalmazasok szempontjabol
kiemelked6 fontossdgu fesziiltségmezd megbizhatd és pontos kiszamithatésaga emlitendd
meg. A nemlinedris alkalmazdsok szempontjabdl 1ényeges kiemelni, hogy a kidolgozott
hp-verziés végeselem-modellek nemcsak p-, hanem h-tipust approximacio esetén is mente-
sek az elmozduldsmezén alapulé modelleknél tapasztalhaté numerikus konvergencia (angol
nevén numerical locking) probléméktol.

Osszegzés

Az OTKA altal tamogatott, T34358 szamon nyilvantartartott kutatdsi program végre-
hajtasa soran — témavezetoként és egyediili résztvevoként — elért eredményeim egy ré-
szét eddig harom, nemzetkozi szinten is rangosnak tekintheto konferencia proceedings-ben
[7][10][12], két angol nyelvii, referdlt folydiratcikkben [8][16], két, kizérdlag specialistak —
egyben meghivott eléaddk — szdmdara rendezett workshop-on [6][15], tovabba hdrom angol
nyelvii ([1][3][13]) és 6t magyar nyelvi ([2][4][5][11][14]) konferencia el6adds/szakmai elé-
adas keretében publikaltam, illetve ismertettem. Ezeken kiviil, részben a korabbi, OTKA
altal is tdmogatott kutatomunkam, részben az itt elért eredményeim alapjan 2003-ban
MTA Doktori értekezést készitettem [9], amelyet 2004. novemberében sikeresen megvéd-
tem.
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