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A klasszikus, elmozdulásmezőre és a virtuális munka elvre épülő végeselem-modellekkel
szembeni egyik legnagyobb kih́ıvást azok a numerikus konvergencia problémák jelentik,
amelyek az angol nyelvű – ezen a területen is óriási méretű – szakirodalomban numerical
locking néven ismertek (magyarul a jelenség lényegét a numerikus bemerevedés fejezi ki
találóan). Ez a jelenség elsősorban az alacsonyrendű approximációt és elemsűŕıtést alkal-
mazó ún. h-verziós végeselem-módszerre jellemző olyan kicsiny paramétert tartalmazó –
ún. szingulárisan perturbált differenciálegyenletekkel léırható – problémák megoldásánál,
amikor a paraméter értéke zérushoz tart. Megnyilvánulásának lényege, hogy a numeri-
kus megoldás hibája a szabadságfok (elemszám) növelésével nem, vagy alig csökkenthető,
súlyosabb esetben a hiba akár növekedhet is. A problémák jelentős része elkerülhető a rög-
źıtett méretű elemeken alkalmazott polinomok fokszámának növelésével, az ún. p-verziós
végeselem-módszer alkalmazásával.

A kutatási feladat célkitűzéseit leginkább az a – szakirodalomban 1998-ban közzétett,
matematikailag is bizonýıtott – felismerés mot́ıválta, mely szerint bizonyos héjfeladatok
esetén az elmozdulásmezőre épülő p-verziós elemek sem mentesek a numerical locking nevű
jelenségtől, vagyis ilyen esetekben sem a h-, sem a p-verziós héjelemek nem tudnak megfelelő
konvergenciájú megoldást adni a mérnöki alkalmazások szempontjából elsőrendű fontosságú
feszültségmezőre nézve.

Az emĺıtett numerikus konvergencia problémák a többmezős – az angol szakirodalomban
multi-field, illetve mixed-hybrid néven emlegetett – variációs elvek és a hozzájuk kapcso-
lódó h- és p-verziós végeselem-modellek alkalmazásával kerülhetők el – jelenlegi ismereteink
szerint – a leghatékonyabban. Ezt a felismerést a témavezető által összenyomhatatlan anya-
gokra korábban kidolgozott, feszültségmezőre és forgásmezőre épülő hp-verziós végeselem-
modellek teljes mértékben alátámasztották. Az ilyen t́ıpusú hp-verziós elemekre vonatkozó
igényt jelzik, többek között, az ebben a témában (is) nagy erővel folyó nemzetközi – alkal-
mazott matematikai és mechanikai – kutatások.

A kutatási feladat egyik legfontosabb célkitűzése egy új, feszültségmezővel és forgás-
mezővel feléṕıtett, az általánośıtott kiegésźıtő virtuális munka elvén, mint variációs elven
alapuló, dimenzió szerint redukált nemlineáris héjelmélet kidolgozása volt. A tervezett ku-
tatási feladat további céljai között szerepelt egy olyan új, feszültségmezőre és forgásmezőre
épülő hp-verziós végeselem-modell kidolgozása lemezfeladatokra, mely a lemez vastagsá-
gától/vékonyságától függetlenül numerikus bemerevedési problémák (numerical locking)
nélküli megoldásokat ad. Az ilyen modell egyben lehetővé teszi a feszültségmező megb́ız-
ható, nagy pontossságú számı́tását (is), mind h-, mind p-t́ıpusú approximáció esetén.
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A kutatási eredmények részletezése

A kutatási feladat célkitűzéseinek megfelelően elsőként egy feszültségmezőn és forgásmezőn
alapuló általános, nemlineáris héjelméletet dolgoztam ki. A dimenzió szerinti redukálás
variációs hátteréül a kiegésźıtő virtuális munka elv általánośıtott alakja, illetve a Fraeijs de
Veubeke-féle variációs elv szolgált, amelyeknek alapváltozói (függetlenül variálható mezői)
az I. Piola-Kirchhoff feszültségi tenzor és az alakváltozási gradiens poláris felbontásában
megjelenő ortogonális forgástenzor.

Az emĺıtett kétdimenziós héjelmélet feléṕıtésének egyik legfontosabb alaplépése az I. Pio-
la-Kirchhoff feszültségi tenzorra vonatkozó egyensúlyi egyenletek a priori kieléǵıtése, tet-
szőleges héjgeometria esetén. Kimutattam, hogy ennek megvalóśıtásához a tenzoriális
egyensúlyi egyenlet vektoriális alakjára célszerű áttérni, amelynek az az előnye, hogy ebben
a feszültségi koordinátákra vonatkozó kovariáns deriváltak helyett a feszültségvektorokra
vonatkozó parciális deriváltak jelennek meg.

Az I. Piola-Kirchhoff feszültségvektorokra vonatkozó transzlációs egyensúlyi egyenletek
feĺırása után előálĺıtottam a héj középfelületi normálisa mentén mért ı́vkoordináta sze-
rint sorbafejtett feszültségvektorok egyensúlyi együtthatóit. A feszültségvektorok, majd az
I. Piola-Kirchhoff feszültségek egyensúlyi együtthatóit általános héjgeometria esetén, két
elsőrendű feszültségfüggvény-vektor alkalmazásával származtattam. A sorbafejtett I. Piola-
Kirchhoff feszültségek egyensúlyi együtthatóit a héj palástperemein elő́ırt tetszőleges pe-
remfeltételek esetére, majd kizárólag feszültségi peremfeltételi elő́ırás esetén is megadtam.
A héjmodell kétdimenziós Euler-Lagrange egyenleteit és természetes peremfeltételeit az ál-
talánośıtott kiegésźıtő virtuális munka elv nemlineáris alakjából kiindulva származtattam,
amelyek

• az elsőrendű kompatibilitási egyenletekből és a Cauchy feszültségi tenzor szimmetri-
áját kifejező (forgási) egyensúlyi egyenletekből, valamint

• az elsőrendű kompatibilitási-, alakváltozási és illesztési peremfeltételekből

állnak. Ezeket az egyenleteket és peremfeltételeket az elmozdulásmező gradiensének a héj
vastagsága menti integrálásával képzett eredőire, valamint a Cauchy feszültségi tenzorral
képzett feszültségi eredőkre vezettem le a héj középfelületéhez kötött konvekt́ıv koordiáta-
rendszerben.

A kidolgozott általános, nemlineáris, egyensúlyi feszültségmezőn és forgásmezőn alapuló
héjelmélet, illetve héjmodell egyik fontos tulajdonsága, hogy annak feléṕıtése során nem
kerültek alkalmazásra a klasszikus héjelméletek alapjául szolgáló kinematikai és feszültségi
hipotézisek, ı́gy a háromdimenziós anyagegyenletek módośıtások nélkül alkalmazhatók. A
vizsgálatok során kimutatásra került továbbá a kidolgozott héjmodell egyensúlyi feszült-
ségmezőjét előálĺıtó elsőrendű feszültségfüggvények és a – nem szimmetrikus – feszültségi
eredők és erőpárok egyensúlyát biztośıtó feszültségfüggvények közötti kapcsolat is.

A kutatási feladat következő lépéseként az előzőekben ismertetett általános nemlineáris
héjelméletből kiindulva egy feszültségmezőn és forgásmezőn alapuló nemlineáris lemezmo-
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dellt származtattam, majd egy új hp-verziós lemezelem-modellt dolgoztam ki lineárisan
rugalmas lemezfeladatok numerikus megoldásához. A munka során

• elvégeztem a héjfeladatok megoldásának alapjául szolgáló variációs elv nemlineáris
alakjának, illetve a lemezmodell egyenleteinek konzisztens linearizálását;

• a kidolgozott lemezmodell ismeretlenjeinek számát a transzverzális nýırófeszültségek
szimmetriájának – integrál-átlagban történő – a priori kieléǵıtésével csökkentettem,
ı́gy a végeselem-modell két elsőrendű feszültségfüggvény-vektor és egy szögelfordulás-
vektor összesen hét skaláris koordinátájának közvetlen approximációján alapul;

• olyan numerikus algoritmusokat és iterációs eljárást dolgoztam ki, amelyek alapján
geometriailag nemlineáris lemezfeladatok is megoldhatók (feszültségmezőn és forgás-
mezőn alapuló végeselmes approximációval);

• az egyensúlyi feszültségmezőt előálĺıtó elsőrendű feszültségfüggvények és a forgásmező
közvetlen approximációján alapuló – többféle stabil approximációs térrel is dolgozni
képes – új h- és p-verziós végeselemeket dolgoztam ki;

• kifejlesztettem egy új végeselem-programot, amely jelenlegi formájában egy több ezer
program-sorból álló, C/C++ programozási nyelven meǵırt kutatói kód;

• elvégeztem az elkésźıtett számı́tógépi program tesztelését, amely magában foglalja a
numerikus megoldások előálĺıtását, kiértékelését és azok összevetését a szakirodalom-
ban közölt megoldásokkal, illetve a jelenleg ismert modellek és elemek alkalmazásával
kapott eredményekkel.

Meg kell emĺıteni, hogy a kutatási program végrehajtása során a fent emĺıtett progra-
mozási és tesztelési munka bizonyult a legidőigényesebb feladatnak valamennyi sikeresen
végrehajtott feladat közül. A meǵırt programnak ugyanakkor a gyakorlati alkalmazások
szempontjából, illetve az eredmények hasznośıthatósága szempontjából alapvető jelentősége
van.

A kidolgozott lemezmodell és a kifejlesztett hp-verziós lemezelemmel kapcsolatos – a
célkitűzésekben is megfogalmazott – elvárásokat az elvégzett numerikus számı́tások és
az összevetések a legmesszebbmenőkig igazolták. Numerikus úton igazoltam, hogy a le-
mezmodell aszimptotikusan korrekt, modellezési hibája lényegesen jobb, mint a klasszikus
Kirchhoff- és Reissner-Mindlin lemezmodelleké. A hp-verziós lemezelem rendḱıvül vékony
lemezek esetén is numerikus konvergencia és bemerevedési problémák (shear locking és
incompressibility locking) nélküli, megb́ızható, nagy pontosságú feszültségeket eredményez
olyan esetekben is, amikor az elmozdulásmezőre épülő hp-verziós modellek eredményei meg-
b́ızhatatlanok vagy értékelhetetlenek. Kimutattam, hogy a kifejlesztett h-, illetve p-t́ıpusú
elemekkel kapott numerikus megoldások konvergencia sebessége független a lemez vastag-
ságától/vékonyságától (angol szakkifejezéssel élve az elem locking-free), és lényegesen jobb
eredményeket ad, mint az elmozdulásmezőre épülő akár h-, akár p-verziós elemek.
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Az eredmények hasznośıtásának lehetőségei

A kifejlesztett héj-, illetve lemezmodell, valamint az új hp-verziós végeselem-modellek és a
kapcsolódó végeselem-program lemezfeladatok (egyben membrán-, illetve śıkrugalmasság-
tani feladatok) hatékony, numerikus konvergencia problémák nélküli végeselemes megoldá-
sára alkalmazhatók. A feszültségmező és a forgásmező közvetlen approximációján alapuló
elem-modellek a hagyományos, elmozdulásmezőn alapuló végeselem-modellekkel szembeni
előnyei elsősorban vékony lemezek és/vagy összenyomhatatlan anyagú testek számı́tásá-
nál jelentkeznek. Ezen előnyök közül első helyen a mérnöki alkalmazások szempontjából
kiemelkedő fontosságú feszültségmező megb́ızható és pontos kiszámı́thatósága emĺıtendő
meg. A nemlineáris alkalmazások szempontjából lényeges kiemelni, hogy a kidolgozott
hp-verziós végeselem-modellek nemcsak p-, hanem h-t́ıpusú approximáció esetén is mente-
sek az elmozdulásmezőn alapuló modelleknél tapasztalható numerikus konvergencia (angol
nevén numerical locking) problémáktól.

Összegzés

Az OTKA által támogatott, T34358 számon nyilvántartartott kutatási program végre-
hajtása során – témavezetőként és egyedüli résztvevőként – elért eredményeim egy ré-
szét eddig három, nemzetközi szinten is rangosnak tekinthető konferencia proceedings-ben
[7][10][12], két angol nyelvű, referált folyóiratcikkben [8][16], két, kizárólag specialisták –
egyben megh́ıvott előadók – számára rendezett workshop-on [6][15], továbbá három angol
nyelvű ([1][3][13]) és öt magyar nyelvű ([2][4][5][11][14]) konferencia előadás/szakmai elő-
adás keretében publikáltam, illetve ismertettem. Ezeken ḱıvül, részben a korábbi, OTKA
által is támogatott kutatómunkám, részben az itt elért eredményeim alapján 2003-ban
MTA Doktori értekezést késźıtettem [9], amelyet 2004. novemberében sikeresen megvéd-
tem.

Publikációk jegyzéke (OTKA T34358)
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