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Ebben az irdsban a viszkoelasztikus anyagok mozgasgradiensbedreré@ien nemlokalis
anyagtorvényeire vonatkozé termodinamikai kovetelményeket Midsgul u-eljaras alkalma-
zasaval megmutatjuk, hogy a termodinamikai feltételekkel kompatibilis egy ahyagtorveny,
amely tartalmazza a mozgasgradiens harmadik és a fesziiltség masddikvdtjat. Végul izot-
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1. BEVEZETES

A termodinamikai kévetelmények a kontinuummechanika remedlméletében alap-
vethek. ACLAausius—DUHEM-egyenbtlenség, a nemnegativ entropiaprodukcié klasszikus
formaja [1, 2] példaul kizarja a feszultség mozgasgradiérdgerivéltjatol valo fliggéset,
azaz, aRUESDELL ésNoLL altal bevezetett terminolégiaval, az egynél magasabbifiokU
galmassagtant és képlékenységtantGHERTIN hires eredménye 196%H3]. Ha csupan
mechanikai oldalrél nézziik, akkor ez a megszoritds nem igéthed, foleg ha a ter-
modinamikai feltételeknek érvényességét kezdjiik fesnedeppen ezért tobb kisérlet is
tortént ennek az eredménynek a meghaladasara [4, 5]0\&&gsn ennek kovetkeztében,
a termodinamikai tiltas megkerulésére, a magasabb fokdlmagsagtani €s képlékeny-
ségi elméletek fellazulnak és Uj fogalmakat kénytelenelebetni, azért, hogy megért-
sék bizonyos tapasztalati iton javasolt anyagtorvényekes hasznalhatdsaganak okait
[6, 7].

Ebben az irasban megmutatjuk, hoggw@rTin altal hasznalt és széles korben elfoga-
dott feltételek megfelél altalanositasaval a véges deforméacios magasabbfoklimaga
sagtan és viszkoelaszticitas nem mond ellent a masotbkeinek. Matematikai modsze-

rekkel megadunk egy olyan fesziltség-alakvaltozas adyagtyt, amely kompatibilis a
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szigoru termodinamikai kdvetelményekkel. Médszertunkohéiényeges ponton altala-
nositja aGurTIN altal elfogadott klasszikus keretfeltevéseket:

— az entropia aramsirlségét konstitutiv, meghatardeangagfiiggvénynek tekint-
juk,
— az alapvaltozok egynél magasabb rendl térderivalgeitlimazé konstitutiv alla-

potterekben a mérlegek és egyéb kinematikai kényszerekegse tovabbi kény-
szereket jelent az entrépiaprodukcio egptienségéhez,

— az anyagi objektivitasloLL-féle megfogalmazasanak altalanositasa feleteszi
a konstitutiv allapottér valtozéinak rugalmasabb megztsat.

Az entropia aramsirlsés aGisBs—DUHEM-egyenbtlenség, azaz az entropiamérleg
klasszikus formaja meghatarozott formaban posztulalja:

J' :=q"/T. Q)

Azaz az entropiaJi konduktiv arams(ir(iségét megkapjuk, ha a beisergiaq’
konduktiv dramsUriiségét, @dramot elosztjuk & hdmérséklettel [1]. Ez a feltevés
azonban éltalaban nem igaz, példaul keverékeknél az émtédpmsirlisége tartalmaz-
za a diffuzios aramsuriiségeket is, ezért az entrépiasirdieéget célszerlibb nendel
re definialni, hanem meghatarozando anyagfiiggvénynektézki Ez aGiBBS—DUHEM-
egyenbtlenségnco MULLERtOl szarmazé fontos 4ltalanositasa [8]. Bebizonyithatéyhog
elsdrendlien gyengén nemlokalis termodinamikai elméletefuaglyis amikor a konstitu-
tiv allapottér csak efaend térderivaltjait tartalmazza az alapvaltozokné&ha minden
fejlodési egyenletiink mérleg form4ju, akkor a termodinamikaodi&Sotétele miatt az
entrépia arama a kovetk@formaju lesz

Itt a4 az A-adik fajlagos extenziv termodinamikai mennyisggennek konduktiv aram-
slrliséges a fajlagos entropiay pedig az extenziv termodinamikai mennyiségek, illetve
a rajuk vonatkozo meérlegeknek a szama. Tehat a fenti fidtdtel meghatarozott irre-
verzibilis termodinamikaban az entrOpiaaramot az extehzkonduktiv aramainak és
a megfeleb inteziv mennyiségeknek a szorzattsszegeként kapjuld[Bnti formabdl
tiszta lovezetés, vagy keverékek esetén az entropiaaram szokases &dodnak. Példa-
ul elbrendlien gyengén nemlokalis termorugalmassagtan $fipexsétére visszakapjuk
(1)-et [10]. Ez értheivé teszi, hogy a mechanik&n belll miért tartja magéat azetirdd-
finicié, habar a konstitutiv entrépiaaram széleskor(itagabott és hasznalt éttsokkal

altalanosabbanis [11, 12, 2].
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A mésodik Htétel kbvetelményeit aiu-eljaras segitségével fogjuk érvényesiteni. Ez
a modszeFARKAS GYuLA egyenbtlenségi tételein alapul és az entrépiamérleg egyen-
|6tlenségéhez a tovabbi kinematikai kdvetelmények és gekldifferencialegyenleteit
szorzo faktorok, ugynevezettaGRANGE—FARKAS-multiplikatorok segitségével csatolja
[13]. Alkalmazasa gyengén nemlokélis allapotterek esetédbbi korultekintést igényel,
mert ekkor a kényszerek derivaltjai is tovabbi kényszdrghtenthetnek [14]. Ez a leglé-
nyegesebb pont, ami elkerilBarTiN figyelmét [3]. A modszer altalanos, a nemegyensu-
lyi termodinamika alkalmazhatdsagat jelésen kiterjeszti és a masodiatétel szerepé-
nek feltarasaval a fizika kulonféle terlletein mar eddig#énsos megleperedményre ve-
zetett. llyenek példaul a nemlokalivezetés Guyer-Krumhansl-egyenletének szarmaz-
tatasa és altalanositasa [15, 16], sirlségben masoidigkdéekok esetén a Schrédinger-
Madelung-egyenlet levezetése [17], a kétfazisu fazisadp(pl. szemcsés) anyagokban
a nyiro instabilitasok megjelenésének felderitése [1Be4 @ belé valtozdkra vonatkoz6
dinamikai egyenletek altalanos szerkezetének levezf6s21l, 22].

A tovabbi kényszerek — tovabliaAGRANGE-FARKAS-Szorzokkal — viszont az ere-
deti kényszer nélkili esethez képest altalanosabb kotistégyenletekre vezetnek [23].
Végd soron ennek a kovetkezménye itt kovetkdéa eredménylink, azaz hogy a feszlilt-
ség fugghet a mozgasgradiens térderivaltjaitol. Ehhez smikséges éte bevezetniink
sem magasabbrend( (hiper)fesziiltségeket, sem mas tdizdkdi fogalmakat, 6t a vé-
gén latni fogjuk, eredményeink egy része visszaadja a rabbasnd fesziltségek segit-
ségével kapott 6sszefliggéseket.

A gyengén nemlokalis rugalmassagtanban a nemlokalités TodUESDELL €SNOLL
eredeti definicidja szerint ([1], 63.0.) a feszliltségreatkoz6 anyagfliiggvényben megje-
lend legmagasabb rend(l mozgasfiiggvény térderivaltnak geréiathrozza meg. Ebben
az irdsban egyik alapvaltozonak a mozgasgradienst fogkikteni, €és a mozgasgradi-
ensben maximum masodik térderivaltakat tartalmazhatnakgagfliggvények. Tehéat az
elmélet harmadfokU, de mozgasgradiensben masodrengéagén nemlokalis.

Megmutatjuk, hogy a termodinamikailag megengedett kdptttonem anyagfiigg-
vények jelentik, hanem altalanosabban, differencialetptekkel meghatarozott anyag-
torvények, amiknek két tulajdonsagéat emeljik ki:

— tartalmazzak a mozgasgradiens masodik derivaltjaitkah&zonban, hogy ehhez
szukség lenne a hiperfesziiltségre fuggetlen fizikai fogként,

— mar a nemdisszipativ feszliltség-mozgasgradiens amyagtiden is megjelenik a
fesziltségnasodik térderivaltjad IFanTIs ad hoc javaslatdhoz hasonloan (lasd [24]
és a hivatkozasokat benne).

Az anyagflggvényt altalanosito differenciadlegyenletkbziszerepének szemlélteté-
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séhez levezetjik a longitudinalis sikhullamokra vonatkdiszperziés relaciot.

2. KONTINUUMOK A PIOLA-KIRCHHOFFRENDSZERBEN

A tovabbiakban minden fizikai mennyiségiink anyagi menmyedit a referencia-
konfiguracion értelmezunk, illetve a szamitasokat anyaylegekre alpozzuk. Ezt konti-
nuumok leirdsanaRioLA—-KIRcHHOFFrendszere, korabban részletesen targyaltuk ([25],
20-30 oldal). Azonban az &0 targyalashoz képest indexes jelélésmddot vezetiink be
a magasabb mint masodrendd tenzorok miatt. A szubsztend@livaltat tovabbra is
ponttal jeloljik, de az anyagi térderivaltat-vel, aholi € {1,2,3} (ennek jeleVg volt
[25]-ben), a magasabb derivaltakat ismételt indexekké&} = 0,;. Ha egy kezdett,
idépontbank’ helyen talalhaté pont idépontbeli helyéty'(R’,t) mozgasfiggvénnyel
adjuk meg, akkor ennek anyagi térderivaltjaként kapquF;\é:_t 0;x" mozgasgradienst
(ennek jeleH volt [25]-ben). A kontravarians komponenseket fela kovarians kompo-
nenseket alsé indexekkel, a kontrakciot pedig azonos adél® indexek jeldljuk az
EinsTEIN-féle Osszegzési szabaly szerint. Az indexekre batranajbatlink Gagy, mint
amik DescArTEskoordinatarendszerbeli vektor komponenseket jeldlmek megjegy-
zend, hogy etbl altalanosabban a tenzori mennyiségek tipusara és a thékd ma-
veletekre utalnak kényelmes jeldlésként, azaz a koor@ndatol figgetlen, "absztrakt in-
dexként’ is értelmezhéek [26].

A kinematikai megfontoldsokban, azaz, a mechanikai elvadépvaltozénak kije-
l6lésekor egy kontinuumelméletben figyelembe kell venniikdi torvények és anyag-
torvények fliggetlenségét a vonatkoztatasi rend8izeazaz azobjektivitaskdvetelmé-
nyét. A hagyoméanyos elképzelés szerint a dkexrisszahlzésa a térbeli helyZdta
referencia-konfiguréciora biztositja a targyalas obyéiésat, amennyiben a konstitutiv
allapotteret is objektiv fUggvények feszitik ki, azaz ayaayfliggvények objektiv mennyi-
ségekbl fuggenek. Az objektivitadNoLL altal megadott matematikai megfogalmaza-
sanak, azaz az objektiv mennyiségek szokasos meghat@makaselyessége azonban
kérdéses [27, 28, 29]. Ezért egy pontos téridgalmakon alapul6 altalanositaséat java-
soltunk, amelynek alapja egy négydimenzidos fogalmakreettpiemrelativisztikus tér-
id6 targyalas [30, 31, 32]. Ebben a munkaban nem hasznéljukriéken javaslatnak
a teljes altaldnossagat, inkabb egy egyszerlibb megaldistztunk és a négydimenzi-
0s targyalas helyett csak a kdvetkezményeit alkalmazzukdéhekebtt kényelmes a
referencia-konfiguracion, az URioLA—KIRCHHOFFrendszerben dolgoznunk, az dsszes
mennyiséget és a mérlegeket is ott értelmezve ([6, 33] hdaorjarnak el). Az el§
PioLA—KIRCHHOFFfeszllltséget kontravarians tenzornak fogjuk jelélniogih az ebbb
mar emlitettik, ha a konstitutiv fliggvények valtozoimab L-objekiv fizikai mennyisé-
geket tekintenénk (pl. a jobbaucHy-GrReen-deformacioét), akkor ezzel az anyagi objek-
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tivitas szokott kovetelményeit ki tudnank elégiteni. Atfemlitett altalanosabb objektivi-
tas azonban megengedi, hogy a sebességet és a mozgasiliadidonstitutiv allapottér
elemeinek tekintsik. Ugyanis a sebesség és a mozgasgagjgiittesen egyetlen fizikai
mennyiséget, egy objektiv vegyes négyestenzor részeijaitk[32]. Ezen kivil a teljes
energiat fogjuk még a valtozéként bevezetni.

A harmadfoku rugalmassagtanra vonatkoz6 termodinaméteitélek targyalasahoz
a konstitutiv allapotteretehat a kovetkez referencia fliggvények feszitik kv*, d;v°,
Djev’, i, Ok FY, O F e, 05e). It o' @ sebesség, aZ'; mozgasgradiens és afajlagos
teljes energia is anyagi fliggvények. A konstitutiv alla@oalapjan az elmélet masodren-
diGien gyengén nemlokalis a sebességben és a mozgasgradigselsrendiien gyengén
nemlokalis az energia tekintetében. A teljes energia petigtése alapvaltozoként egy-
részt kényelmes szamitasi szempontbdl, masrészt folt@srazik megmutatni, hogy
a bel$ energia bevezethiet targyalas végén. Latni fogjuk, hogy az energia- és impul-
zusmeérlegeket atfuttatvalau-eljarason, és a bdalsenergiat csak a szamitasaink végén
felhasznalva és a kapott anyagtérvényt a lokalis valtaSkecializalva, a végeredmeény
visszaadja az ismert fesziltség-deformacié anyagfliggkén. Vagyis mostani targyala-
sunk a lokalis esetben ekvivalens a Betmergiara alapozottal. &iye, hogy kiemeli a
szokasos targyalasmaod feltevéseit, raadasul altalab@sategszokottnal: sikerrel alkal-
maztuk relativisztikus folyadékokra, ahol a letnergia fogalmat tudtuk megsejteni vele
[34].

Ezek utan az entrépiamérleg egy&tiénségéhez 6t egydidéget vezetiink be kény-
szerfeltételként. Egyrészt a jol ismert kinematikai kotitphtasi feltételt a sebesség és a
mozgasgradiens kozott:

Fi— o' =07 ()

Masrészt az impulzusmérleget, azaz

pot’ — 0, T =0, (3)

oz

ahol py az anyagi sir(iség, €%’ az el PioLA—-KIRcHHOFFfeszUltség, amit tenzorként
vezetlink be. A teljes energia megmaradasat kifejeérleg

poé + 0iq’' = 0, 4)

ahol ¢’ a teljes energia arams(ir(isége. Ezenkivil, mivel a Koistiallapotteriink ma-
sodrendlien gyengén nemlokalis, ezért az (2) kinemathatio és a (3) impulzusmérleg
gradiense is kényszerek, mert ezek az egyenletek is a dnséllapottér elemei kdzotti
kapcsolatot irnak le [14, 35]:

8kF§ — 8kjvi = ;‘kv (5)
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Az energiamérleg gradiense nem ad tovabbi kényszerfieltétert a konstitutiv alla-
pottér az energiaban éiendiien gyengén nemlokalis. Az entrépia eg§tahség pedig
azt kdveteli meg, hogy

ahol s a fajlagos entrépia é$' a konduktiv arams{risége. A tovabbiakban azt keressiik,
hogy az egyeiditienség milyen feltételeket kdvetel medl'd, ¢¢, J¢ konstitutiv, anyagi
mennyiségeinkil, ha a fajlagos entropiat tekintjik az alapv&bnstitutiv mennyiségnek.
Fontos észrevennink, hogy az impulzusmérleg derivaltgrjkszti a folyamatiranyok
terét, amit eredetileg a konstitutiv allapottér valtoadkinérderivaltjai adtak meg.

Bevezetve a\’, \;, s, A7¥, \) LAGRANGE-FARKAS-szorzokat az (2)-(6) kényszerek-

) 7 ) 1

hez aLiu-eljarasnak a kovetkézegyenbtlenség szolgal kiindulépontul :

0 < pod + 030" — A (Fy = 90") = Ailpot’ — 0;T7) — w(poé + ') —
Ajk<asz — (9kjvi) — /\J(poﬁjvz + Gk]T““) =

o ag 90,50 +poa§ O +p°£m F +”Oa§Fz OF+
pg@aaleZ 8MFZ —l—pog e+poaaa 0,6+
gia + 8%5; v’ + %aﬁﬁvi + g]{" hF" + ag‘]l; O F'+
LIRS Lo LT
AQ@+%§¢+£§@WMHQZ%W+§;@P a?mww

g™ ;0 d¢’
aalszg L+ De 86+aa 8J 6)
oor . oort o1 ortt . oT" .
A (PO“ B0t Y T g Y T G —a—Fg.aij 90,7 i
orr™ o7 a:m
O Fe — =—0ie — ——0je | — AI(F
00uFs " 5 % o ajle) =)
. ., oTT . [ort or oT"*
A (poagv — W@ — 0jv"0s [ 5y } ERE askj — O V" 0, {38 } -
8Trl ; ; aTrl 8Trk ; ; 8Trk
mﬁslkjv — 8lkjv 88 {6@]@1} — 8F3 8sij — 6ij85 |:8—FZJ} —
aTrl ) ) 8Trl @Trm ) ) 8Trm
O F" — 0y, F0, | — Ogin Ft = O 0, | o | —
aakF;a”“ 3~ Owk50 [aakF;] aalkF;a w5 = Onan 50 {aalkF;]
T Tl o1 o1 N ,
5o Osie — Oie 0, [ - 1 o wiie = Ojie Os [aaeD — A5 (ORF" — 9y0"). (8)
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A Liu-egyenleteket a konstitutiv allapottérbe nem tartozé msalgiarend(i derivaltak
egyutthatéiként kapjuk. Az tderivaltat is tartalmaz6 egyutthatdk a kovetkeryenbt-
lenségeket eredményezik

y Js
i po ( - AZ) o, (10)
j
~ 0s
TOR - = 11
akjv aakjvz 07 ( )
y Os .
J
O F! - Os __ \ik) =g (13)
k? Vi . pO aak.FZ 1 9
J
. O0s
o = 14
. 0s
& po (% — )\) =0, (15)
. 0s
0;é P roe = 0. (16)

Ezért aL AGRANGE-FARKAS-SZOrzokat az entropia derivaltjai meghatarozzak, és ezen
kivil a fajlagos entrépia nem fligg a konstitutiv allapoltgmagasabb rend( derivaltjai-
tol: s = s(vi,ﬁjvi,Fé,ﬁsz-,e).

A legmagasabb rend térderivaltak egyutthatoiként addak@gyenletek a kdvetke-
z6ek:

; ds  OT*
a’rlkjv : aarvs aakjvl - 07 (17)
;. Os orem
a7“mlkF1j . 8&4}5 38%}73 - 07 (18)
ds 0T

&We (19)

DOvs e 0

Ezeknek az egyenleteknek az a megoldasa, hogy a feszlliséfijigg a konstitu-
tiv allapottér legmagasabb rend( derivaltjaitol, az&z = 7" (v', 0;0°, F';, O F%, e). It
fontos leszdgezniink, hogy nem torekszunk a (17)—(19) dgignlegaltalanosabb meg-
oldasara (ilyet példauliu csinalt egy egyszeriibb esetben [10]), csak meg szeretnénk
hatarozni egy megoldast, amely nem mond ellent a termodiaahkbvetelményeknek.
Valéjaban a fenti egyetibégek akkor is teljesiiinek, ha a szorz6tédytenzorok ortogo-
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nélisak. (17)-(19)-at a megmaradu-egyenletekre alkalmazva kapjuk, hogy

; oJ! ds OT*  9s 0¢
WiV 5 Hg ot T Go 900 D dou (20)

- aJm ds T  9ds Oq™
Opir F , () 21
WS B0wFT T 00,0 D0, F  De D0k D

0J7 ds OT™ 0s O¢’
L _ 00 _ 22
%€ Goe T o 9 dedve " (22)

Ezeknek megoldasa az entrépia aramsiiriségét a kobetkeaara redukalja:

- 0Os 0s (0T oT*r oT*r ,

f=—q' — 0; oo™ o F" K. 23
¢! " B0 ( e T 9aum U T BaEn m) N (23)

Iltt a K™ = K™(v',0;v", F', 0, F, e) extra entropiaaramra a jelélt valtozérendszer vo-

natkozik, nem a teljes konstitutiv allapottéren értelnttefiggvény. Végul a disszipacios

egyenbtlenséget megkapjuk, haLau-egyenleteket alkalmazzuk (8)-re:

0s Os g 0s 0s 0s
i T T 4 22
qaa +8Jal +88k O T —I—aF]@v +88 F’

ds (0TI oT*r oT*r
. - m " > 0.
0; |:aa o ( De 8]6+ " O™ + ——— EE) F" —— O F ):| >0 (24)

Op0" —

Ahhoz, hogy fenti egyedtlenséget megoldjuk, at kell alakitanunk az irreverzbil
termodinamikaban megszokottéearam formaba. Ehhez@zor is bevezetjik a béls
energiat egy olyan altalanositott alakban, ahol a mozgdsgns megvaltozasanak szintén
tehetetlenséget tulajdonitunk:

1 T
u-e—ﬁvvz—%(]m) ;F;Fg, (25)

és feltételezzilk, hogy az entrdpia a ldedénergian keresztil fligg a sebeséégs a se-

bességgradiertst
s(v', 90", F? ,OpF";e) = 3 (u,F?,@sz-,e) =
2
s(e—%—%(t F)* - Zu(E-F), F,VF,e). (26)

Ekkor a disszipacios egysditlenség egyes tagjai atrendediei:

0s 0s Os,
%8 T] = —ak (a—’U]T ]> + De T]a Vi, (27)
Os ; Os
W@kT"” = 86 (Oélalle 5] -+ aga] Tk) 8 U (28)
0s , ds ds
—— OV = ; — . 2
aakFga‘”“ O (68kF’ Osv ) O (aam ) O (29)
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Ezeknek a formuldknak a vizsgalata megmutatja, hogy aa extirépiaaram-sirliség
milyen valasztasa egyszerisiti a a disszipaciés egtlenséget megoldhaté forméaba.
Ezért azt feltételezzik, hogy

, 0s g 0s
i. iy .k
K' .= —ev]T ) ,;ajv .

Véglll, bevezetve adaram megszokott definiciéjaf’ := ¢' + v; 7%, az entropia
arams(rlisége a kdvetkelesz:
_ 0s Os oT*kr Os

l. orir Tt \ ‘
J' = %q + 000" ( De 3j€+ " OV +mﬁlka) +WF§8]‘U . (30)

A disszipéacids egyeitlenség pedig

. Os (0s_ . O0s Os ; ; Os
~ig i T - Tk §I v Tk — -1 > 0. 1
q 8zae+ajv (86 i +8sz e (alalk 0j + a0y z) akaakpzj) >0 (31)

Ekkor bevezetjiik @ termosztatikai Emérsékletet az entrépia derivaltjakéit=
= % = % €s a szabadenergiat:= u — 6s azért, hogy a fenti formula mechanikai részét
egyszerUsitsik. Raadasul, izoterm folyamatokra szanftkazaz feltéve, hogy @mér-

séklet homogén és allandg értékd, azt kapjuk, hogy

oY
OF",

J

foos = O (Tﬂ - — O T™67 — 0 T + 0, Oy ) : (32)

OO F;

Végul pedig még az; ésa, anyagi paraméterettis feltételezziik, hogy allanddak,
hogy az entropiaprodukcié mechanikai részét a ehegattekinthdibb formaba alakit-
suk:

VY . . )

oY o
(T—-%= -V : —-—))>o0.
v (12w (et 2 )20
Itt az indexek hasznalata nélkil megadott masodik sorbaon& jploli az indexek
0sszegzését, igy példaul a divergenciat. A fenti kifejezés zaréjelében lathat® ddét
tag jol ismert a klasszikus rugalmassagtanbdl [36]. (32)sdttagja a hiperfesziiltség
bevezetésével, a virtudlis teljesitmény modszeréveldd@piagra emlékeztet.

A nemdisszipativ esetben, amikor a fenti jobb oldali sztiaged, a termodinamikai
aram zérus, kapjuk a harmadfok] rugalmassag anyagtoryéayé a kdvetkea relaciot

.....

z0Ott
o oY
T-V-((V-T)l +a,VT) = IF \V4 IV (34)
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Ez nem a szokasos anyagi fliggvénykapcsolat, hanem a batégladik tagja miatt
ez eqgy differencialegyenlet, melynek szerkezete a fesziltlerivaltjainak megjelenése
miatt hasonlit a reolégi®oyNTING-THOMSON testének anyagegyenletéhez. A jobboldal
els) tagja a hagyomanyos nemlineéris rugalmassag, az utolgbpadig harmadrendi
hiperfesziiltség-tenzor segitségével posztulalt higatrmassag anyagfiiggvényének for-
majat mutatja.

3. EGYSZERJ HULLAMOK

Ebben a szakaszban kiszamoljuk az egydimenzids longétisimulldmokra vo-
natkozé diszperzids relaciot a kis deforméaciés kozeléasthogy a fenti fesziltség-
deformécio kapcsolat fizikai jelleg@irképet kapjunk.

Tegytk fel, hogy a szabadenergia kvadratikus és izotronansetrikus deformacio-
ban, amit a kovetkdképpen definidlunke! = 3 (F" + FI— 20%). Ez a kis deformacios
idealis rugalmassagtan anyagfiiggvényét adja. Tegylukvabba, hogy hasonldéan kvad-
ratikus és izotrop a szimmetrikus deformaciok gradiensébeEkkor a reprezentacios
tételeknek megfeléen a szabadenergia-fliggveny két tovabbi anyagi paramétet €s
ao-t tartalmaz [37]:

i i A i i, Wa o a2 o jo;
V(€ Opey) = E(Ei)Q + peses + 5(91‘6;(9 e+ E&-ei@ €. (35)

A feszilltség-deformacio relacio

TV — T 6 — a0, T = Neko) 4 2ue) — a1 (0Fe))) — az0f (€)). (36)

Vizsgaljuk a lehet legegyszeriibb egydimenzids esetet, a targyalasunleatiateén-
zoregyenlet egyetlen kompnensére korlatozva. Bevezéfve &' ésc = ¢!! jeltléseket,
€s0,-et vessavel jeldlve kapjuk, hogy

T —aT" = X\e —aé’.

ahola = ag + a9, A = A+ 21 €sa = a1 + az. Ez a differencidlegyenlet csatolodik az
impulzusmérleghez, ami esetiinkben

poé —T" = 0.

Allandé anyagi paraméterek esetén a diszperzios relaeldwan a kovetker:

s K2+ ak?)
W= ———C.
po(l“*Oék’Z)
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1. ABRA. A fazissebesség négyzete= (w(k)/k)?* a hullamszam fliggvényében. A pa-
raméterek értékeip = 1, A\ =1,a =1 ésa = 2.

Ez azw(k) diszperzios relacio a kis hullamhosszu és a nagy hullambdsstareset-
ben is véges hullamsebességre veliet; ., 2 = \/% éslimy,_.. 22 =\ /a/(apy),
ahogy azt az 1. abran szemléltettiik. Ez a viselkedés pédéetihs hullamegyenlet jel-
lemzbje [38]. Ketbs hullamegyenletet mikroszerkezeti megfontolasokkphk#unk, pél-
daul mikrodeformécio-elméletben, vagy dudlis Belaltozok segitségével [37, 21].

4. OSSZEFOGLALAS

Az el foku viszkoelaszticitas elméletének harmadfokig taftgpengén nemloka-
lis kiterjeszthehségét vizsgaltuk . Az entrépiadramot konstitutiv menmneé tekintve
a Liu-eljarast alkalmaztuk olyan médon, hogy a (2) kinematikdtétel és az impulzus-
mérleg gradiensét is, mint tovabbi kényszereket is fegyledenettiik a masodikstétel
egyenbtlenségéhez.

A szamitasokat ® oLA-KIRcHHOFFrendszerben, az anyagi objektivitisLL-féle
megfogalmazésanak altalanositasat felhasznalva végextéonstitutiv allapottérben
ezért a sebesség és és a mozgasgradiens alkotta témyestenzor komponenseit és
ezek el és masodik térderivaltjait, illetve a fajlagos teljesrgig és annak gradiensét
vezethettik be a meghatarozandé anyagfliggvényeink Géitiz

Nagyon fontos megjegyezniink, hogy konstitutiv allapottégasabb derivaltakkal

s

tortéro kiterjesztése nem fogja megvaltoztatni az entropiagroiduforméjat, ha egydttal
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a kényszerek tovabbi derivaltjait nem vezetjik be tovalgoijszerként. Ez a kiterjesztés
valojaban szikséges is legalabb egy tovabbi rend erej&g, kildnben a tisztan rugal-
mas eset anyagtérvénye sem értelmeazhaszen vegyik észre, hogy a fesziiltség példaul
nem fligghet a deformaciogradiens masodik derivaltjaggialabbis (18) altalunk alkal-
mazott megoldasa kizarja ezt. Eggyel magasabb rend bégezikkbnnyen megfontolha-
téan mar csak a harmadik derivalttdl valo flggést zarjazansitasaink az anyagtérvény
formajat tekintve lényegében trivialisan ugyanarra vegktviszont a formulak mérete és

sy s

az egyenletek szama is jelésen mega, illetve a szamitasok attekintidstge lecsokken.

A nemlokdlisan kiterjesztett allapottérrel megadtuka-egyenletek egy teljes meg-
oldasat és ezt felhasznalva az entropiaaramot és a disgrpggyertlenséget is. Az
extra entrépiafluxus célszerli megvalasztasaval illetk@aairatikus bel§ energia be-
vezetésével megoldhatova, azad-aram formajuva alakitottuk az entrépiaprodukciot.
Ebbdl megkaptuk a nem disszipativ, tisztan mechanikai esairatkozé fesziltség-
rugalmas tagon felll, raadasul a mozgasgradiens téritgneak divergenciajat tartalma-
z6 tagot is, amit altaldban a ké#t fesziltség (double stress), vagy hiperfesziltség-segit
ségével vezetnek le. A mi eljarasunk soran nem kellett ifpgalmakat bevezetnink.

Végul kiszamitottuk az egy dimenzioés hullamok diszperr@&aciojat, és megallapi-
tottuk, hogy ilyen diszperziés relacidkat az anyagok nekerkezetének figyelembe vé-
telével kapnak. A magasabbrend(i nemlokalis kontinuugigd¢dig pontosan az anyag
tiszta rugalmassagan tulmutatd, azaz a mikroszerkezdiesrtus és univerzalis médon
leképed konstitutiv relaciokat varunk [39].

Végezetll, ahogy mar a bevezetésben is emlitettik, (32)RHasonld fesziltség-
deformacd relaciot mar javasoltak [24]. Azonban ott ennekivacidja a fesziltség szin-
gularitasainak eltiintetése volt egyfajta ad hoc "reakditdo” forma bevezetéesével. Itt
most megmutattuk, hogy a gyengén nemlokalis termodinareikaélet megengedi ezt
a fajta kiterjesztést,& szamos tovabbi informéaciot is nyerhetiink. igy példawyl eari-
acios megfogalmazashol adodoval egyenértékll termésgetemfeltételeket kaphatunk
(az entropiaaram nulla legyen a peremen) vagy peldauklaingy a feszultségderivaltat
tartalmazo tagok a mozgéasgradiensre vonatkoz6 kinetilkugea-tagok kévetkezményei.
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