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Eloszo

A feladatgyljtemény a BME VIK mérnok-informatikus szakdnak Bevezetés a
Szamitaselméletbe 1 targydhoz késziilt, de hasznos lehet barkinek, aki beveze-
t6 szinten foglalkozik linedris algebraval, térbeli koordindtageometridval vagy
szamelmélettel. A gytjtemény elsédleges célja a zarthelyire val6 felkésziilés meg-
konnyitése, ennek megfelelden nem helyettesiti a gyakorlatok feladatsorait (ame-
lyek mésképp vannak felépitve és részben konnyebb feladatokat tartalmaznak) és
kiilonosen nem helyettesiti a gyakorlatokon valé (aktiv) részvételt. Nem kozliink
definicidkat, tételeket, algoritmusokat; ezek megtaldlhatok a targy honlapjan 1évo
jegyzetben (Szeszlér David: Bevezetés a szamitaselméletbe 1). Bar az anyagnak
része, a feladatgy(jtemény nem tartalmaz szdmossdgokkal kapcsolatos feladato-
kat, mivel ez a témakor a zarthelyik utan szerepel.

A felkésziilés sordn célszer(i az egyes feladatokat ondlléan megoldani, feladaton-
ként sziikség esetén koriilbeliil 15 percet eltdltve (ennyi all rendelkezésre dtlago-
san egy feladatra a zarthelyin), majd az eredményt ellendrizni. A feladatok tobb-
ségére részletes megoldast adunk (sokszor kett6t, akdr harmat is), ahol megoldast
nem kozliink, ott tobbnyire megadjuk az eredményt (ha van). Természetesen a
kozolt megoldastol eltérd gondolatmenet is lehet helyes. Nem célszerti a feladat
szovege utdn azonnal elolvasni a megoldast, még akkor sem, ha id6 hidnydban
ez tlinik j6 felkésziilési stratégidnak; a feladaton valé gondolkodds még akkor is
segit megérteni a megoldast, ha onélléan még részeredményt sem sikeriil elérni.
A gyljteményben szerepld feladatokat nem érdemes tipuspéldaknak tekinteni és
arra szamitani, hogy a tényleges zh-ban is ugyanilyenek fognak szerepelni, esetleg
mas szamokkal (bar ez természetesen nem Kizart), ennél semmi sem all tdvolabb
a szerz0 szandékaitol.



Szamos feladathoz szerepel egy mondatos segitség, ezt akkor érdemes igénybe
venni, ha valakinek nincs elképzelése arr6l, hogy hogyan is kéne elindulnia. A se-
gitségek €s a megoldasok megtalalasat megkonnyitendd, a feladatok (és igy per-
sze a segitségek és megoldasok is) nem fejezetenként, hanem folytonosan vannak
szamozva.

A feladatokat nehézségiik szerint 6t csoportba soroltuk. A legtobb feladat a 2-es
nehézségi fokozatba tartozik, ez az atlagos zh-példanak felel meg, a tébbi szint
jelentése: 0: zh-példanak tdl egyszerd; 1: konnyd zh-példa; 3: nehéz zh-példa;
4: zh-példanak tul bonyolult. Szamos olyan feladat van, melyet az 1-es és 2-es,
illetve a 2-es és 3-as szint kozottinek éreztiink, de ujabb kategoéridk bevezetése
foloslegesnek tlint. Minden feladat mellett megtaldlhaté a nehézségi fokozata és
az, hogy van-e hozza segitség, illetve megoldds. S betlivel jeleztiik, ha a feladathoz
rendelkezésre 4ll segitség, M betiivel, ha megoldas, E betiivel pedig, ha részletes
megolddst nem, de eredményt kozliink. fgy példaul SM2 azt jelenti, hogy a feladat
atlagos zh-példa nehézségli, van hozza megadva segitség €s megoldas is.

A feladatok, segitségek €s megolddsok utdn, két kiilon fejezetben kozoljiik a 2014.
Oszi zérthelyik és potzarthelyik feladatait, illetve a pontozasi Utmutatdkat (ezek a
feladatok a gy(ijteményben kiilon nem szerepelnek). Ennek célja az, hogy a hall-
gatok szdmdra megkonnyitsiikk annak eldontését, hogy mit is érdemes leirni egy
megoldédsban, illetve hogy az egyes gondolatmenetek a feladok megolddsdnak
mekkora részét képezik.

E helyen szeretnék koszonetet mondani Szeszlér David, Fleiner Tamas, Recski
Andrés €s Simonyi Gabor tanszéki kollégdimnak, akiknek tobb feladata is szere-
pel a gytjteményben.



Feladatok

Térbeli koordinatageometria

1. (M0) Adjuk meg annak az egyenesnek a paraméteres egyenletrendszerét,
amely merGleges az x + 2y + 5z = 8 egyenleti sikra és dtmegy a (2;2;3) ponton.

2. (M0) Hatarozzuk meg azon egyenes paraméteres egyenletrendszerét, amely
parhuzamos az (1;2;3) és (2;3;9) pontokon 4tmend egyenessel és atmegy a
(4;2;1) ponton.

3. (M0) Atmegy-e az origén az a sik, amely parhuzamos az 5x — 4y +3z =9
egyenlet sikkal és tartalmazza a P(1;5;5) pontot?

4. (SM1) Hatarozzuk meg azon sik egyenletét, mely tartalmazza azx =y+ 1 =
z+2 egyenest és a (2;3;5) pontot.

5. (M1) Egy sikra esnek-e a térben az A(1;5;3), B(7;11;-5), C(10;14;-9) és
D(12;6;—15) pontok?

6. (M1) Hatarozzuk meg az Sy : S5x —3y+z=16ésaz S, : 3x+ 2y —z= —9 sikok
metszésvonaldnak paraméteres egyenletrendszerét.

7. (M1) Legyen A = (2;4;6), B = (4;6;—2). Legyen S az AB szakasz felezd
merdleges sikja (vagyis az a sik, melynek pontjai ugyanolyan tdvol vannak A-t6l
és B-t0l). Hatdrozzuk meg S (egy) egyenletét.

8. (E1) Irjuk fel a tér P = (0;2;4) és Q = (6;—2;2) pontjait 5sszekotd szakasz
felez6 merdleges sikjanak egyenletét.

9. M1) Az A(2;5;1), B(5;7;4), C(6;4;2) és D(9;7;5) pontokra adjuk meg
az ABCD tetraéder ABC lapjahoz tartoz6 magassdgvonaldnak egyenletrendszerét.
(Egy tetraéder egy lapjahoz tartozé magassagvonala alatt a lap sikjara merdleges
€s a lapra nem illeszkedd csicson dthalad6 egyenest értjiik.)
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10. (M1) Az f egyenes paraméteres egyenletrendszere
x=3t+1,y=4t-2,z=Tt—1.
Adjuk meg egy f-fel parhuzamos, origét tartalmazo sik egyenletét.

11. M1) Adjuk meg az 6sszes olyan c értéket, melyre az
x=t+1,y=t+2,z=ct+3

paraméteres egyenletrendszerrel megadott egyenes dofi az x +y+z = 3 egyenletii
sikot.

12. (E1) Legyen az e egyenes az x+2y+ 3z =4 és a 2x+ 3y +4z = 5 sikok
metszésvonala. Adjuk meg annak a siknak az egyenletét, amely mer&leges az e
egyenesre és dtmegy a (3;5;6) ponton.

13. (M1) Hatidrozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely atmegy a
X

P(1;3;4) és a Q(3;6;10) pontokon és parhuzamos az %9 =y+4 = £ egyen-
letrendszer(i egyenessel.

14. (SM2) Tekintsiik az x+2y+3z=14,a2x+6y+ 10z =24 és a 4x+2y+
pz = 68 egyenletekkel megadott sikokat a szokdsos haromdimenzids térben, ahol
p tetszOleges valds paraméter. Hatdrozzuk meg (p minden lehetséges értékére) a
tér Osszes olyan pontjit, amely e harom sik mindegyikén rajta van.

15. (M2) Adjuk meg az 6sszes olyan c értéket, melyre az x+2y+z =3 és cx+
4y 4 27 = 4 sikok metsz6k €s a metszetegyenes parhuzamos a 3x+ 6y +cz =5
sikkal.

16. (M2) Legyen A = (2;1;4), B = (1;1;6), C = (3;0;1), D=(0;1;1), E =
(7;1;3). Hatdrozzuk meg az A, B és C, illetve C, D és E pontok altal meghatarozott
sikok metszetegyenesének irdnyvektorat.

17. (M1) Az f egyenes paraméteres egyenletrendszere
x=4t+1,y=8t+1,z=16¢+1,

az S sik egyenlete 2y +z = p, ahol p tetszdleges valos paraméter. Hatdrozzuk meg
az f egyenes és az S sik k6z0s pontjainak szamét a p paraméter minden lehetséges
értékére.



18. (M2) Az f egyenes paraméteres egyenletrendszere
x=t+1,y=t+2,z=—1.

Hatdrozzuk meg annak az egyenesnek a paraméteres egyenletrendszerét, mely
merdlegesen metszi f-et és dtmegy az origon.

19. (M2) Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely 4tmegy a
P(12;1;7) ponton és merGlegesen metszi az

y=2 —z—1
3 4

x—3=

egyenletrendszer( egyenest.

20. (SM2) Legyen A = (1;1;2), B= (4;2;5),C = (4;0;3), D= (10;2; p). Adjuk
meg a p paraméter 0sszes olyan értékét, melyre az AB és CD egyenesek kitérok.



Altér, fiiggetlenség, generalas, bazis, dimenzio

21. (SM2) Igaz-e, hogy azok az (a;b;c) valés szamharmasok, melyekre ac = bc
alteret alkotnak R>-ben?

22. (SE2) Igaz-e, hogy azok az (a;b;c;d) valés szamnégyesek, melyekre a +
2¢ = 3b +4d alteret alkotnak R*-ben?

23. (M2) Nevezziink egy R>-beli vektort Fibonacci tipustinak, ha a harmadiktél
kezdve mindegyik koordinétéja az el6tte 4116 két koordinata dsszege. Igy példdul
a (3;—1;2;1;3) vektor Fibonacci tipusu. Igaz-e, hogy a Fibonacci tipust vektorok
alteret alkotnak R>-ben?

24. (S2) Az R3-beli W altér 4lljon azokbdl a vektorokbdl, amelyekben a har-
madikt6l kezdve mindegyik koordindta az elStte 4116 két koordindta atlaga. Igy
példaul a (—2;10;4;7;5,5;5) vektor W-beli. Hatarozzuk meg dimW értékét. (A
feladat megolddsdhoz nem sziikséges megindokolni, hogy W val6ban altér.)

25. (SM2) Hatarozzuk meg a p valds paraméter minden olyan értékét, melyre az
alabbi a, b, c,d € R* vektorok fiiggetlen rendszert alkotnak.

1 2 0 1
2 3 1 5
Q_ 3 7l2_ 2 7£_ p 74_ 9
0 3 p+1 6

26. (M2) A p valds paraméter minden értékére dontsiik el, hogy igaz-e a d €
(a,b,c) 4llitds az alabbi a,b,c,d € R* vektorokra.

15 12 6

—1 0 6 8

a= > |Pe=| g | e=| 7 4= o
1 7 p 12

27. (SM2) Hatarozzuk meg a ¢ valés paraméter minden olyan értékét, melyre az
alabbi x,y,z,v € R* vektorok generatorrendszert alkotnak.

2 3

I
I

7X: 72: y:

o 6 o =
S o o
SO 0

C
0 )
0
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28. (M2) A p val6és paraméter minden értékére dontsiik el, hogy igaz-e az e €

2 4 10 —4 0
a= 3 7@2 4 , €= 9 76_12 0 , €= -2
1 0 1 p p+4

29. (M2) Hatarozzuk meg a c valés paraméter minden olyan értékét, melyre az
alabbi x,y,z € R* vektorok fiiggetlen rendszert alkotnak.

W o N =

1
— ¢ J—
72_ 2 » 2=
3

W N =0

30. (SM2) Egészitsiik ki R> egy bazisdvd a (3;5;2), (5;2;3) vektorrendszert.

3. (M2) R!9 két bazisanak pontosan kilenc kozos eleme van. Igaz-e, hogy a
bazisok nem kozos elemei biztosan szdmszorosai egymdsnak?

32. (SM2) Megadhat6-e R*-ben két olyan bazis, melyeknek pontosan két kozos
eleme van és a nem kozos négy vektor szintén bazist alkot?

33. (S2) A tér hiarom sikjanak pontosan egy kozos pontja van. Mutassuk meg,
hogy a normélvektoraik bézist alkotnak R3-ben.

34. (S2) Tegyiik fel, hogy az uy,uy,...,u, € R" vektorok kozott pontosan egy
olyan van, ami kifejezhetd a tobbi linedris kombinécidjaként. Mutassuk meg, hogy
ekkor ez a vektor csakis a nullvektor lehet.

35. (SM2) Legyen {by,by,b3,bs} bdzis R*-ben, legyen tovdbbd b = by + by +
b3 + by. Mutassuk meg, hogy {b| +b,bs +b,b3 + b, by + b} is bizis R*-ben.

36. (SE2) Legyen az a,b,c vektorrendszer linedrisan fiiggetlen R"-ben. Igaz-e,
hogy ekkor az a+ b, b+ ¢, c + a rendszer is biztosan linedrisan fliggetlen?

37. (SE2) Az uy,u,,us,u, vektorok fiiggetlenek. Igaz-e, hogy ekkor az u; +
2uy, Uy + 2uz, us + 2uy, uy + 2uy vektorok is mindig fiiggetlenek?

38. (SM2) Az uj,u,,us3,u, € R" vektorok osszefiiggdk. Igaz-e, hogy ekkor a
2uy 4 3uy,2uy + 3uy, 2us + 3uy, 2u, + 3u; vektorok is mindig Osszefliggdk?

39. (S3) Az uy,u,,...,u;5 € R" vektorok koziil pontosan az uy,u,,usz,u, €s us
vektorok fejezhet6k ki a tobbi vektor linedris kombinacidjaként. Mutassuk meg,
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40. (M3) Legyenek a,b,c,d € R". Tudjuk, hogy d € (a,b,c) és c ¢ (a,b,d).
Dontsiik el, hogy az aldbbi 4llitdsokra melyik 4ll fenn a kovetkezd lehetdségek
koziil:

(i) az allitas biztosan igaz;

(ii) az allitas biztosan hamis;

(iii) az éllitas lehet igaz is és hamis is (n és a, b, ¢ és d véalasztasatol fiiggden).

a) c € (a,d) b)d € (a,b) ©) b€ (a,c,d)

41. (M3) Tegyiik fel, hogy a v{,v,,...,v oo vektorok linedrisan fiiggetlenek R"
egy V alterében. Tegyiik fel tovabbd, hogy minden u € V esetén léteznek olyan
oy, 0,. .., 000 skaldrok, melyekre a v, + ot u, v, + 00u, . . ., v19o + 0t10ou vektorok
linedrisan Osszefiiggdk. Hatarozzuk meg V dimenzidjat.

42. (M3) Legyen B={b,,b,,...,b,} ésC ={c;,c,...,c,} két bazis R" egy V

alterében. Bizonyitsuk be, hogy minden b; € B esetén taldlhato olyan ¢; € C, hogy
B\ {b;}U{c;} és C\ {c;} U{b;} egyarént bazisok V-ben.

12



Linearis egyenletrendszerek

43. (E0) Oldjuk meg az alédbbi egyenletrendszert Gauss-elimindcidval.

2x+4y+3z=5
3x+5y+7z=9
2x+2y+8z=38

44. (E1) Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert a ¢ valés paraméter minden
lehetséges értékére.

x+2y+z=4
3x+2y+3z=28
x—2y+tz=10

45. (E1) Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a ¢ valos paraméter minden
lehetséges értékére.

2x+4y+6z=06

2x+5y+cz=6

3x+6y+10z="7

46. (E1) Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a ¢ valés paraméter minden
lehetséges értékére.

3x+6y+62=9
2x+4y+cz=6
2x+3y+9z=38

47. (E1) Hatarozzuk meg az aldbbi hdrom sik k6z0s pontjainak szamét a p para-
méter minden lehetséges értékére.

Sx+6y+7z=3
2x+3y+pz=9
4x+4y+9z=38

48. (SM1) Milyen s, illetve ¢ értékek mellett lesz az alabbi egyenletrendszernek
pontosan egy megolddsa?

x+y+2z=2

—3x+y—z=2

x—y+3tz=2s

49. (M1) Milyen a és b értékek mellett lesz pontosan hdrom megoldasa az alabbi
egyenletrendszernek?

2x+3y+3z=38

4x+4+2y—27=28

4x+2y—az=9

4x+2y—bz=10

13



50. (E1) At valds paraméter mely értékére lesz az alabbi egyenletrendszernek
a) pontosan egy megolddsa?
b) pontosan két megolddsa?

—x+2y+4z=3
3x+y+2z=5
x—y+3tz=9

51. (E1) At valés paraméter mely értékére lesz az alabbi egyenletrendszernek
a) pontosan egy megoldasa?
b) legaldbb egy megoldasa?

x+y+2z=4
2x+2y+3z=6
3x—y+tz=10

52. (SM2) Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a ¢ valés paraméter minden
értékére.

x+2y+z = 3
2x+5y+3z+4w = 8
3x+6y+cz+cw = c+6

53. (SM2) Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert a ¢ valés paraméter minden
értékére.

X+y+2z = 2
2x+y+cz+2w = ¢
4x+2y+cz+cew = ¢

54. (SM2) Dontsiik el, hogy a p és g valés paraméterek milyen értékeire van meg-
oldédsa az alabbi egyenletrendszernek. Ha van megoldas, adjuk is meg az dsszeset.

X1+ 3x+5x3+x4 —4x5=3

2x1 4+ 11xp +12x4 — 3x5 = 11

4x1 +9x) +26x3 —2x4+p-x5=9
3x1+13x+7x3+11x4+¢qg-x5 =13

55. (S3) Egy egyenletrendszer Gauss-eliminacidval torténd megolddsa sordn nem
keletkezik tilos sor és a keletkezd redukalt 1épcsds alaknak van olyan oszlopa, ahol
az elemek Osszege 0. Mutassuk meg, hogy 1étezik megolddsa annak az egyenlet-
rendszernek, melyet az eredetibdl tigy kapunk, hogy minden egyenletben minden
ismeretlen egyiitthat6jdhoz hozzdadunk egyet.
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Matrixmiiveletek, inverz matrix, determinans, rang

56. (E0) Hatirozzuk meg az alabbi determinéns értékét.

2 4 2 8
510 9 15
4 8 7 10
37 65

57. (E0) Hatarozzuk meg az aldbbi matrix determinansat.

(O, I SOV I\
B~ LW N O
w N oo
N OO =

58. (M0) LegyenA = ( (1) ; ),B: ( ; ; >.Hatérozzuk meg az A~ !B~ szor-

zatot.

59. (MO0) Legyen egy paralelepipedon egyik csticsa az origd, az ezzel szomszédos
harom csicsa pedig A(0;1;—2), B(1;1;5), illetve C(1;3;—1). Hatdrozzuk meg a
paralelepipedon térfogatat.

60. (M1) A 100 x 100-as A matrix bal felsé sarkaban all6 50 x 50-es részmat-
rixnak minden eleme 6, a jobb felsd sarokban all6 50 x 50-es részmdtrix minden
eleme —4, a bal alsé sarokban 4116 50 x 50-es részmdtrix minden eleme 9, végiil
a jobb alsé sarokban all6 50 x 50-es részmatrix minden eleme —6. Hatarozzuk
meg az A'%% matrixot (vagyis annak az 1000 tényez8s szorzatnak az eredményét,
amelynek minden tényezgje A).

61. (M1) A 4 x4-es A és B matrixok i-edik sordnak €s j-edik oszlopdnak keresz-
tez8désében all6 elemet jeldlje a; j, illetve b; j minden 1 < i, j < 4 esetén. Tegyiik
fel, hogy

i+j, haj=1,2, j, hai=1,3,
a; i = i j —
BT 9—i—j, haj=3,4; b 1—j, hai=2,4,

minden 1 < i, j < 4 esetén.
a) Hatdrozzuk meg az A - B métrixot.
b) Hatarozzuk meg a B - A matrix determindnsat.
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62. (M1) Dontsiik el az alabbi allitdsokrol, hogy teljesiilnek-e tetszdleges A négy-
zetes matrixra. (E-vel jeloltiik az egységmatrixot, A* pedig azt a k tényezds szor-
zatot jeloli, amelynek minden tényezGje A.)

a) Ha van olyan k > 1 egész szdm, amelyre AK = E, akkor detA = 1 vagy
detA = —1.

b) Ha detA = 1 vagy detA = —1, akkor van olyan k > 1 egész szam, amelyre
AF=E.

63. (SM2) Létezik-e olyan 2 x 2-es valés A métrix, melyre A% = ( :; Z ) ?

64. (SM2) Létezik-e olyan 2 x 2-es A métrix, melynek minden eleme raciondlis

36
2 100 9
és melyre A ( 5 11 ) !

65. (M1) Dontsiik el, hogy l1étezik-e inverze az alabbi A matrixnak; ha igen, akkor
szamitsuk is ki az inverzet.

1 -3 7
A=| -1 3 -6
2 =5 12

66. (E1) Szamitsuk ki az alabbi matrix inverzét.

1010
0101
1 001
0111

67. (SM1) Legyen A nem 0 determindnsi 9 x 9-es matrix, A’ pedig az a matrix,
amit A elsé sordnak A-val valé szorzdsaval kapunk. Mennyi lehet A értéke, ha
tudjuk, hogy det(A’) = det(1A)?

68. (S1) Egy nem O determindnst négyzetes matrix minden elemét megszorozzuk
c-vel. Mennyi lehet ¢ értéke, ha a métrix determinédnsa véltozatlan marad?

69. (SE2) Egy legaldbb 3 x 3-as, négyzetes matrix minden sora szdmtani sorozat.
Mennyi lehet a determindnsa?

70. (M2) Adjuk meg az aldbbi determinans definicio szerinti kiszdmitasakor ke-
letkezd 0sszes nemnulla szorzatot és ezek eldjelét.

6 006 2

whn O O W
S W oo
o0 = K~ W
SN O

S o0 O =



71. (M2) Széamitsuk ki az alabbi determindns értékét a determindns definicidja
szerint. (A megolddsban tehat ne haszndljunk semmilyen, a determinédnsra vonat-
kozé tételt vagy azonossdgot, pusztan a definicidra alapozva hatdrozzuk meg az
értékét.)

oo O
N O — O
wWo o oW
oo&oo
o br O O ®

72. (M2) A t paraméter minden értékére dontsiik el, hogy létezik-e olyan y sor-
vektor, amelyre y-A = c teljesiil, ahol az A matrix €s a ¢ sorvektor az alabbiak. Ha
létezik ilyen y, adjuk meg az dsszeset.

5 3 2
10 8 7

A=| s 1o 15 |- c=(20161)
5 -3 -7

73. (M2) Legyen A tetszdleges 6 x 8-as matrix, melynek rangja 3. Igaz-e hogy
mindig kivalaszthat6 olyan 4 x 6-os részmdtrixa, melynek rangja szintén 3?

74. (M2) Hatarozzuk meg az aldbbi determindns értékét a ¢ paraméter fiiggvé-
nyében.

c 2 3
11 5
2 3 2¢

75. (S2) Hatarozzuk meg, hogy a p paraméter mely értékeire lesz invertdlhaté az
alabbi matrix. Ha létezik, adjuk is meg az inverzet.

3
4
1

S W W
W = =3

76. (SM2) Legyen A olyan 3 sorbdl és 5 oszlopbdl 4116 métrix, amiben az utolsé
harom oszlop altal alkotott B négyzetes részmdtrix determindnsa nem nulla. Igaz-
e, hogy ekkor mindig 1étezik olyan C matrix, amivel A-t jobbr6l megszorozva
egységmatrixot kapunk?

77. (SM2) Legyen A olyan n x n-es matrix, amire detA # 0, B pedig tetszSleges
n X n-es matrix. Igaz-e, hogy létezik olyan n x n-es X maétrix, melyre AX = B?
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78. (SM2) Adjuk meg az aldbbi matrix rangjat a ¢ valds érték fiiggvényében.

—_ N =
A o—_= W
e N

79. (SM2) Adjuk meg az aldbbi matrix rangjat a p valés paraméter minden érté-

kére.
2 8 6 4 2

1 2 -1 12 7
~1 -1 3 -12 0
522 19 p p+3

80. (E2) Szamitsuk ki a kovetkezd matrix rangjat x minden lehetséges valds ér-
tékére.

1
1
X

—_— e

X
1
1
81. (2) Hatarozzuk meg az aldbbi matrix rangjit a ¢ valés paraméter minden
lehetséges értékére.

1 2
3 2
1 -2

A S I

82. (2) Szamitsuk ki a kovetkezd matrix rangjat x minden lehetséges valds érté-
kére.

1 -1 3 «x
1 -5 1 3x
8 -6 25 2

83. (M2) Legyen A az aldbb l4that6 matrix. Adjuk meg az n egész paraméter
azon értékeit, melyekre az A matrix invertdlhaté és detA~! pozitiv egész szam.
Ezen n értékekre hatdrozzuk is meg az A~! matrixot.

1
2
3

A W
S O =

84. (M2) Legyen A egy 50 x 100-as matrix. Tegyiik fel, hogy barhogyan is
vélasztjuk a b € R vektort, mindig taldlhaté olyan x € R!% vektor, amelyre
A - x = b. Hatdrozzuk meg A rangjat.
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85. (M2) Egy 10 x 10 -es métrix rangja hdrom. Mutassuk meg, hogy legalabb hét
elemét meg kell valtoztatnunk ahhoz, hogy a kapott matrix rangja tiz legyen.

86. (M2) Megvalaszthaté-e a p paraméter értéke ugy, hogy az alabbi matrix rang-
ja 3 legyen? Ha igen, hogyan?

3869 4 11
0572110
000ppp
00000 p

87. (E2) Legyenek A, B és C olyan 3 x 3-as matrixok, melyekre az ABC matrix-
nak létezik inverze. Melyek teljesiilnek mindig az aldbbi allitdsok koziil? (Indo-
koljunk is!)

a) A+ B+ C-nek is 1étezik inverze.

b) CAB-nek is l1étezik inverze.

¢) Annak a 6 x 6-os matrixnak is létezik inverze, melynek bal fels6é 3 x 3-as
részmétrixa ABC, jobb als6 3 x 3-as részmadtrixa CAB, a tobbi elem (azaz a bal
alsé és a jobb felsd 3 x 3-as részmatrixok elemei) pedig csupa 0.

88. (M2) Legyen x € R" tetszdleges, nullvektortdl kiilonbozd vektor, A és B pedig
olyan n x n—es matrixok, melyekre teljesiil, hogy Ax = Bx. Igaz-e, hogy ekkor
biztosan teljesiil, hogy det(A — B) = 0?

89. (M2) Legyen A 3 x 5-0s, B 5 x 3-as matrix, melyekre teljesiil, hogy AB a
3 x 3-as egységmadtrix. Mutassuk meg, hogy A sorai fiiggetlenek.

90. (SM2) Legyen A olyan 2 x 2-es matrix, melyre A> = A. Mennyi lehet A rang-
ja?

91. (M2) Legyen 6 = (o(1),0(2),...,06(100)) az 1,2,...,100 elemek egy per-
mutécidja. Definidljuk o’-t a kovetkez&képp:

& (i) = o(i+1), hal<i<99
~ 1 o(1), hai=100.

Mutassuk meg, hogy /(o) és I(o”) ellenkezd paritésq.

92. (SM3) Az n x n-es A métrix elsd oszlopanak minden eleme 1. A matrix min-
den, nem az els6 sorban és nem az els6 oszlopban 4116 eleme a t6le balra és a felet-
te taldlhato két elem Osszege. (Képlettel: a; j =a;_1 j+a; j—1 minden2 <i,j<n
esetén.) Mutassuk meg, hogy detA = 1.
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93. (SE3) Legyen M az az n X n-es matrix, melynek f6atl6jdban minden elem 0,

//////

94. (SM3) Tegyiik fel, hogy az n x n-es A, B és C métrixokra az AX = B egyenlet
megoldhatd, de az AX = C egyenlet nem. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan n x n-
es D matrix, amelyre a BX = D egyenlet nem megoldhaté. (Az AX = B egyenlet
megoldhatésdgén azt értjiik, hogy létezik olyan n X n-es X matrix, amelyre AX = B
fennall.)

95. (M3) Dontsiik el, hogy igazak-e az alabbi allitdsok minden olyan n X n-es A
matrixra, amelynek van inverze.

a) Ha A els6 oszlopdanak minden eleme azonos, akkor A~ 1-ben az els6t kivéve
minden sorban az elemek 0sszege O.

b) Ha A-ban az els6t kivéve minden sorban az elemek dsszege 0, akkor Al
elsd oszlopdnak minden eleme azonos.

96. (SM2) Igaz-e, hogy tetszdleges A €s B n x n-es matrixokra AB és BA rangja
azonos?

97. (SM2) Léteznek-¢ olyan 2 x 2-es A és B matrixok, melyekre A> = B2, de
A#BésA# —B?

98. (SM2) Léteznek-e olyan 2 x 2-es A, B és C matrixok, melyekre A> = B> = C2,
ésaz A, B, C, —A, —B, —C matrixok mind kiilonboz6k?

99, (S3) Legyenek A és B olyan négyzetes matrixok, melyekre A2 = B>, AB = BA
€s A + B determindnsa nem 0. Igaz-e, hogy ilyenkor A = B?

100. (S2) Egy 10 x 10-es matrix elsd hat sordban az els6 ot elem (Osszesen tehat
30 elem) 0. Megadhat6-e a tobbi elem ugy, hogy a matrix rangja 10 legyen?

101. (SM3) Egy 5 x 5-6s matrixban 6 egyes €s 19 nulla szerepel. Mutassuk meg,
hogy a determindnsa 0, 1 vagy —1.

102. (S3) Egy 5 x 5-0s matrixban 7 egyes €s 18 nulla szerepel. Mutassuk meg,
hogy a determindnsa 0, 1 vagy —1.

103. (3) Adjunk példat olyan 5 x 5-0s madtrixra, melyben 8 egyes és 17 nulla
szerepel, a determindnsa pedig 2.

104. (SM2) Egy 5 x 5-0s matrixban hdromszor szerepel a 0, négyszer az 1 és
tizennyolcszor a 2. Mutassuk meg, hogy a métrix determindnsa nem 1.
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105. (S2) Egy 5 x 5-0s métrixban egyszer szerepel a 0, minden més elem 1 vagy
—1. Mutassuk meg, hogy a matrix determinidnsa nem 1 és nem —1.

106. (S2) Létezik-e olyan nem nulla determindnsu 5 X 5—-6s matrix, melyben 3
nulla és 22 egyes szerepel?

107. (SM2) Létezik-e olyan 5 x 5-0s matrix, melynek egyetlen eleme sem 0 és
minden eldjeles aldetermindnsa 0?

108. (SM3) Létezik-e olyan 5 x 5-0s matrix, melynek egyetlen eleme sem 0 és
pontosan egy olyan eldjeles aldetermindnsa van, mely nem 0?

109. (SM3) Egy 5 x 5-0s matrix determindnsanak definicid szerinti kiszamitasa-
kor 30 nullatél kiilonbozd szorzatot kapunk. Igaz-e, hogy ekkor a matrix legfel-
jebb 15 nullat tartalmaz?

110. (SM3) Egy n x n-es matrix determindnsa nem 0. Igaz-e, hogy van olyan
eleme, melyet alkalmasan megvaltoztatva a kapott matrix determindnsa 0 lesz?

111. (SM3) Egy 6 x 6-os métrix rangja 4. Elérhet6-e két alkalmas elem megval-
toztatasdval, hogy a rangja 2 legyen?

112. (SM4) Egy n x n-es (n > 2) A matrixnak minden elGjeles aldeterminansa
ugyanannyi. Mutassuk meg, hogy detA = 0.

113. (SM3) Egy n x n-es (n > 2) A matrixra teljesiil, hogy barmely elemét O-ra
kicserélve a determindnsa nem véltozik. Mutassuk meg, hogy detA = 0.

114. (S4) Egy n x n-es (n > 2) A miétrixra teljesiil, hogy barmely két elemét
kicserélve a determindnsa nem véltozik. Mutassuk meg, hogy detA = 0.
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Linearis leképezések

115. (SM2) Mutassuk meg, hogy a sikon linedris transzformaci6 az a leképezés,
mely minden (x,y) vektorhoz a (10x+y, 10x+y) vektort rendeli.

116. (M2) Hatdrozzuk meg az el6z6 feladat linedris transzformdaciéjanak képterét
€s magterét.

117. (SM3) Igaz-e, hogy tetszbleges, origbn dtmend e egyenes esetén létezik a
siknak olyan linedris transzformaci6ja, melynek magtere éppen e?

118. (S3) Igaz-e, hogy tetszbleges, origén dtmend e egyenes esetén 1étezik a sik-
nak olyan linedris transzformdciéja, melynek képtere éppen e?

119. (M2) Létezik-e a siknak olyan linedris transzformécidja, mely az origéhoz
az orig6t rendeli, minden més vektorhoz pedig az (1;1),(2;2), (3;3) vektorok va-
lamelyikét?

120. (E1) Tudjuk, hogy az origd koriili 135 fokos forgatds a sik egy linedris
transzformécidja. Adjuk meg a matrixat.

121. (SM2) Hatarozzuk meg a sikon az x tengelyre valé tiikrozés, mint linedris
transzformécié matrixdt az {(1;2), (1;0)} bazisban.

122. (SE2) Adjuk meg az origé koriili 90 fokos forgatds, mint a sik egy linedris

transzformacidja matrixat az (1;0) és (1;2) vektorokbdl all6 bazisban.

123. (SM2) Legyen M = ( (1) _Ol >

a) Mutassuk meg, hogy nem létezik olyan A matrix, melyre A'%0 = M.
b) Mutassuk meg, hogy létezik olyan A métrix, melyre A0 = M.

124. (SM3) Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan A matrix 1étezik, melyre

wo__ (10
A _(01 |

125. (SM3) Mutassuk meg, hogy legaldbb 101 olyan A matrix l1étezik, melyre



126. (SM3) Mutassuk meg, hogy legaldbb 100 olyan A matrix 1étezik, melyre

wo_ (-1 0
oo (70)

127. (SM4) Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan A matrix 1étezik, melyre

w1 (10
oo (30)

128. (SM2) Van-e olyan linedris transzforméciéja R3-nek, aminek a képtere és a
magtere azonos?

129. (S3) Van-e olyan linedris transzformécidja R*-nek, aminek a képtere és a
magtere azonos?

130. (S2) Legyen ./ R olyan linedris transzformaciéja, melynek a képtere két
dimenziés. Mutassuk meg, hogy ekkor létezik olyan v € R? vektor, ami sem a
magtérnek, sem a képtérnek nem eleme.

131. (SM2) A sik egy linedris transzformdacidjérdl tudjuk, hogy az (5;3) vektor
képe a (2;3) vektor, a (4;3) vektor képe pedig a (3;2) vektor. Mi lesz a (11;6)
vektor képe?

132. (SM2) A sik egy linedris transzformécidjardl tudjuk, hogy az (5;3) vek-
tor képe a (3;2) vektor, a (4;3) vektor képe pedig a (2;1) vektor. Adjuk meg a
transzformaci6 matrixat.

133. (E2) Legyen % : R? — R? linedris transzforméci6. Az (1;1) vektor % sze-
rinti képe a (4;3) vektor, az (1;0) képe pedig a (—1;2) vektor. Adjuk meg A
matrixat.

134. (M2) Legyen B ={b,,b,} bazis a sikon, <7 pedig a sik linedris transzforma-
ci6ja. Tegyiik fel, hogy o7 matrixa a B bazis szerint az alabbi A matrix. Hatarozzuk
meg p és g értékét, ha tudjuk, hogy <7 (b,) = b,.

(%)

135. (S2) Az o7 : R?> — R? linedris leképezés az (1;2) vektorhoz a (0;3;—3)
vektort, a (2;1)-hez a (3;3;0)-t rendeli. Igaz-e az (1;2;3) € Im.o/ allitas?
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136. (M2) Legyen az 7 : R® — R linedris leképezés mitrixa az alabb l4thatd
matrix. Hatdrozzuk meg Im(.o/)-t és Ker(.«/)-t.

—_—
—_—— O
- O O

137. (M3) Legyen az </ : R} — R3 linedris leképezés matrixa az alabb latha-
t6 matrix. Hatdrozzuk meg a ¢ valés paraméter minden értékére az Im(</) és
Ker(.«/) altereket.

1
1
c

S = 0
S o =

138. (S3) Legyenek A és B olyan n x n-es matrixok, melyekre AB a nullmatrix.
Mutassuk meg, hogy ekkor r(A) +r(B) < n.

139. (S2) Legyen .o/ az R" tetszSleges linedris transzformacidja. Tudjuk, hogy az
o (v1),...,9 (v;) vektorok bazist alkotnak Im(.e')-ban. Igaz-e, hogy a vy,..., v
vektorok linedrisan fiiggetlenek?

140. (M3) Nevezziink egy R"-beli oszlopvektort konstansnak, ha minden ele-
me azonos. Legyen &/ : R" — R" linedris transzformacié és legyen B =
{b1,b,,...,b,}, illetve C = {c|,¢cy,...,c,} két bazis R"-ben. Tegyiik fel, hogy
bi+by+...+b,ésc+cr+...+c, egyardnt konstans vektorok és az [.o7], mat-
rix minden oszlopa is konstans vektor. Mutassuk meg, hogy ekkor az [.%7] métrix
minden oszlopa is konstans vektor.
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Sajatérték, sajatvektor

141. (M1) Hatarozzuk meg az alabbi matrix minden sajatértékét és a legnagyobb
sajatértékhez adjunk meg egy sajatvektort.

21
3 4
142. (E1) Adjuk meg az aldbbi matrix sajatértékeit €s minden sajatértékhez egy-

egy sajatvektort is.
22
13

143. (S1) Bizonyitsuk be, hogy egy vektor akkor és csak akkor sajatvektora az A
invertdlhaté matrixnak, ha sajatvektora A~ I_nek.

144. (SM2) Legyen ' a kovetkezd linedris transzformacié a sikon: kétszeres
nagyitas az origobdl, majd tiikr6z€és az x + y = 0 egyenesre. Hatarozzuk meg o/
matrixdt, ennek sajatértékeit, sajatvektorait és a karakterisztikus polinomot.

145. (SM2) Legyen .o a vetités a sikon az x +y = 0 egyenesre. Tudjuk, hogy .o/
linedris transzformdcid; hatarozzuk meg a matrixat, ennek sajatértékeit, sajatvek-
torait és a karakterisztikus polinomot.

146. (SM3) Legyen &7 a vetités a sikon az x + 7y = 0 egyenesre. Tudjuk, hogy
&/ linedris transzformacio; hatarozzuk meg a matrixat, ennek sajatértékeit, sajat-
vektorait és a karakterisztikus polinomot.

147. (SE2) Legyen o7 a kovetkezd linedris transzformacié R3-ben: kétszeres na-
gyitds az origdbodl, majd forgatas +90 fokkal a z tengely koriil. Hatdrozzuk meg
o/ matrixat, ennek sajatértékeit, sajatvektorait és a karakterisztikus polinomot.

148. (M2) A sik egy linedris transzformdcidja az (1;0) vektorhoz a (4;2) vektort
rendeli, a (0;2) vektorhoz pedig a (3;4) vektort. Hatdrozzuk meg a transzformacio
matrixat, ennek sajatértékeit és sajatvektorait.

149. (M2) A sik egy linedris transzformacidja az (1;1) vektorhoz a (—1;7) vek-
tort rendeli, a (2; 1) vektorhoz pedig az (1;8) vektort. Hatdrozzuk meg a transzfor-
macid matrixat, ennek sajatértékeit, sajatvektorait és a karakterisztikus polinomot.

150. (M2) Az 5 x 5-6s A matrix negyedik oszlopdnak (feliilr6l) a negyedik eleme
7, a negyedik oszlop 6sszes tobbi eleme 0. (A matrix tobbi eleme nem ismert.)

a) Mutassuk meg, hogy A = 7 sajatértéke A-nak.

b) Adjuk meg A egy sajatvektorat.
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151. (M2) Az aldbbi A matrixrdl tudjuk, hogy A = 3 sajétértéke A-nak.
a) Hatdrozzuk meg a p val6s paraméter értékét.
b) Adjuk meg az A matrix egy sajatvektorat.

40
A=1|517
11

U BN ]

152. (SE2) A sik egy linedris transzformacidja a (3;2) vektorhoz a (0;15) vek-
tort rendeli, az (5;3) vektorhoz pedig az (1;23) vektort. Dontsiik el, hogy 9 a
transzformdaci6 métrixanak sajatértéke-e.

153. (SM2) Legyen A tetszbleges négyzetes matrix. Igaz-e, hogy
a) A3 minden sajitvektora sajatvektora lesz A-nak is?
b) A minden sajitvektora sajatvektora lesz A3-nek is?

154. (S2) Legyen A olyan négyzetes matrix, melyre A> = A. Mutassuk meg, hogy
A-nak csak a 0 és az 1 lehetnek a sajatértékei.

155. (S3) Legyen A olyan, a nullmatrixtdl és az egységmatrixtdl kiillonbozé négy-
zetes matrix, melyre A2 = A. Mutassuk meg, hogy A-nak pontosan a 0 és az 1 a
sajatértékei.

156. (SM2) Legyenek az u és v vektorok ugyanannak az A matrixnak kiilonb6z6
sajatértékekhez tartozé sajitvektorai. Mutassuk meg, hogy u + v nem sajatvektora
A-nak.

157. (S2) Az A 2 x 2-es matrixnak u sajatvektora, a v vektor pedig nem sajatvek-
tora és nem is a nullvektor. Lehetséges-e, hogy u + v is sajatvektora A-nak?
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Szamelmélet

158. (M1) Mutassuk meg, hogy két négyzetszdm legnagyobb kozos osztdja is
négyzetszam.

159. (M2) Legyen n tetszGleges egész szam. Hatdrozzuk meg a 3n> —2n+ 1 és

n? —n szamok legnagyobb kozos osztéjit.

160. (M2) Legyen n tetszbleges paratlan szam. Hatdrozzuk meg az n®> —n+2 és
n +n? szamok legnagyobb kozos osztéjt.

161. (M2) Hatirozzuk meg minden pozitiv egész n-re az n> +3n> +2n és n— 1
szamok legnagyobb kozos osztdjit.

162. (M2) Hatérozzuk meg minden pozitiv egész n-re az n*> +n és 3n+ 2 szamok
legnagyobb kozos osztdjét.

163. (M2) Hatirozzuk meg az n° —n* — n? és n® — n*> + 1 szdmok legnagyobb
kozds osztdjat minden n egész szamra.

164. (M2) Mutassuk meg, hogy tetszSleges n egészre 3n”> —5n — 1 és n®> —2n
relativ primek.

165. (2) Mutassuk meg, hogy tetszSleges n egészre 6n> —n+ 2 és 2n> + 1 legna-
gyobb kozos osztdja legfeljebb 3.

166. (M2) Legyenek a és b tetszbleges pozitiv egészek. Mutassuk meg, hogy a
és b legkisebb koz0s tobbszordse nem lehet 3a + 5b.

167. (2) Legyenek a és b kiilonboz6 pozitiv egészek. Mutassuk meg, hogy a és b
legnagyobb kozds osztdja nem lehet %Zb.

168. (M2) Legyen p tetszbleges primszam. Mutassuk meg, hogy ha n? =
1 (mod p), akkor n =1 (mod p) vagy n = —1 (mod p).

169. (2) Legyen p paratlan primszdm. Mutassuk meg, hogy ha n> = 1 (mod p?),
akkor n = 1 (mod p?) vagy n = —1 (mod p?).

170. (M2) Egy szam 464-szerese 8 maradékot ad 50-nel osztva. Milyen maradé-
kot ad maga a szdm 50-nel osztva?

171. (M2) Oldjuk meg a 93x =9 (mod 129) linedris kongruenciat.
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172. (M2) Egy szam 36-szorosa 68 maradékot ad 82-vel osztva. Milyen maradé-
kot ad maga a szdm 82-vel osztva?

173. (M2) Milyen maradékot adhat egy egész szam 153-mal osztva, ha a 31-
szerese 10 maradékot ad 153-mal osztva?

174. (M2) Oldjuk meg a 34x =6 (mod 98) linedris kongruencidt.
175. (M2) Oldjuk meg az 53x =3 (mod 89) linedris kongruenciat.

176. (M2) Egy n egész szam 45-szorose 21 maradékot ad 78-cal osztva. Milyen
maradékokat adhat n 130-cal osztva?

177. (M2) Egy n egész szam 14-szerese 3 maradékot ad 51-gyel osztva. Milyen
maradékokat adhat n 34-gyel osztva?

178. (M2) Oldjuk meg a 113x =2 (mod 531) linedris kongruenciét.

179. (M2) Hany olyan 2015-nél kisebb pozitiv egész szdm van, amely 19-cel
osztva 10 maradékot ad, 37-tel osztva pedig 15 maradékot ad?

180. (M2) Hany olyan n egész szdm van 1 és 1000 kozott, amelyhez taldlhato
olyan m egész szam, hogy a 37n+218m = 10 egyenlet fennélljon?

181. (M2) Hatdrozzuk meg az 6sszes olyan n szdmot, melyre @(n) = 2.
182. (M2) Adjuk meg az 6sszes olyan n szamot, melyre ¢(n) = 17.
183. (M2) Hatdrozzuk meg az Gsszes olyan n szamot, melyre @(n) prim.
184. (M3) Adjuk meg az dsszes olyan n szdmot, melyre @ (n) = 4.
185. (SE3) Hatdrozzuk meg az Gsszes olyan n szdmot, melyre ¢(n) = 10.
186. (M2) Mutassuk meg, hogy minden m,n pozitiv egészre

@(m)p(n) < @(mn).

187. (S4) Mutassuk meg a ¢ fiiggvény definicidja alapjin (tehat ¢ képleteinek
haszndlata nélkiil), hogy minden m,n pozitiv egészre

@(m)p(n) < @(mn).
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188. (SM3) Adjuk meg az 6sszes olyan pozitiv egész n-et, melyre

n

189. (SM2) Mutassuk meg, hogy minden n pozitiv egészre teljesiil az alabbi
egyenlotlenség.
o(n)+dn)<n+1

(Ahol d(n) az n szam pozitiv osztéinak szdma.)

190. (SM3) Mely n > 2 egészekre teljesiil, hogy
o(n)+d(n)=n+1?

(Ahol d(n) az n szam pozitiv osztéinak szama.)

191. (SM3) Mely n > 2 egészekre teljesiil, hogy

(Ahol d(n) az n szdm pozitiv osztéinak szdma.)

192. (SM3) Egy szdmnak pontosan 100 pozitiv osztdja van. Mutassuk meg, hogy
ezek koziil legalabb 95 dsszetett szam.

193. (SM3) Hatédrozzuk meg az 6sszes olyan n szdmot, melyre
¢o(n) =n-3.

194. (SM4) Hatarozzuk meg az 6sszes olyan n szamot, melyre
o(n) =n—A4.

195. (M2) Hatarozzuk meg 107'23" utolsé két szamjegyét (a tizes szamrend-
szerben).

196. (M2) Hatdrozzuk meg 2325 utolsé harom szamjegyét a hatos szamrend-
szerben.

197. (M2) Hatirozzuk meg 4398 kettes szdmrendszerbeli alakjanak utols6 ot
szamjegyét.

198. (M2) Hatarozzuk meg 4647" 25-tel vett osztdsi maradékat.
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199. (M2) Tudjuk, hogy egy n egész szam kettes szdmrendszerbeli alakja
110100101101100011011. Hatdrozzuk meg n" kettes szimrendszerbeli alakjanak
utolso négy jegyét.

200. M2) Az n szam négyes szamrendszerbeli alakja 331102102023. Hataroz-
zuk meg n3" ! négyes szamrendszerbeli alakjanak utolsé hdrom szdmjegyét.

201. (M2) Az n szdm harmas szdmrendszerbeli alakja 200102100202. Hatéroz-
zuk meg n" harmas szdmrendszerbeli alakjanak utols6 harom szdmjegyét.

202. (E2) Hatarozzuk meg 7879 5t6s szamrendszerben felirt alakjanak utols6
harom szdmjegyét.

203. (SM3) Hatdrozzuk meg 125'% utolsé két szamjegyét a hetes szamrendszer-
ben.

204. (M2) Mennyi maradékot ad 22-vel osztva 322 4 33224 333229

7

205. (M2) Hatarozzuk meg az dsszes olyan n egész szamot, melyre n’ —n oszt-

hat6 9-cel.

73
206. (SM3) Milyen maradékot ad 573-nal osztva 16> 2

207. (SM3) Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan n szdm van, melyre 52 |
S5t —21.

208. (S2) Legyen n tetszdleges pozitiv egész. Mutassuk meg, hogy
" '=1 (modn)
akkor és csak akkor teljesiil minden a < n pozitiv egészre, ha n prim.

209. (M3) Legyen p > 2 olyan primszam, amelyre 2p 4 1 is prim. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor fenndll az aldbbi kongruencia:

-1
p=0DP=2P7 2,1 (mod 2p+1)
210. (M4) Legyen p tetszdleges primszam, a pedig olyan egész szdm, ami nem

oszthaté p-vel és pontosan p? darab pozitiv osztéja van. Mutassuk meg, hogy
ekkor a 1 maradékot ad p-vel osztva.
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Segitségek

4. Keressiink az egyenesen két pontot.
14. Oldjuk meg a harom egyenletbdl all6 egyenletrendszert.
20. Két egyenes akkor kitérd, ha se nem parhuzamosak, se nem metszdk.

21. A definici6 alapjan a zartsdgot érdemes vizsgdlni, szem elGtt tartva, hogy
ac=bc< (a=bV c=0).

22. Természetesen itt is a zartsdgot érdemes vizsgalni.

24. Mutassuk meg, hogy W (egyetlen) (1;0;...) kezdetd, illetve (egyetlen)
(0;1;...) kezdetii eleme generatorrendszert alkot.

25. A vektorok akkor és csak akkor alkotnak fiiggetlen rendszert, ha csak a tri-
vidlis linedris kombindciéjuk adja a nullvektort; ezt Gauss-eliminacidval célszer(
vizsgélni.

27. Ha nincs kedviink azt megnézni, hogy egy tetszleges (d, e, f,g) vektor mi-
kor 4ll el6 az adott vektorok linedris kombindcidjaként, akkor a vektorok fligget-
lenségét is vizsgdlhatjuk (miért?); mindkét esetben a Gauss-elimindciét érdemes
hasznalni.

30. Olyan vektort keressiink, melyet a rendszerhez véve az fiiggetlen marad.

32. Semmi akadalya.

33. A sikok egyenleteibdl all6 rendszernek egyértelmti megoldésa van.

34. Indirekt.

35. Elég megmutatni, hogy a kérdéses vektorhalmaz generatorrendszer (miért?).

36. frjuk fel a nullvektort az a+ b, b+ ¢, ¢ + a vektorok linearis kombinaciéjaként
és rendezziik 4t az egyenldséget.

37. frjuk fel a nullvektort az u; 4 2u,, uy +2us, uy +2uy, uy + 2u, vektorok linedris
kombindaciéjaként és rendezziik 4t az egyenldséget.

38. Hany dimenzids az (u;,u,,us,u,) altér?
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39. Irjuk fel a nullvektort a 15 vektor egy nem trividlis linedris kombinaciGjaként
(miért lehet?) és vizsgaljuk meg az egyiitthatdkat.

48. Nem muszdj megoldani az egyenletrendszert, csak arra vagyunk kivancsiak,
hogy mikor van egyértelm{i megoldas.

52. Természetesen Gauss-elimindcidval érdemes dolgozni és nem art figyelni r4,
hogy ismeretlenekkel csak igy nem osztunk.

53. Természetesen Gauss-elimindcidval érdemes dolgozni és nem art figyelni r4,
hogy ismeretlenekkel csak igy nem osztunk.

55. Az eredeti egyenletrendszer megolddsa utdn prébédljuk megoldani azt az
egyenletet, amiben az ismeretlenek 0sszege 0.

63. Vizsgiljuk meg a determindnst.

64. Itt is vizsgaljuk meg a determindnst.

67. Mi torténik a determindnssal, ha egy sort megszorzunk A-val?

68. Tudjuk, hogy mi torténik a determindnssal, ha egy sort megszorzunk c-vel.
69. Egy oszlopbdl egy mésikat levonva a determinans nem véltozik.

75. Gauss-elimindcio, az els6 és a harmadik sor cseréjét kovetden.

76. B-nek van inverze.

77. A-nak van inverze.

78. Gauss-eliminécio.

79. Hasznaljunk Gauss-elimindciot, a rang a vezéregyesek szama lesz.

88. (A—B)x=0.
90. 0 és 2 nyilvan lehet a rang, az 1-re sem nehéz példat mutatni.

92. Alulrdl folfelé haladva az A minden sordbdl (az elsot kivéve) vonjuk ki a
folotte allot.

93. Kezdésnek adjuk hozza az els6 sorhoz a tobbit.

94. A D :=C vilasztés j6 lesz, de kihaszndlhatjuk azt is, hogy detA = 0 (ez miért
igaz?).

96. Nem igaz, keressiink 2 x 2-es ellenpéldat.

97. Igen, keressiink példaul olyan matrixot, aminek a négyzete a nullmatrix (vagy
az egységmatrix).

7

98. Hasznaljuk az el6z6 feladat nullmétrixtol (vagy egységmatrixtdl) kiillonbozo
megoldasait.
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99. Ha AB = BA, akkor A”> — B> = (A+ B)(A —B).

100. Vizsgéljuk meg a matrix determindnsét a definicié szerint vagy nézziik meg,
hogy az elsd 6t oszlop hogy viselkedik.

101. Hasznéljuk a definici6t és vizsgaljuk a nemnulla szorzatokat.
102. Hasznéljuk a definiciot és vizsgaljuk a nemnulla szorzatokat.
104. Hasznéljuk a definiciot és vizsgaljuk a szorzatok paritdsat.
105. Haszndljuk a definiciét és vizsgdljuk a szorzatok paritdsat.
106. Mutassuk meg, hogy a matrixnak van két azonos oszlopa.
107. Igen.

108. Ha lenne ilyen, akkor taldlndnk benne két olyan sort, melyek szerint kifejtve
a matrix determindnsat, kiilonb6z6 eredményeket kapnank.

109. Hasznéljuk a definici6t €s bizonyitsunk indirekten.
110. Kifejtési tétel.

111. Nem feltétlen; keressiink 6t olyan oszlopvektort, melyek 6sszefiiggdk, de
barmely négy koziiliik fiiggetlen.

112. Haszndljuk a kifejtési tételt és nézziik meg a sorosszegeket.
113. Kifejtési tétel.
114. A 112. feladat valamennyit segit.

L, . . , X
115. Keressiink olyan matrixot, amivel balrdl szorozva az < y ) oszlopvektort, a

10x+y

10x+y
zéseket karakterizalo két feltétel.

) oszlopvektort kapjuk vagy igazoljuk, hogy teljesiil a lineéris leképe-

116. Hasznaljuk a definicidkat.
117. Nézziik meg, hogy mi a magtér a 115. feladatban.
118. Vetités (merdlegesen) e-re.

121. Hatdrozzuk meg a megadott bazis vektorainak képeit, majd irjuk fel a kapott
vektorok koordinatdit a megadott bazisban vagy hasznaljuk a bazistranszformaciot

11 L.
aB= ( 20 ) matrixszal.

122. Hatarozzuk meg a megadott bazis vektorainak képeit, majd irjuk fel a kapott
vektorok koordinatdit a megadott bazisban vagy hasznaljuk a bazistranszformaciot

11 L.
aB= ( 0 2 ) matrix-szal.
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123. Az a)-hoz nézziik meg a determindnst, a b)-hez pedig (mondjuk) azt, hogy
A a sik melyik transzformécidjanak a matrixa.

124. Elég végtelen sok olyan B métrixot taldlni, melyre B> = ( (1) (1) ) .

125. Forgatas.

126. ( _01 _01 ) a 180 fokos forgatds matrixa.

127. Forgatas + bézistranszformacio.
128. Dimenziététel.

129. Hatédrozzuk meg a képtér és a magtér dimenzidjat, majd adjuk meg a szoka-
sos bazisvektorok képeit.

130. A képtér egy sik, a magtér egy egyenes (miért?).

131. Allitsuk el6 a (11;6) vektort az (5;3) és a (4;3) vektorok linedris kombina-
cidjaként.

132. Szamitsuk ki az (1;0) és a (0; 1) vektorok képét.

135. Laéssuk be, hogy Im.o/ = ((0;3;—3),(3;3;0)), majd dontsiik el, hogy az
(1;2;3) vektor ebben a generdlt altérben van-e.

138. Vizsgaljuk azokat a leképezéseket, melyeknek A, B, illetve AB a matrixa €s
ezek képterét, illetve magterét.

139. Igen, bizonyitsunk indirekten.
143. Hasznaljuk a sajatvektor definici6jat.

144. Hatdrozzuk meg az (1,0) és (0,1) vektorok képét, majd ebbdl irjuk fel a
matrixot.

145. TItt is hatdrozzuk meg az (1,0) és (0, 1) vektorok képét, majd ebbdl irjuk fel
a matrixot.

146. Itt is hatdrozzuk meg az (1,0) és (0, 1) vektorok képét, majd ebbdl irjuk fel
a matrixot.

147. Hatarozzuk meg a szokdsos bdzis vektorainak képeit; a z tengely koriili
forgatasnak nincs hatdsa a z koordindtéra, az x és y koordinatakra pedig ugy hat,
mint a sikon az origé koriili forgatés.

152. A 149. feladathoz hasonléan hatdrozzuk meg a transzformdacié matrixat,
majd ellendrizziik, hogy a 9 ennek sajatértéke-e (ehhez nem feltétlen sziikséges a
sajatértékek meghatdrozasa).
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153. Az a) feladathoz keressiink (mondjuk) olyan matrixot, aminek nincs sajat-
vektora, de a kobének van. A b)-hez egyszertien alkalmazzuk a definiciot.

154. Haszndljuk a definiciot.

155. A 0 és az 1 sajatérték: vegyiik észre, hogy az A altal meghatarozott linearis
transzformécio6 a képtér minden vektorat sajat magaba viszi; mas sajatérték nincs:
Ax = Ax = A%x = A%x (miért?).

156. Indirekt, hasznaljuk a definici6t.
157. Miért ne?
185. A 183. feladathoz hasonléan érdemes eljarni.

187. Tudjuk, hogy ha m és n relativ primek, akkor ¢ (m)@(n) = ¢@(mn); ennek a
ténynek a jegyzetben taldlhat6 bizonyitdsat probdljuk meg adaptélni.

188. n paros kell legyen.

189. ¢(n) és d(n) esetében is a definiciét érdemes hasznalni és hasznos megvizs-
gdlni, hogy n mely oszt6i lehetnek relativ primek n-hez.

P

190. Az el6z6 feladathoz hasonléan érdemes elindulni.

P

191. Ugyanigy, mint az el6z6 feladatban, most is a definicidkat érdemes hasznél-
ni és hasznos megvizsgélni, hogy n mely o0sztéi lehetnek relativ primek n-hez.

192. Haszndljuk a pozitiv oszték szdmdra vonatkozé képletet és probalkozzunk
indirekten.

193. Nem képletet, hanem a definiciét érdemes haszndlni.
194. Itt is a definiciot érdemes hasznalni.

203. Az Euler-Fermat tétel hasznalata utan a keresett maradékra probaljunk felirni
egy linedris kongruenciat.

206. 16 =24,

207. Keressiink egy ilyen szamot (elég az is, ha beldtjuk, hogy van ilyen), majd
hasznéljuk az Euler-Fermat tételt.

208. Ha a nem relativ prim n-hez, akkor a"~! =1 (mod n) biztosan nem teljesiil.
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Megoldasok, eredmények

1. A keresett egyenesnek irdnyvektora az adott sik barmely normélvektora, igy az
(1;2;5) vektor is. A paraméteres egyenletrendszer ez alapjan

X = t+2
y = 2t+2
z = 5t+3.

2. Az (1;2;3) és (2;3;9) pontokon atmend egyenes (egyik) irdnyvektora
(2;3;9) — (1;2;3) = (1;1;6), igy ez lesz a keresett egyenes (egyik) irdnyvekto-
ra is. Ez alapjan a kérdéses egyenletrendszer

x = t+4
y = t+2
7z = 6r+1.

3. A megadott sik (egy) normélvektora n(5; —4;3). Mivel a két sik parhuzamos, n
a keresett siknak is normélvektora. P és n alapjan a keresett sik (egyik) egyenlete:
Sx—4y+3z=0. Az orig6 koordinatéi ezt kielégitik, igy az origé rajta van a sikon.

4. Els6 megoldas. Keressiink az egyenesen két pontot: pl. z=0eseténx =2,y =1,
mig z =1 esetén x = 3, y = 2, igy a megadott (2;3;5) ponton kiviil a (2;1;0) és
(3;2;1) pontok is a sikban vannak. Legyen a sik egyenlete ax + by + cz = d, az
ismert pontokat behelyettesitve a

2a+3b+5c=d
2a+b=d
3a+2b+c=d

egyenletrendszert kapjuk. Ezt az a, b, c ismeretlenekre (d-t paraméternek tekintve)
megoldjuk Gauss-elimindcidval vagy ahogy jdlesik, és azt kapjuk, hogy a = 3d,
b= —5d, c =2d. Mivel a sik egyenletében nem lehet a, b, c mindegyike 0,ad =0
esetet ki kell zarnunk, minden mads esetben a sik egyenlete 3dx — 5dy +2dz = d
lesz. Mivel d # 0, nyugodtan oszthatunk vele, ekkor a 3x — 5y + 2z = 1 egyenletet
kapjuk.
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Ha nincs kedviink d-t paraméternek tekinteni vagy til misztikusnak taldljuk, meg-
oldhatjuk az egyenletrendszert konkrét d értékre is, szem el6tt tartva, hogy a kere-
sett sikegyenlet szdmszorosai is sikegyenletek, azaz ha valamilyen 0-t6l kiillonbo-
70 szam lehet d értéke, akkor lesz olyan egyenlet, amiben d = 1, ellenkez esetben
pedig persze d = 0. Ezt a két értéket elég tehdt kiprobalni (d = 1-re a felirt egyen-
letet kapjuk, d = O-ra pedig azt, hogy nincs megoldas, mert a = b = ¢ = 0).

Misodik megoldés. Az A = (2;1;0) és B = (3;2; 1) pontok az egyenesen vannak,
igy benne kell lenniiik a sikban is. Legyen a (2;3;5) pont neve C, ez is a sik-
ban van, igy az AC = (2;3;5) — (2;1,0) = (0;2;% és BC = (2;3;5) — (3;2;1) =
(—1;1;4) vektorok is a sikban vannak. Mivel AC és B% nem parhuzamosak, a
vektoridlis szorzatuk a keresett sik normalvektora lesz. A vektorialis szorzatot de-
termindns és a kifejtési tétel segitségével felirva:

= (24 1-5)i= (0-4=5-(~1))j+(0:1-2- (- 1)k,

i
RXB%: 0
—1

—_— N~
&~ O

vagyis a sik (egyik) normdlvektora (3;—5;2). Innen a sik (egyik) egyenlete 3x —
Sy+2z=d, valamely d szdmra. d értékét a sik egy tetszdleges pontjat (mondjuk
A-t) behelyettesitve kapjuk: 3-2—-5-142-0 = d, azaz a keresett sikegyenlet
3x—5y+2z=1.

—%
5. Els6 megoldis. zﬁ = 5§ —O0A = (7;11;-5) — (1;5;3) = (6;6;—8) (ahol O
az origdt jeldli) és hasonléan AC = (10;14;—9) — (1:5;3) = (9;9; —12). AB és

AC pérhuzamosak (hiszen R = %A ), vagyis A, B és C egy egyenesre esnek.

Ebbdl kovetkezik, hogy tetszdlegesen vélasztott D pont esetén (igy a feladatban
megadottra is) A, B, C és D egy sikra esnek.

Misodik megoldas. Felirjuk az A, B és D pontok altal meghatarozott sik egyen-
letét. Ennek normadlvektora lesz minden, az AB és XB vektorokra egyardnt
rﬁiréﬂeges vektor, igy példdul az z@ X A—D> vektoridlis szorzat. Iﬁ = OB —
% = (7;11;-5) — (1;5;3) = (6;6;—8) (ah(LO e&)orig(’)t jeloli) és hasonldan
AD = (12;6;—15) — (1;5;3) = (11;1;—18). AB x AD-t a tanult képlettel megha-
tarozva:

ik
6 é —8 | =(6-(—18)—1-(~8))i—(6-(—18) —11-(=8))j+(6-1—6-11)k,
111 —18

vagyis a vektoridlis szorzat a (—100;20; —60) vektor. Ehelyett haszndlhatjuk nor-
madlvektornak ennek a (—20)-adrészét, az n = (5;—1;3) vektort. A kapott nor-
malvektor és (példaul) A segitségével az ABD sik egyenlete mar a tanult képlettel
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felirhat6: Sx —y+ 3z =9. Ebbe a C pont koordinatdit helyettesitve az egyenlet
teljesiil, igy C rajta van a sikon, vagyis a négy pont egy sikra esik.

6. Elsd megoldas. Keressiink két pontot az egyenesen. Ha szerencsénk van (rész-
leteket 1d. a masodik megolddsndl), akkor barmely szdm lehet egyenesen 1évd
pont elsé koordinatdja, igy elég két darab két ismeretlenes egyenletet megolda-
ni, mondjuk legyen x = 0, ekkor —3y+z =16 és 2y —z = —9, ahonnan y = —7
és z = —3, illetve x =1, ekkor —3y+z=11és 2y —z= —12, ahonnan y = 1 és
z=14. A (0;—7;-5) és (1;1;14) pontok tehat az egyenesen vannak, ezek kiilonb-
sége, (1;8;19) j6 lesz irdnyvektornak, ahonnan a paraméteres egyenletrendszer

X =1
y = 8t—7
z = 19t-5.

Mi a teendd, ha nincs szerencsénk és hogy deriil ez ki? Ugy deriil ki, hogy a két
ismeretlenes egyenletrendszernek nem lesz megoldasa (vagy ha pont beletaldl-
tunk az egyetlen szébajovo értékbe, akkor végtelen sok megoldésa lesz), ilyen-
kor megprébalkozhatunk a masodik koordindtdval, ha ez sem miikodik, akkor a
harmadikkal és ez mar biztosan j6 lesz, hiszen mindharom koordindta nem lehet
fix, ekkor ugyanis nem egyenesiink, hanem pontunk lenne. Az egész hercehurca
elkeriilhetd persze, ha az eredeti, hdrom ismeretlenes rendszert oldjuk meg (pl.
Gauss-eliminacidval).

Misodik megoldés. A metszésvonal iranyvektora mindkét sikkal parhuzamos, te-
hat mindkét sik normalvektorara merdleges lesz, azaz parhuzamos lesz a két nor-
malvektor vektoridlis szorzatdval. A vektoridlis szorzatot determindns €s a kifej-
tési tétel segitségével felirva

= (1;8;19).

W U |~
|
—_ X

Sziikségiink van még az egyenes egy pontjara, ehhez a két sikegyenletbdl allo
egyenletrendszernek kell megtaldlnunk egy megoldasat. Ezt sokféleképp megte-
hetjiik (pl. Gauss-elimindcidval), de a leggyorsabb, ha megprébalunk megszaba-
dulni az egyik ismeretlentl. Mivel az egyenes irdnyvektordnak elsd koordindtdja
nem 0, tetszdleges a szdm esetén lesz olyan pontja az egyenesnek, melynek elsé
koordinétdja a (ezt a paraméteres egyenletrendszer elsd egyenletét vizsgalva lehet
a legkonnyebben latni: x =1 -+ p valamely p szdmra, igy at = a — p valasztdsra
a pontunk elsd koordinatdja a). Keressiink tehdt (mondjuk) olyan pontot, melyre
x=0. Ekkor —3y+z=16¢€s2y—z=—9, ahonnan y = —7 és z = —5. A kérdéses
paraméteres egyenletrendszer tehat
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X =1

y = 8—-7

z = 19t 5.
Harmadik megoldds. Ha mér az els6 két megolddsban mindent elkovettiink, hogy
ne kelljen Gauss-eliminalni, érdemes megéllapitani, hogy ezzel a technikdval is
lehet gyors megolddst adni. Gauss-elimindljuk a két sik egyenletébdl all6 rend-

szert:
32 —1]-9 1 -3 1 §—§—3
5 -3 1|16 5 — 16 0 -4 3|31
12 - —3) (10—i i)
3 I 19
93 ~ § 93
(01—1 - 01 —i5|-%
A harmadik oszlopban nincs vezéregyes, tehdt a z védltozéhoz szabad paraméter
tartozik, mondjuk 7. A megoldas x = %t + 1%, y= l%t — %, z =t. Nini, ez egy
paraméteres egyenletrendszer, ami épp az egyenes pontjaira teljesiil. Akkor j6 is
lesz megoldédsnak.

~1
3
1

U2 WD

| —

loos

]

Megjegyzés. Egy egyenesnek természetesen tobb paraméteres egyenletrendszere
is van, ez magyardzza azt, hogy a harmadik megoldds mas, mint az els6 kett6 (az
els6 két megoldasban latott irdnyvektor helyett itt annak 1—19—szerese szerepel €s a
pont is mas, a harmadik koordinataja 0, nem az elsd). A Gauss-eliminécio kelle-
mesebb lesz, ha felcseréljiik az x €s a z koordindta szerepét, vagy ha (ami ezzel
ekvivalens) az egyenletrendszer megoldésa el6tt cseréljiik fel az elsd és a harma-
dik oszlopot, de egyik sem javasolt, mivel nehezitik az eljaras atlatasat és szdmos
hibalehetdséget rejtenek magukban (persze a bemutatott Gauss-elimindciét meg
elég konnyii elszamolni).

7. S atmegy az AB szakasz felezGpontjan, vagyis a (3;5;2) ponton. Mivel S me-

roleges az AB szakaszra, az Iﬁ vektor normalvektora lesz S-nek. Igy S-nek nor-
madlvektora (2;2;—8), ahonnan S (egy) egyenlete 2x + 2y — 8z = d. A d értéket a
(3;5;2) pont koordindtdit behelyettesitve kapjuk: d =2-3+2-5—-8-2=0.

8. Eredmény: a sik egyenlete 3x — 2y —z = 6 (és ennek (nem nulla) szdmszorosai).

9. A keresett egyenesnek irdnyvektora lesz minden, az ABC lap sikjdra merdleges
(nullatdl kiilonbozd) vektor. J6 irdnyvektor lesz tehat példdul a v = AB x AC vek-
torialis szorzat. zﬁ = 5§ - 5Z = (5;7;4) — (2;5;1) = (3;2;3) (ahol O az origét
jeloli) és hasonléan R = (6;4;2) —(2;5;1) = (4;—1;1). A vektoridlis szorzatot
determindns €s a kifejtési tétel segitségével felirva:

i jk
ABXAC=|3 2 3|=5i+9j— 1k
4 11
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Tehat v = (5;9;—11). v és D segitségével a magassdgvonal egyenletrendszere
konnyen felirhato:

x—=9 y—=T7 z-5

5 9 -1

Természetesen az irdnyvektor meghatdrozdsiahoz nem sziikséges a vektoridlis
szorzat fogalma: valamivel tobb szdmoldssal skalaris szorzds segitségével, a
% zﬁ =0, E-R = ( osszefiiggéseket felhaszndlva is megkaphat6 egy alkalmas v
irdnyvektor.

10. Egy sik pontosan akkor lesz parhuzamos f-fel, ha a normélvektora merdleges
f irdnyvektordra, (3;4;7)-re, azaz a skaldris szorzatuk 0. Legyen a normalvektor
(a,b,c), ekkor tehdt 3a+4b+ 7c = 0 kell, hogy teljesiiljon. Ennek sok megolddsa
van, ilyen pl. az (1; 1; —1) vektor. Megfelel6 megoldas tehat példaul az x+y—z =
0 sik (a jobboldali O onnan jon, hogy a sik tartalmazza az origét).

11. Egy egyenes pontosan akkor dof egy sikot, ha nem parhuzamos vele, vagyis ha
az irdnyvektora és a sik normélvektora nem merdlegesek, azaz a skaldris szorzatuk
nem 0. A megadott egyenes irdnyvektora (1;1;c¢) a megadott sik normalvektora
(1;1;1), igy az egyenes akkor dofi a sikot, ha (1;1;¢) - (1;1;1) =c+2 # 0, azaz
¢ # —2 esetén.

12. Eredmény: a sik egyenlete —x+ 2y —z = 1 (és ennek (nem nulla) szdmszoro-
sai).

13. Jelolje a megadott egyenest e, a keresett sikot S, annak egy normalvektorat
pedig n. e iranyvektora v(3;1;5). Mivel S parhuzamos e-vel, ezért n merdleges v-
re, n ugyancsak merdleges a PQ vektorra (hiszen ez a két pont a sikban fekszik).
PQ =q—p=(2;3;6) (ahol p és g a két pontba mutaté helyvektorokat jel6lik). Igy

a 1@ x v vektoridlis szorzat j6 vélasztds n-re. Ezt a tanult képlettel meghatarozva:

PO %=

= 9i+8j— Tk.

W N~
—_— .
W O\ | X

A kapott normalvektor és P (vagy Q) segitségével a sik egyenlete mar konnyen fel-
irhat6: 9x + 8y — 7z = 5. A normdlvektor meghatdrozdsahoz persze nem feltétle-
niil sziikséges a vektoridlis szorzat fogalma: valamivel tobb szdmolassalav-n =0,
PQ -n = 0 osszefiiggéseket felhasznélva is megkaphat6 egy alkalmas n normal-
vektor.

14. Egy (x,y,z) pont akkor és csak akkor lesz rajta mindharom sikon, ha x,y,z
megoldasa a harom sikegyenletbdl all6 egyenletrendszernek. A Gauss-eliminédcio
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els6 1épései sordn az aldbbiakat kapjuk:

12 3|14 1 2 3] 14 12 3] 14
26 10[24 |~[0 2 44 | ~[o01 2|2
42 pl6s 0 -6 p—12| 12 00 p| 0

Két esetet érdemes megkiilonboztetni aszerint, hogy p értéke 0 vagy sem. Ha p =
0, akkor az utols6 sort tordljiik, majd a Gauss-elimindciét folytatva az

1 0 -1} 18
01 2]-2

redukdlt 1épcsds alakot kapjuk. A megoldds innen x =1+ 18, y = -2t -2,z =1,
ahol ¢ tetszGleges valos szam. Ez egy (1;—2;1) irdnyvektord, és (tobbek kozt) a
(18;—2;0) ponton dtmend egyenes paraméteres egyenletrendszere, bar ezt senki
nem kérdezte. Ha p # 0, akkor p-vel osztva, majd a Gauss-eliminaciét folytatva

12314 1 20| 14 1 00|18
0122 |~1010-2]~10120|-2
001 O 00T1| O 001 O

adodik, vagyis ekkor a megoldds a (18;—2;0) pont.

15. Els6é megoldas. A sikok pontosan akkor metszdk, ha a normdlvektoraik nem
parhuzamosak, ez jelen esetben nyilvan ¢ # 2 esetén teljesiil. (c = 2-re a két sik
parhuzamos (de nem azonos) lesz.) A metszetegyenes akkor és csak akkor nem
lesz parhuzamos a harmadik sikkal, ha dofi, azaz pontosan egy kozos pontjuk
van. Azt kell tehdt megvizsgdlnunk, hogy (c # 2 esetén) a harom siknak mikor
nem lesz pontosan egy k6zos pontja (hiszen a metszetegyenes épp az elsd két sik
kozos pontjainak halmaza). Magyardn a harom sikegyenletbdl kapott egyenlet-
rendszer megolddsainak szdmara vagyunk kivdncsiak. Az egyenletrendszer

12 1|3
c 424
36 cl|5

A megolddsok szdmahoz elég a baloldali matrix determindnsat vizsgélni: ha a
determindns 0, akkor nulla vagy végtelen sok megoldas lesz, ha nem 0, akkor
pontosan egy. A determindnst kifejtési tétellel (vagy mashogy, a Gauss-eliminacid
most koriilményes) kiszdmitva —2¢24+10c — 12 adédik, ez ¢ = 2 és ¢ = 3 esetén
lesz 0, az elGbbit kizartuk, a megoldas tehat ¢ = 3.

Maisodik megoldas. Az elsé két sik ¢ # 2 esetén metsz0, a metszetegyenes egy
irdnyvektora a két sik normalvektorainak vektoridlis szorzata, azaz

= (0;¢—2;4—2c).

o =i~
B N~
o =
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Az egyenes pontosan akkor lesz parhuzamos a harmadik sikkal, ha az irdnyvektora
merdleges a sik normélvektordra, azaz a (0;¢c —2;4 —2¢) - (3;6;¢) skaldris szorzat
0. A skaldris szorzat 0-3+ (¢ —2) -6+ (4 —2¢)-c = —2¢> + 10c — 12, ez ¢ = 2 és
¢ = 3 esetén lesz 0, az el6bbit kizdrtuk, a megoldds tehét ¢ = 3.

Harmadik megoldés. A metszet vizsgdlatdhoz Gauss-elimindljuk a két sikegyen-
letbdl 4ll6 egyenletrendszert:
3
4—-3¢ )’

1213 1 2 1
c 4 2|4 0 4—2c 2—c¢

Ha 4 —2¢ =0, azaz ¢ = 2, akkor tilos sort kapunk (mivel 2 — ¢ is 0, 4 — 3¢ viszont
nem), azaz ekkor nem lesz metsz0 a két sik. Ellenkez$ esetben oszthatunk (4 —

2¢)-vel:
(121 3 > (1003—42—3;)
1|4-3 ~ 1| 4-3c .
01 3]5= 01 3] 3=
Innen a megoldds x =3 — 2‘};, y= —%t + i:gi, 7 =t, tetszOleges t valds szdmra.

Ez egy egyenes paraméteres egyenletrendszere, melynek iranyvektora (0; —%; 1)
(ennek kiszamitdsdhoz a redukalt 1épcsds alak jobboldaldra nincs is sziikség). Az
egyenes akkor lesz parhuzamos a harmadik sikkal, ha az irdnyvektora merdleges
a sik normélvektordra, azaz a (0;—%; 1)-(3;6;c) skaldris szorzat 0. A skaldris
szorzat0~3—|——% -6+ 1-c=c—3, amegoldds tehit ¢ = 3.

7 2

16. A sikok egy-egy normélvektora elddll (példaul) az AC és BC, illetve DC és
EC vektorok vektoridlis szorzataként. A vektoridlis szorzatokat determindns se-
gitségével kiszdmitva az elsd sik egy normdlvektoranak (2;—1;1), a masodik sik
egy normdlvektordnak (2;6;—7) adédik. Ezek a vektorok merdlegesek a kere-
sett irdnyvektorra és egymassal nem parhuzamosak, tehat a vektoridlis szorzatuk
parhuzamos a keresett vektorral. A vektoridlis szorzatot determinéns segitségével
kiszamitva (egy lehetséges) megoldasként az (1;16; 14) vektor adddik.

Természetesen vektoridlis szorzas nélkiil is megoldhat6 a feladat: meghatarozhat-
juk a két sik egyenletét, majd az e két egyenletbdl 4ll6 rendszer megolddsait, ezek
lesznek a metszetegyenes pontjai. Innen az irdnyvektor (a 14. feladat megolda-
séandl és a 15. feladat harmadik megolddsanal latottak szerint) leolvashatd, de az
is jo, ha keresiink két konkrét megoldast, a kiilonbségiik az egyenes irdnyvektora
lesz. Mivel a C pont nyilvan rajta van a metszetegyenesen, valdjdban elég egy ettdl
kiilonboz6 megoldast megtaldlnunk.

17. Els6 megoldds. Az egyenes irdnyvektora (4;8;16), a sik normdlvektora
(0;2;1), skaldris szorzatuk (4;8;16)-(0;2; 1) = 32, vagyis a két vektor nem merd-
leges, igy az egyenes nem parhuzamos a sikkal, tehat pontosan egy kdozos pontjuk
van.
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Misodik megoldds. Keressiik meg a metszésponto(ka)t, vagyis oldjuk meg az
egyenes egyenleteibdl és a sik egyenletébdl all6 rendszert. Ennek legegyszertibb
modja, ha a paraméteres egyenletrendszer egyenleteit a sik egyenletébe irva meg-
hatdrozzuk t-t: p=2y+z=2(8t+ 1)+ (16t + 1) =32¢+3, innen ¢ = p3—;3. Mivel
ezzel az x,y,z értékeket is egyértelmiien meghataroztuk (a paraméteres egyenlet-

rendszer egyenleteit haszndlva), minden p értékre pontosan egy kozos pont lesz.

Megjegyzés. Lattuk, hogy a kozos pontok szdma p értékétdl fiiggetlen. Ennek az
az oka, hogy p a sik normélvektorat nem befolydsolja, csak azt, hogy a (0;2;1)
normalvektord parhuzamos sikok koziil melyikrdl van szd, tovabbd a sik és az
egyenes nem parhuzamos. Ha a sik és az egyenes parhuzamosak lennének, akkor
p is szerephez jutna: p hatdroznd meg, hogy az egyenes benne van-e a sikban
(amikor is végtelen sok k6zos pont lenne) vagy sem (mely esetben nem lenne
kozos pont).

18. Legyen a keresett egyenes e, az irdnyvektora pedig (a;b;c). Mivel e és f
merdleges, az irdnyvektoraik skaldris szorzata 0, azaz (a;b;c) - (1;1;0) =a+b =
0. Mivel e d4tmegy az origdn, (egyik) paraméteres egyenletrendszere

x=at',y=—at', z=ct.

Az egyenesek (x;y;z) metszéspontjara mindkét paraméteres egyenletrendszer tel-
jesiil (nem feltétleniil azonos paraméterrel, ezért is jeloltik a mdasodik rend-
szer paraméterét t'-vel), tehat egyfelSl (e miatt) x +y = 0, mdsfelSl (f miatt)
Xx+y =2t + 3, ahonnan ¢ = —%, ebbdl pedig x = —%, y= %, z=—1. Mivel ez
a pont és az origo is rajta van e-n, a (—%; %; —1) vektor irdnyvektora e-nek, innen
a keresett paraméteres egyenletrendszer

1, 1, /
= ——t = —f = —t.
X 27y 27Z

19. Jelolje az adott egyenest e, a keresett egyenest f. e egy irdnyvektora
v(1;3;—4), egy pontja Q(3;2;—1). A P-n atmend, v normdlvektord S sik e-vel
vett M metszéspontja épp f és e metszéspontja. S egyenlete felirhatd v és P se-
gitségével: x+3y—4z=1-12+3-1+(—4)-7 = —13. Az M metszéspont innen
mar konnyen megkaphatd, csak meg kell oldanunk azt az egyenletrendszert, mely
az e egyenest meghatarozé két egyenletbdl és S egyenletébdl all:

y=2 —z-1
3 4
Az elsd két egyenletbdl y-t és z-t x segitségével kifejezve: y=3x—7,z=—4x+11,

majd ezt a harmadik egyenletbe behelyettesitve és rendezve x = 2 adédik. Ebbdl
y = —1, z = 3 (az egyenletrendszert persze masképp is megoldhatjuk). Vagyis

x—3 , Xx+3y—4z=—13.
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megkaptuk M-et: M(2;—1;3). f-nek Aﬁ iranyvektora. Ez megkaphat6 a P-be,
illetve M-be mutaté helyvektorok kiilonbségeként: Aﬁ’( 10;2;4). (Ennek a fele is
hasznélhat6 irdnyvektornak: (5;1;2).) Az irdnyvektor és P (vagy M) segitségé-

vel mér felirhaté f egyenletrendszere: X’le =y—1= % (Vagy ugyanez M-et

hasznélva: )%2 =y+1= %.)

Megjegyzés. A feladat a kovetkez$ otlettel is megoldhaté: a fenti megoldés je-

161éseit hasznélva, legyen v a v-vel azonos irdnyu, egység hosszui vektor. (Azaz

Vo = (\/L%) -v.) Ekkor a v - @ skaldris szorzat abszolut értéke (a skalaris szor-
zat definicidja és a derékszogli haromszog oldalai és szogei kt’)ﬂennéllé ismert
Osszefliggések szerint) épp a QM vektor hossza. Ebbdl pedig OM, majd M mar

konnyen meghatdrozhatd.

20. Els6 megoldds. A két egyenes akkor kitérS, ha se nem parhuzamosak, se
nem metszOk. Parhuzamosak akkor lesznek, ha az irdnyvektoraik parhuzamosak.
Az AB egyenes (egyik) irdnyvektora (3;1;3), a CD egyenes (egyik) irdnyvektora
(6;2; p — 3). Ezek pontosan akkor parhuzamosak, ha 1étezik olyan ¢ valés szam,
melyre ¢ - (3;1;3) = (6;2; p — 3). Vildgos, hogy ez pontosan (¢ =2 és) p =9
esetén teljesiil. Ha a két egyenes nem parhuzamos, akkor meg kell még vizs-
gdlni, hogy metszdk-e. Ehhez célszer( felirni a két egyenes egyenletrendszerét:
AB (egyik) paraméteres egyenletrendszere az x =3t + 1, y=¢t+1,z=3t+2
egyenletekbdl, CD (egyik) paraméteres egyenletrendszere pedig az x = 6s + 4,
y =25,z = (p—3)s+ 3 egyenletekbdl &ll. Innen AB (nem paraméteres) egyen-
letrendszere ’%1 =y—1= % CD (nem paraméteres) egyenletrendszere pedig
)%4 =3= é;_%, ha p # 3, illetve ’%‘ = 5, z=3, ha p = 3. Kénnyen kiszdmithato,
hogy a két egyenletrendszernek egyik esetben sem lesz k6zos megoldasa, vagyis
a két egyenes soha nem lesz metsz6. Az egyenesek tehdt pontosan akkor kitérdk,

ha p #9.

Maisodik megoldas. A két egyenes akkor nem kitérd, ha az A, B,C, D pontok egy
sikban vannak. Az ABC siknak normélvektora lesz az AB = (3;1;3) és az AC =
(3;—1;1) vektorok vektoridlis szorzata, azaz

W W |~
—_—
NSNE

ahol i, j, és k az x, y, illetve z irdnyu egységvektorok. A kifejtési tétellel a de-
terminanst kiszdmitva a (4;6;,—6) vektor addik normalvektornak. Innen a sik
egyenlete 2x + 3y — 3z = d, d értékére a sik egy tetszdleges pontjat (pl. A-t) be-
helyettesitve a —1-et kapjuk. A D csucs akkor lesz a sikban, ha a kapott egyenlet
teljesiil a koordinatéira, azaz 2-104+3-2—3-p = —1. Innen p =9, az egyenesek
tehat akkor és csak akkor kitérdk, ha p # 9.
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21. Az 4llitds nem igaz, a kérdéses halmaz ugyanis nem zirt az Gsszeaddsra:
példaul az (1;1;1) és (0;1;0) szdmhdrmasokra teljesiil a feltétel, az 6sszegiikre
azonban nem.

22. Eredmény: igen.

23. Legyen a Fibonacci tipust, R>-beli vektorok halmaza F és legyen v =
(x1,%2,%3,%4,%5)7 és w = (y1,y2,Y3,V4,¥5)" két F-beli elem, A € R pedig tet-
szbleges skaldr. E16szor megmutatjuk, hogy v+ w szintén F-beli. Ugyanis v +w
harmadik eleme x3 + y3, ahol x3 = x; +x3 és y3 = y; + y» (mert v és w F-beliek).
Igy v+ w harmadik eleme (x; +y;) + (x2 4 y2), vagyis valéban v +w els6 két
elemének 0sszege. Hasonldan lathat6 be, hogy v+ w negyedik és 6todik eleme is
a folotte 4all6 kettd 6sszegével egyenld. Most megmutatjuk, hogy A - v is F-beli.
Ugyanis A - v harmadik eleme A - x3 = A (x| +x3) = Ax| + Axp, vagyis a A - v har-
madik eleme az elsé kettd dsszegével egyenld. Ugyanigy indokolhatd, hogy A - v
negyedik és 6todik eleme is a folotte 4ll6 kettd Osszege. Mindebbdl kovetkezik,
hogy F olyan nemiires részhalmaza R>-nek, amely zart az 6sszeaddsra és a skaldr-
ral szorzdsra, igy altér. (F valéban nemiires, hiszen példdul benne van a nullvektor
vagy a feladatban megadott konkrét vektor.)

25. A vektorok akkor és csak akkor alkotnak fiiggetlen rendszert, ha aa + b +
Yc+ 0d = 0 csak ¢ = B = y = 6 = 0 esetén lehetséges, vagyis ha az

121 0 |0
235 1 |0
329 p |0
036 p+1|0

egyenletrendszernek csak egy megolddsa van. Gauss-eliminaciét alkalmazva az
egyenletrendszer az

1

;
0 F£-6
alakra hozhat6, ahonnan lathat6, hogy a megoldds pontosan akkor lesz egyértel-

md, ha a negyedik sorban is lesz vezéregyes, tehat 771” —6#0, vagyis p # % Igy
a vektorok p # % esetén alkotnak fiiggetlen rendszert.

Megjegyzés. Természetesen vizsgalhattuk volna (praktikusan — a jobboldali 0-k
nem tdl faraszt6 kiszamitasatol eltekintve — pontosan ugyanigy) az egyenletrend-
szer baloldalan 1évd 4 x 4-es matrix determinansat is: ez akkor és csak akkor 0, ha
1étezik egyértelmli megoldas.
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26. A generalt altér definicidja szerint azt kell eldonteni, hogy 1éteznek-e olyan
o, B,y skaldrok, melyekre aa + Bb + yc = d teljesiil. Behelyettesitve a, b, ¢ és d

értékét, a
3a+15B+12y=6
—o+6y=38
20+8B+7y=-9
o+7B+p-y=12

linedris egyenletrendszerre jutunk. Erre a Gauss-eliminaciot alkalmazva:

315 12] 6 1 5 41 2
~1 0 6| 8 0 5 10| 10
28 7191710 -—2 —1/-13]|"
1 7 p|12 0 2 p—4| 10
15 4] 2 15 4 2
01 21 2 012 2
“loo 3l-9 | 7l oo 1 -3
00 p—8| 6 00 0|[3p—18

Lathatd, hogy ha 3p — 18 # 0, akkor tilos sor keletkezik, vagyis az egyenletrend-
szernek nincs megoldédsa. Ha viszont 3p — 18 = 0, akkor az utols6 sor elhagyhat6

és az egyenletrendszer megoldhat6 lesz. Igy a d € (a, b, ¢) llitas pontosan akkor
igaz, ha p = 6.

Megjegyzés. p = 6 esetén az eliminicié folytatdsdval megkaphaté az egyenlet-
rendszer (egyértelmii) megolddsa: a = —26, B = 8, y= —3, a feladatban szerepld
kérdés megvilaszoldsdhoz azonban erre nincs sziikség.

27. Els6 megoldas. A négy vektor pontosan akkor alkot generdtorrendszert, ha
minden (d,e, f,g) valds szamnégyeshez 1étezik olyan «, 3,7, 5, melyekre ox +
Bx+7vz+0v=(d,e, f,g). Mids sz6val az

T R
S a oW
S O o W
SO B~ 0
00 N X

egyenletrendszernek 1étezik megolddsa minden (d,e, f,g) valés szamnégyesre.
Konnyen lathat6, hogy ez pontosan akkor teljesiil, ha a bal oldali matrix determi-
ndnsa nem 0. (Ha a determinans nem 0, akkor mindig 1étezik (egyértelmii) meg-
oldas, ha viszont 0, akkor a Gauss-elimindci6 sordn keletkezik vagy tilos sor vagy
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csupa O sor. Ez utébbi esetben a sornak megfeleld jobboldalt megvaltoztatva tilos
sort kapunk, vagyis mindig lesz olyan (d,e, f,g) négyes, amire tilos sort kapunk
és 1igy nincs megoldéds.) A determinanst a negyedik sor szerint kifejtve, majd a
kapott determinénst a harmadik sor szerint kifejtve (vagy akdr a definici6 alapjin)
c?(c? — 12) adédik. Ez pontosan akkor lesz 0, ha ¢ = 0, ¢ = /12 vagy ¢ = —/12.
Ezen c értékekre tehat a vektorok nem alkotnak generitorrendszert, minden mas
c-re viszont igen.

Masodik megoldas. Négy vektor egy négy dimenzios térben akkor €s csak akkor
alkot generdtorrendszert, ha fiiggetlenek, hiszen ha fiiggetlenek lennének, de nem
alkotndnak generdtorrendszert, akkor egy dltaluk nem generalt vektorral egyiitt
madr ot elemd fliggetlen rendszert alkotndnak (az djonnan érkez6 vektor lemmadja
miatt), ami lehetetlen; masrészt ha nem lennének fiiggetlenek, akkor egy alkalmas
elemet elhagyva egy hdrom elemii generdtorrendszert kapnank, ami szintén lehe-
tetlen. A négy vektor pontosan akkor lesz fliggetlen, ha csak a trividlis linedris
kombindaciéjuk adja a nullvektort, vagyis az

I T
S o o N
SO o W
SO B~
SO OO

egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van. Ez ekvivalens azzal, hogy a
baloldali matrix determindnsa nem O, innentdl pedig az elsé megoldasban latottak
szerint jarunk el.

28. A generdlt altér definicigja szerint azt kell eldonteni, hogy léteznek-e olyan
o, B,7,6 € R skaldrok, amelyekre ata + Bb + yc + 8d = e teljesiil. Behelyette-
sitve a, b, ¢, d és e konkrét értékét, a 2a +4p +10y—46 =0, 3a+4B +9y =
—2, —0t+ 7Y+ p-0 = p—+4 linedris egyenletrendszerhez jutunk. Erre a Gauss-
eliminaciot alkalmazva:

2 4 10 —4 0 1 2 5 =2 0
34 9 0] -2 |~10-2 -6 6| —2 |~
-1 0 1 p/p+4 0 2 6 p—2|p+4
125 =2 0
~1 013 =3 1

000 p+4|p+2

Ha p+4 = 0, akkor tilos sor keletkezik, igy az egyenletrendszernek nincs megol-
ddsa, ha viszont p 44 # 0, akkor az utolsé sor (p + 4)-gyel osztdsa utdn kapjuk
a 1épcsds alakot. Ebben az esetben tehdt az egyenletrendszernek lesz megoldasa,
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mert a redukdlt 1épcsds alakig hatralévo 1épések sordn tilos sor mar nem keletkez-
het. Igy az e € {(a, b, c,d) dllitds pontosan akkor igaz, ha p # —4.

29. A vektorok pontosan akkor lesznek fiiggetlenek, ha csak a trividlis linedris
kombindciéjuk adja a nullvektort, vagyis a

W - o
W o =
W o N =
o O OO

egyenletrendszernek pontosan egy megoldédsa van. A Gauss-eliminicio kellemet-
lennek tlinik, de ha el6tte kicseréljiik az elsd és a negyedik sort (ami a megoldés-
halmazt nem véltoztatja meg), akkor fijdalommentes lesz:

33 3/0 1 1 10
1 ¢ 20 0 c—1 110
22c¢l0l7]10 0c-2]0
c1 110 O 1l—c 1—-¢|O

Ha ¢ = 1, akkor a masodik oszlopban nem lesz vezéregyes, vagyis semmiképp
sem lehet egyértelmi a megoldds. Ha ¢ # 1, akkor a mésodik sort (¢ — 1)-gyel
osztva és a Gauss-eliminaciot folytatva

11 1o 11 1o
1 1
01 Ljo| [o1 Lo
00 c—2|0 00 c—2]0
002-c|0 002-c|0

Ha ¢ = 2, akkor a harmadik oszlopban nem lesz vezéregyes, tehét ekkor sem lehet
egyértelmd a megoldés. Ha ¢ # 2, akkor a masodik sort (¢ — 2)-vel osztva és a
Gauss-elimindciot folytatva az alabbi 1épcsds alakot kapjuk:

1

c—

S O =

1
1
0

_Ik-
oo o

Mivel minden oszlopban van vezéregyes, a megoldas egyértelmd, tehat a vektorok
akkor és csak akkor lesznek fiiggetlenek, ha ¢ # 1 és ¢ # 2.

30. Els6 megoldas. A két megadott vektor fiiggetlen rendszert alkot (ha nem igy
lenne, akkor természetesen nem is lehetne 6ket bazissa kiegésziteni), olyan harma-
dik vektort kell keresniink, amelyet a rendszerhez véve az fiiggetlen marad, hiszen
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3 fiiggetlen vektor egy 3 dimenzids térben bézist kell, hogy alkosson. Legyen a
harmadik vektor (a;b;c), ekkor arra lesz sziikségiink, hogy a

[\S IRV, RN}
W N W
o SR
S O O

egyenletrendszernek csak egy megoldasa legyen (azaz a 3 vektornak csak a trivia-
lis linedris kombindcidja adja a nullvektort). Ez azzal ekvivalens, hogy a baloldali
3 x 3-as matrix determindnsa nem 0. A determindnst kifejtési tétellel kiszamitva
(a harmadik oszlop szerint kifejtve) 11a + b — 19¢ adédik, minden olyan a,b,c
harmas jo lesz, amire ez a kifejezés nem 0. Ha nincs kedviink a kifejtési tételt
haszndlni (vagy még nem tanultuk), akkor hasznélhatjuk a definicidt is (esetleg a
Sarrus-szabdlyt, de csak ha megigérjiik, hogy kizardlag 3 x 3-as métrixokra fogjuk
alkalmazni és nem rontjuk el), vagy intelligens probélgatast is alkalmazhatunk: a
(0;0;1), (0;1;0), (1;0;0) vektorok valamelyike biztosan j6 lesz harmadiknak, hi-
szen nem lehet mindegyikiik benne a két adott vektor sikjdban (most torténetesen
mind a hdrom jo lesz).

Maisodik megoldas. Egy kételemi (fiiggetlen) halmazt kell egy harom dimenzids
tér bazisava kiegésziteni, tehat pontosan egy plusz vektorra lesz sziikség. Ez a
vektor barmi lehet, ami nincs benne a két megadott vektor 4ltal generalt altérben
(ami egy sik), hiszen ekkor a harom vektor egyiitt legaldbb 3 dimenzids alteret
generdl, ez pedig csak maga R> lehet. Tlyen vektort sokféleképp kaphatunk, a
leggyorsabb taldn a két adott vektor vektoridlis szorzatdt tekinteni, ami merdleges
mindkét vektorra, igy természetesen nincs benne az dltaluk meghatarozott sikban.
A vektoridlis szorzatot determindns segitségével kiszamitva a (11;1;—19) vektort
kapjuk.

Ha mar dgyis megvan a vektoridlis szorzat, akkor akdr fel is irhatjuk a két meg-
adott vektor dltal generalt sik egyenletét (amit az els6 megolddsban is megkap-
tunk): 11x+y— 19z = 0 (a jobboldali 0 onnan jon, hogy az origé benne van a
sikban). Minden olyan vektor j6 lesz harmadiknak, ami nincs a sikban, azaz ami-
re az egyenlet nem teljesiil. A sik egyenletét természetesen vektoridlis szorzds és
determindns hasznalata nélkiil is megkaphatjuk, példdul ugy, hogy felvessziik 3
pontjat (mondjuk a két megadott vektort és az origét), majd megoldjuk az igy
adodo egyenletrendszert.

31. A kilenc kozos vektor egy kilenc dimenzids alteret feszit, amiben a nem
kozos vektorok egyike sincs benne. Ebbdl azonban nem kovetkezik, hogy ezek
egymads szamszorosai, hiszen legyen pl. a kilenc k6zos vektor a szokdsos bazis
elsé kilenc vektora, a nem kozos vektorok pedig a szokdsos bazis tizedik vektora,
illetve (mondjuk) a szokdsos bazis vektorainak 0sszege. Konnyen lathato, hogy
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igy valéban két bazist kapunk, a két nem k6zos vektor pedig nyilvan nem egymaés
SZAmszorosa.

32. Példdul a szokdsos (1;0;0;0),(0;1;0;0),(0;0;1;0),(0;0;0;1) bazis és az
(1;0;0;0),(0;1;0;0),(1;0;1;0), (1;0;0; 1) bazis ilyenek lesznek.

35. Elég megmutatni, hogy a kérdéses vektorhalmaz (a tovdbbiakban B) gene-
ratorrendszer, hiszen ekkor az F-G egyenldtlenség miatt fiiggetlen is kell legyen.
(Ha nem lenne az, lenne vektora, amely a tobbiek lineéris kombinéacidja. B-bdl ezt
a vektort elhagyva is generétorrendszert kapnank, ami lehetetlen, hiszen R*-et (az
F-G egyenlotlenség szerint) 4-nél kevesebb vektor nem generalhatja.) Mivel

4(b1+Db) — (by+b) — (b3 +b) — (b4 +b) = 5by,

by €l6éll B elemeinek linedris kombinacidjaként. Ugyanigy lathatd, hogy by, b3
€s by is el6dll B elemeinek linedris kombinacidjaként. Mivel B egy bazis minden
elemét generélja, maga is generdtorrendszer.

Megjegyzés. Természetesen megoldhato a feladat gy is, hogy B fiiggetlenségét
bizonyitjuk, és ebbdl vonjuk le azt a kovetkeztetést, hogy generatorrendszer is (az
elemszdma miatt), illetve a két tulajdonsagot egymadstodl fiiggetleniil, kiilon-kiilon
is belathatjuk.

36. Eredmény: igen.
37. Eredmény: igen.

38. Az (u;,uy,us,uy) altér legfeljebb 3 dimenzids, hiszen az u;,u,,us,u, vekto-
rok nem fiiggetlenek. A 2u; + 3u,, 2u, + 3us, 2uz + 3uy, 2u, + 3u; vektorok mind
benne vannak az (u;,u,,us,u,) altérben, vagyis az altaluk generdlt altér része en-
nek, tehat szintén legfeljebb 3 dimenzids, ez pedig azt jelenti, hogy a kérdéses
vektorok Osszefliggok.

40. a) Az éllitds biztosan hamis. Ugyanis ha ¢ € (a,d) igaz volna, akkor ¢ €
(a,b,d) is teljesiilne (hiszen ha ¢ = aa + dd, akkor ¢ = ata+ 8d +0- b).

b) Az dllitds biztosan igaz. Ugyanis d € (a,b,c) miatt tudjuk, hogy létezik a d =
oa + Bb + yc linedris kombindcid. Itt ¥ = 0 kell teljesiiljon, ellenkezd esetben
atrendezéssel ¢ = —%g — %Q + 71/4 adddna, vagyis ¢ € (a,b,d) kovetkezne. Ezért
d = aca+ Bb, vagyis d € (a,b) valéban igaz.

c) Az 4llitas lehet igaz is és hamis is. Legyen eloszor n = 3 és legyen a, b és c a
hdrom tengelyirdnyd egységvektor, valamint legyen d = a. Ekkor d € (a, b, c) igaz
(hiszen d = 1 - a). Tovabba ¢ ¢ (a,b,d) is teljesiil (hiszen (a,b,d) elemei az a és
b dltal kifeszitett sik vektorai). Ebben az esetben a b € (a,c,d) dllitds hamis (mert
(a,c,d) elemei az a és c dltal kifeszitett sik vektorai). Mdsodszor legyen a, ¢ és d
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ugyanaz, mint a fenti példdban, de legyen b = a. Ekkor d € (a, b, ¢) véltozatlanul
igaz és ¢ ¢ (a,b,d) is megint teljesiil (mert (a,b,d) csak az a skaldrszorosaibol
4ll). Am ebben az esetben a b € (a,c,d) allitds mdr igaz (hiszen b = 1- ).

41. Megmutatjuk, hogy v{,...,v oo generdtorrendszer V-ben; ebbdl kovetkez-

ni fog, hogy bdzis is (hiszen a feladat szerint linedrisan fiiggetlen), ebbdl pedig
kovetkezik, hogy dimV = 100. Legyen u € V tetszdleges vektor; azt kell meg-

mutatnunk, hogy u kifejezhet6 a vy, ...,v;oo vektorok egy linedris kombindcidja-
ként. Felhaszndlva a feladat feltételét u-ra: 1éteznek olyan «y,..., 0o skaldrok,

amelyekre a v; + aqu,...,v 00 + Cioou vektorok linedrisan Osszefiiggdk. Vagyis
léteznek olyan A, ..., Ao skalarok, hogy ezek nem mindegyike 0 és

M(vy +onu) + A2 (vy + 0u) +. ..+ Aigo (V90 + Qio0u) = 0.
Beszorzas, atrendezés €s kiemelés utan:
Ay 4 Aavs + . Aroovigp + (Ao +A200 ... 4 Ao Qoo u = 0.
Legyen B = A10q + ...+ A100@100- Ekkor B # 0, kiilonben a fenti egyenl&ségbdl

AMyy+ ...+ Aoovigo =0

adodna, ellentmonddsban v;,...,v;o linedris fiiggetlenségével (hiszen
A, ...,Aoo nem mind 0). Igy a fenti egyenl&ségbdl dtrendezés utan
. Mv ;sz Moov
U=—72Vi— V.= V0
B B B

adddik, vagyis az u-t el6allité linedris kombindcid valoban létezik.

42. A feladat allitasat az egyszerliség kedvéért b -re mutatjuk meg (hiszen B ele-
meinek szamozdsa tetszGleges). Legyen W = (b,, bs, . ..,b,). Ekkor C-ben van W -
hez nem tartoz6 elem, kiillonben W-ben C n elemii linedrisan fiiggetlen rendszert,
B\ {b,} pedig n— 1 elemi generatorrendszert alkotna, ami ellentmondana az F-G
egyenlGtlenségnek. Legyen tehdat C\W = {¢,,¢»,...,¢;} (C elemeinek szdmozdsa
szintén tetszdleges). Mivel C bazis, ezért b; pontosan egyféleképp 4llithat6 el C
elemeibdl linedris kombinécidval:

by =vci+ne+ .. e,

Allitjuk, hogy a 71,7, . .., % egyiitthaték kozott van nemnulla. Ellenkezd esetben
ugyanis

by = Yir1Chy1+ - T Wl
adédna, amibdl ¢, y,...,c, € W miatt by € W is kovetkezne, ellentmondds-
ban B linedris fiiggetlenségével. Tudjuk tehdt, hogy y; # 0 valamely j-re , ahol
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1 < j < k. Allitjuk, hogy ¢ ; megfelel a feladat allitasanak. ElSszor megmutat-
juk, hogy B\ {b;} U {c,} bdzis V-ben. ¢; ¢ W-bSl az Gjonnan érkez8 vektor
lemmdja miatt adédik, hogy B\ {b;} U {c;} linedrisan fiiggetlen rendszer. Ha
B\ {b;}U{c;} nem volna generdtorrendszer, akkor létezne egy, az elemeibdl li-
nedris kombinécidval ki nem fejezhetd w vektor. Ekkor azonban, ismét csak az
djonnan érkezd vektor lemmdja miatt B\ {b;} U {c;,w} is linedrisan fliggetlen
volna, ami ellentmond annak, hogy V-ben van n elemi generdtorrendszer (bar-
melyik bazis). Igy tehat B\ {b;} U{c ;} val6ban bdzis. Most megmutatjuk, hogy
C\{c;} U{b,} is bazis V-ben. b, biztosan nem fejezhets ki C\ {c;} elemeibdl
linedris kombindcioval, mert a b; egyetlen, C elemeibdl val6 kifejezésében a ¢;
egyiitthatdja (nevezetesen ¥;) nem nulla, igy C\ {c;} U{b, } fiiggetlen az Gjonnan
érkez6 vektor lemmdja miatt. Ha C'\ {c;} U{b,} nem volna generdtorrendszer,
akkor — a fentiekkel anal6g médon — hozzdvehetd volna egy tovabbi vektor a line-
aris fiiggetlenség megtartasaval, ellentmondasban azzal, hogy V-ben van n elemi
generdtorrendszer. Igy tehat C\ {c i} U{b,} is bazis, ezzel az dllitdst beldttuk.

43. Eredmény: x = % — %p, y= —% + %p, z= p, minden p € R esetén.

44. Eredmény: t = 1 esetén nincs megoldas, r # 1 esetén x = 2 — ll_—ol, y=1,

_ 10
=T

45. Eredmény: x =33 —4c,y = —12+2¢, 7= —2.

46. Eredmény: c =4 esetén x=7—12p, y = —2+5p, z = p, minden p € R-re,
c#4deseténx=7,y=-2,z=0.

47. Eredmény: p = }‘ esetén nincs k6zos pont, egyébként pedig pontosan egy
kozos pont lesz.

48. Ismert, hogy n egyenletbdl all6, n ismeretlenes rendszernek (most épp n = 3)
akkor €s csak akkor van pontosan egy megolddsa, ha az egyiitthatématrix de-
termindnsa nem 0, vagyis s értéke indifferens. A kérdéses determindnst Gauss-
elimindcidval (vagy méashogy) meghatarozva 12¢ 4 2 adddik, tehat pontosan akkor
lesz egy megoldas, har # —%.

Megjegyzés. Persze meg lehet oldani az egyenletrendszert Gauss-elimindcidval és
igy kideriteni a fentieket, de ez 1ényegesen tovébb tart.

49. Valé6s egyiitthatos egyenletrendszernek nem lehet pontosan harom megolda-
sa, hiszen a tanultak szerint a megoldasok szdma 0, 1 vagy végtelen sok, aszerint,
hogy keletkezik-e a Gauss-eliminéci6 soran tilos sor, illetve lesz-e a 1épcsds alak-
ban olyan oszlop, ami nem tartalmaz vezéregyest. A vdlasz tehat az, hogy a feltétel
semmilyen a és b érték mellett sem teljesiil. Ez a kdvetkeztetés persze levonhatd
a Gauss-elimindciot kovetden is, de ez lényegesen tovabb tart.

50. Eredmény: egy megoldas  # —% esetén lesz, kettd pedig természetesen soha.

53



51. Eredmény: mindig pontosan egy megoldas lesz (és igy persze mindig legalabb
egy is lesz).

Megjegyzés. Felmeriilhet a kérdés, hogy miért nem fiigg a megoldasok szdma ¢-
t6l. Ha a baloldalon négyzetes matrix van, akkor a megolddsok szdma a matrix de-
terminansatol, illetve (ha a determinédns 0) a jobboldaltdl fiigg. Ha a ¢-hez tartoz6
el6jeles aldeterminans értéke 0, akkor a determinans értéke, és igy a megoldasok
szédma fiiggetlen #-t0l.

52. Gauss-elimindcidval az egyenletrendszer az

0| 3
41 2
clc—3

1
1

S O =

2
1
0 ¢c-3

alakra hozhatd. Ha ¢ # 3, akkor a harmadik sort (¢ — 3)-mal osztva és a Gauss-
elimindciot folytatva az

100 5-8|0
0104 Cm 1
001 SH |1
redukdlt 1épcsds alakot kapjuk, ahonnan a megoldds: x = (8 — 55)p, y = 1 +

(5 —4)p.z=1—55p, w= p, ahol p tetszSleges valds szam.
Ha ¢ = 3, akkor az alsé sorban jobbra lépve majd ¢ = 3-mal osztva €s a Gauss-
elimindciot folytatva az

redukalt 1épcsbs alakot kapjuk, ahonnan a megoldds: x=p—1,y=2—p, z = p,
w = 0, ahol p tetszdleges valos szam.

53. Gauss-eliminédcidval az egyenletrendszer az
2 0 2

1
1 4—¢c -2 |4—c¢
0 —¢c c¢c—4| —c

S O =

alakra hozhat6. Ha ¢ # 0, akkor a harmadik sort c-vel osztva és a Gauss-
elimindciot folytatva az

100 c+8-4 |0
010 —c—146/0
001 2-1 |1



redukalt 1épcsds alakot kapjuk, ahonnan a megoldés: x = (—c — % +4)p,y=(c+
% —0)p,z=1— (% —1)p, w= p, ahol p tetszGleges val6s szam. Ha ¢ = 0, akkor
az als6 sorban jobbra lépve majd —4-gyel osztva és a Gauss-elimindciot folytatva
az

10 -20]-2
01 4 0] 4
00 0 1[0

redukalt 1épcsds alakot kapjuk, ahonnan a megoldas: x =2p—2,y=4—4p, z=p,
w =0, ahol p tetsz6leges valds szam.

54. A Gauss-elimindciot alkalmazva a kovetkezdket kapjuk:

1 3 5 1 —4] 3 1 3 5 1 —4|3
211 0 12 =311 0 5 —10 10 5|5
4 920 -2 pl 9|70 -3 6-6p+t16/-3
313 7 11 g¢|13 0 4 —8 8 g+12| 4

13 51 —4]3

01 -22 1|1

“{oo 00 p+19/0

00 00 g+8/0

Ha p = —19 és g = —8, akkor az utols6 két sor csupa 0, igy ezek elhagyhatok.
Ekkor a Gauss-eliminaci6 folytatasaval az alabbi redukalt 1épcsds alakot kapjuk
(egyetlen tovabbi, vezéregyes folotti elem kinulldzaséaval:

(1 0 11 -5 —7 0)
1

01 -2 2 1

Ekkor tehdt végtelen sok megoldds van: x3 =@ € R, x4 =B R, xs=7Y€R
szabad paraméterek, x; = 7y+5B — llo, x; =1 —y—2B +20.

Ha p # —19 vagy g # —8 (vagy mindkett5), akkor az elimindciét folytatva az
alabbi alakot kapjuk. Val6ban, ha példaul p # —19, akkor a harmadik sor (p+19)-
cel osztdsa, majd a negyedik sorbdl a harmadik (g + 8)-szorosdnak a kivonasa és a
kapott csupa nulla sor elhagydsa utdn jutunk az alabbi alakhoz (és anal6g a helyzet
a g # —8 esetben is).

Innen a vezéregyesek folotti nemnulla elemek (3 darab) kinulldzdsdval kapjuk a
redukalt 1épcsds alakot:

10 11 =50/0
01 -2 20]|1
00 O O0T1|0



Ekkor is végtelen sok megoldds van: x3s =a € R, x4y =B € R, x; =58 — 11a,
Xy = 1—{—206—2[3,)65 =0

56. A determindns értékét Gauss-elimindcidval hatdrozzuk meg:

2 4 2 8 121 4
510915, (004 5| _
487100 %003 6|~
37 6 5 013 -7

121 4 121 4

013 —7 013 -7
210003 —6|= %001 2| 03="18

004 -5 000 3

57. Eredmény: 17.
58. A kérdéses mitrix épp a BA mitrix inverze (hiszen (A~!B!)(BA) =

(A"Y(B7'B))A = (A"')A = A~'A =1.) A BA szorzatra ( ; g ) ad6dik, ennek

. < L P ( -8 3

inverzét Gauss-elimindcidval kiszdmitva az eredmény ( 3 _1 > .
Megjegyzés. Persze az inverzeket kiilon-kiilon is ki lehet szdmitani, majd Gssze-
szorozni, de ez valamivel tovabb tart €s tobb (szdmoldsi) hibalehet6séget rejt ma-
gaban.

59. Ismert, hogy az OA(0;1;:—2), OB(1;1;5), OC(1;3; —1) vektorok dltal kife-
szitett paralelepipedon terfogata az alabbi determmans ertekenek abszolut értéke:
01 -2
11 5
1 3 -1

Gauss-elimindcidval szamolva a kovetkezdket kapjuk:
01
11
13

2 1
50=—]0
1 1

Igy a paralelepipedon térfogata 2.

60. A madtrixszorzds definiciéja szerint az A® matrix bal fels§ sarkdban 4116
50 x 50-es részmatrixanak minden eleme 50 - (6 -6+ (—4) -9) = (. Hasonldan,
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az A2 jobb felsd, bal also, illetve jobb alsé sarkdban 4ll6 50 x 50-es részmétrixa-
nak minden eleme is 50 (6 (—4) + (—4)-(—6)) =0, 50- (9-6+(—6)-9) =0,
illetve 50- (9 (—4) +(—6) - (—6)) = 0. Igy tehdt A> = 0, ahol 0 a 100 x 100-as
nullmatrixot jeloli (amelynek minden eleme 0). Mivel a 0-val végzett szorzds min-
dig a 0-t adja eredményiil, A10°0 = 0.

61. a) A feladatbeli két matrix:

2354 1 2 3 4
3443 0 -1 -2 -3
A=l4ssa2|l B=l1 2 3 4
5621 0 -1 -2 -3

Az A matrix i. sora ( i+1 i+2 6—-i 5—i ), a B matrix j. oszlopa
(j1—=j j 1= )T minden 1 < i, j < 4 esetén. [gy az A - B matrix i. sordnak és
J. oszlopdnak keresztez&désében all6 elem: (i+1)j+ (i+2)(1 —j)+(6—1i)j+
S—i)(1—j)=ij+j+i+2—ij—2j+6j—ij+5—i—5j+ij=T7. A4 x4-es
A - B matrixnak tehdt minden eleme 7.

b) det(A - B) =0, hiszen A - B minden eleme (igy minden sora) egyenlS. A deter-
mindnsok szorzdstétele miatt det(B-A) = det(A - B) (mindkét oldal detA - det B-
vel egyenld), ezért det(B-A) = 0. Természetesen hivatkozhatunk arra is, hogy
det B = 0 (mert B-nek vannak azonos sorai), ebbdl is kdvetkezik a determinansok
szorzastétele szerint det(B-A) = 0. SGt, a szorzastétel nélkiil is konnyen megold-
hat6 a feladat: B elsd és harmadik sordnak egyenldségébdl ugyanez kovetkezik
B-A-rais, ahonnan det(B-A) = 0.

62. a) Az allitds igaz. Ugyanis A* = E miatt det(A¥) = 1 ad6dik (mert detE =
1). A determindnsok szorzistételébsl kovetkezik, hogy det(AX) = (detA)*, igy
(detA)* = 1, amibél detA = +1 valéban igaz.

b) Az allitds hamis; ennek igazoldsdra mutatunk egy ellenpéldat. Legyen példaul
A= ( 0(’)5 (2) ) .Ekkor detA =0,5-2—0-0= 1, de a métrixszorzds definici6jabol
0,5 0

azonnal adédik, hogy A* = ( 0 ok

) minden k > 1 egészre, vagyis Ak = E
semmilyen k-ra nem teljesiil.

63. Ha lenne ilyen A matrix, akkor a determinansok szorzastétele szerint

(detA)!%0 — deA!00 — det( z 2 ) ~ 18,

ami lehetetlen, hiszen detA valds, igy a 100. hatvdnya nem lehet negativ.

57



64. Ha lenne ilyen A matrix, akkor a determindnsok szorzdstétele szerint

(detA%)? = detA!% = det < i 161 ) =3,

ahonnan detA>® vagy v/3 vagy —v/3. Ez azonban nem lehetséges, mivel detA
raciondlis (hiszen A minden eleme raciondlis), igy detA0 = (detA)50 1s racionalis,
/3 és —+/3 azonban nem.

65. A~ !'-et Gauss-elimindciéval szdamolva:

1 -3 7100 1 -3 7, 100
-1 3 -6/010)]~10 0 1] 110 |~
2 -5 1210 0 1 0 1 -2|-201
1 -3 7, 100 1 -30/-6 =70
O I 2/-201|~10 10 0 21|~
0O 0 1, 110 0O 01} 1 10
1 00[—-6 —13
1 0] 0 21
001 1 10

gy A~ 1étezik és azonos a fenti, a vonaltdl jobbra esé matrixszal.

66. Eredmény:

I 1 0 -1
I 2 -1 -1
0 -1 0 1

-1 -1 1 1

67. A determindns idevago tulajdonsdga alapjan detA’ = A detA, ugyanezen alap-
tulajdonsdg és a matrixok skalarral szorzdsdnak definicidja szerint det(AA) =
A%detA. Mivel detA # 0, ebbsl A = A7 kovetkezik. A% — 4 = A(A% — 1), 1gy
a megolddsok 0,1 és —1.

69. Eredmény: 0.

70. Ha nemnulla szorzatot szeretnénk kivalasztani, akkor a harmadik sorbdl csak
a 4-et valaszthatjuk; igy az 6tddik sorbdl a 8-at mar nem, csak az 5-6t valaszt-
hatjuk (mert a negyedik oszlopbdl mér vettiink elemet); hasonléan folytatva, az
elsd sorbdl csak a 2-t, ezért a masodikbdl csak az 1-et, végiil a negyedikbdl csak a
3-at vélaszthatjuk. Igy egyetlen nemnulla szorzat keletkezik: 2-1-4-3-5. Ehhez
az egyetlen nemnulla szorzathoz tartoz6é permutécié az 5,2,4,3,1 (hiszen az els6
sorbdl az 6todik elemet vettiik, a masodikbdl a mésodikat, stb). Ennek a permuta-
ciénak az inverzidszama 8 (hiszen 8 inverzidban 4ll6 par van: (5,2), (5,4), (5,3),
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(5,1),(2,1), (4,3), (4,1), (3,1)). Mivel az inverziészam paros, ezért a szorzathoz
tartozo elGjel: +.

71. A definiciéban 6sszeadanddként szerepld szorzatok koziil nyilvan csak azo-
kat kell figyelembe venni, amelyek nem tartalmaznak O tényez6t, hiszen a tobbi
szorzat a determindns ért€két nem befolydsolja. Egy ilyen szorzatban tehat a har-
madik sorb6l csak a v/5 vélaszthatS. Az elsé sorbdl 3 vagy 8 vilaszthaté. Az
elébbi esetben az 6todik sorbdl mar csak a 2-est vélaszthatjuk (mert a harmadik
oszlopbdl mér vettiink elemet), emiatt a masodik sorbdl csak a 2-est, igy a negye-
dikbdl csak a 4-est valaszthatjuk. Hasonldan, ha az els6é sorbdl a 8-ast vessziik,
akkor a negyedikbdl mar csak a 2-est, a masodikbél az 1-est €s az 6todikbol a 3-
ast vélaszthatjuk. gy osszesen csak két nemnulla szorzat keletkezik: 3-2-1/5-4-2
és 8-1-1/5-2-3. A determindns értékének kiszamitdsahoz mar csak az ehhez a két
szorzathoz tartozo eldjelet kell meghatdarozni. Az els6 szorzathoz tartoz6 permu-
tacié 3,1,4,5,2 (mert az elsé sorbdl a harmadik elemet vettiik ki, a masodikbdl
az els6t, stb). Ennek a permutdcidénak az inverziészdma 4 (az inverzidban all6
elempdrok (3,1), (3,2), (4,2) és (5,2)). Mivel az inverziészdm paros, a szorzat
eldjele 4. Hasonl6an, a mdsodik szorzathoz tartozé permutacié 5,2,4, 1,3, ennek
az inverziészdma 7, az el6jel —. Amint lathatd, a két nemnulla szorzat abszolut
értékben egyenld (mindkettd 48 - 1/5), de az elGjeliik ellentétes, igy a determindns
értéke 0.

72. A miatrixszorzds definici6ja alapjan y csak 4 hosszd sorvektor lehet. Az
y=(y1,¥2,¥3,y4) valtozokat bevezetve, ezekre az aldbbi linedris egyenletrendszer

adodik:

510 25 5(20
3 819 -3|16
2 716 =7\t

A Gauss-eliminéciét alkalmazva a kovetkez6ket kapjuk:

125 1| 4 125 1| 4
024 —-6| 4 ~1 012 =3 2
036 —9(rt-8 000 Ojr—14

Ha 7 # 14, akkor tilos sort kapunk, igy nincs megoldds (€s igy a keresett y sem
l1étezik). Ha viszont ¢+ = 14, akkor a harmadik sor elhagyhat6 és az eliminici6
folytatasaval az alabbi redukalt 1épcsds alakot kapjuk:

101 70
012 -3(2)°

Igy a + = 14 esetben végtelen sok megoldds van: y = (—a—17B;2 — 20 +
3B;a;pB), ahol a, B € R tetszGleges valds paraméterek.
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73. Els6 megoldés. A rangfogalmak egyenlésége miatt A determindnsrangja is 3,
igy A-nak létezik olyan 3 x 3-as B részmatrixa, melynek a determindnsa nem O.
Barmely olyan részmatrix, amely B-t tartalmazza, pontosan 3 rangu lesz, hiszen
a rangja legaldbb 3, ennél nagyobb viszont nem lehet (hiszen akkor A rangja is
nagyobb lenne, mint 3), a vélasz tehat igen (s6t, legalabb 30 ilyen lesz).

Maisodik megoldas. 3 rangu 4 x 8-as részmatrixot nem nehéz taldlni. A-nak van
3 fiiggetlen sora, a tobbi sor pedig el6 kell hogy alljon ezek linearis kombindci-
6jaként. A maradék 3 sorbdl tehdt barmelyiket hozzavéve a 3 fiiggetlen sorhoz 3
rangd matrixot kapunk. Ebbdl kéne most elhagyni 2 oszlopot igy, hogy a rang ne
valtozzon. Ez sem nehéz: lesz 3 oszlop, ami fiiggetlen, a maradék oszlopok pedig
ezeknek lesznek linedris kombindcioi. A maradékbdl 2 oszlopot elhagyva tehat a
rang nem fog véltozni, igy 4 X 6-0s, 3 rangu részmadtrixot kapunk.

74. A masodik sor kétszeresét a harmadik sorbdl kivonva a

c 2 3
11 5
01 2¢c—10
determindnst kapjuk, amit a harmadik sor szerint kifejtve 0 — (5¢ —3) + (2¢ —

10)(c —2) = 2¢? — 19¢ + 23 adddik. Természetesen szdmos mds mddszerrel is
megkaphat6 az eredmény.

76. lgaz, az az 5 sorbdl és 3 oszlopbdl all6 matrix, amiben az utolsé hdrom sor
altal alkotott négyzetes részmétrix B inverze, a tobbi elem pedig 0, j6 lesz.

77. 1gaz, A~'B j6 lesz.

78. A madsodik és a harmadik sort megcseréljilkk, majd a madtrixot Gauss-
eliminaljuk a 1€pcsds alak eléréséig (ezek a 1épések a rangon nem valtoztatnak), a
rang a 1épcsds alakban szerepld vezéregyesek szama lesz. Az eliminéci6 sordn az

13 1
01 O
00 c-2
matrixhoz jutunk. Ha ¢ = 2, akkor az utols6 sor csupa 0-bdl all és igy elhagyhatd,
ekkor a Iépcsds alakban a vezéregyesek szdma 2, ha ¢ # 2, akkor (a harmadik sort
(¢ —2)-vel osztva) a Iépcsds alakban a vezéregyesek szdma 3.

A rang természetesen Gauss-elimindcié nélkiil is kiszamithat6, példaul a fligget-
len oszlopok maximalis szamat meghatarozva: mivel az elsé két oszlop fiiggetlen,
ez a szam 2 vagy 3 lehet, az el6bbi pontosan akkor, ha a harom oszlopvektor ssze-
fliggd, ami (mivel az elsé két oszlop fiiggetlen) azzal ekvivalens, hogy a harmadik
oszlop az elsd kettd linedris kombinacidja.
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79. A rang kiszdmitasdra a Gauss-elimindciét alkalmazzuk (a feladatbeli matrix-
szal inditva):

1 4 3 2 1 143 2 1
0 -2 —4 10 6 012 -5 -3
0 3 6 —-10 1 |“{ooo0o 5 10 |~
0 2 4 p—10 p—2 000 p ptd
143 2 1
012 -5 -3
000 1 2
000 04—p

Ha p = 4, akkor az utols6 sor csupa O sor, igy elhagyhat6. Ekkor a vezéregyesek
szama a kapott 1épcsOs alakban 3, igy a matrix rangja is ennyi. Ha p # 4, akkor az
utolsé sor (4 — p)-vel osztasa utdn kapjuk a 1épcs@s alakot. Ekkor a vezéregyesek
szdma, és ezzel a matrix rangja is 4.

80. Eredmény: x = 1 esetén arang 1, x = —2 esetén a rang 2, minden mds esetben
pedig 3.

83. Els6 megoldas. Az A matrix determindnsa a harmadik oszlop szerint kifejtve
—1—n. A determindnsok szorzéstétele szerint igy detA~! = %, haaz A~! matrix

létezik. Ez n = 0 és n = —2 esetén lehet csak egész €s az utdbbi esetben lesz csak
pozitiv egész. Az

W N =
B W
NN O =

matrix inverzét Gauss-eliminacidval a szokdsos médon meghatarozva a

-6 8 -3
4 =5 2
-1 2 -1

matrixot kapjuk.

Maisodik megoldds. Az A matrix inverzét Gauss-elimindcidval hatdrozzuk meg.
Az elsé fazis végén az egyenletrendszer az

12 111 00
01 212 -1 0
00n+1|1 =21
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alakot olti. Ahhoz, hogy A invertdlhat6 legyen, n tehat nem lehet —1. 0 # (n+1)-
gyel osztva, majd a Gauss-elimindciot folytatva, inverzként a

3 6 3
a1 Tmat? o
_2 49 4 1 __Z
n+11 n+1 5 n+1
n+1 T n+l n+1
matrix adddik. A determinans kiszamitasahoz a harmadik sor kétszeresét a maso-

dik sorhoz adva, hdromszorosat pedig az els6 sorbdl levonva a

-3 2 0

2 —1 0
2 1
n+1 n+1 n+l1

matrixot kapjuk, melynek determinansa (ami egyenlé A~! determinansaval) a har-

madik oszlop szerint kifejtve —ﬁ. Ez n =0 és n = —2 esetén lehet csak egész
€s az utobbi esetben lesz csak pozitiv egész. Az inverz matrix az n = —2 behelyet-
tesitéssel:
-6 8 -3
4 -5 2
-1 2 -1
84. Jelolje A oszlopait ay,...,a;¢y. A feladat allitisa nem mads, mint hogy min-
den b € R kifejezhets az a,. .., a,o, vektorokbdl linedris kombindciéval, vagy-

is hogy (aj,...,a;00) = R. Ismert, hogy r(A) = dim(g,,...,a,9o). Igy 1(A) =
dimR3. Mivel dimRR" = n barmely pozitiv egész n-re, r(A) = 50.

85. A rang a linedrisan fliggetlen sorok maximaélis szdma, tehat a matrixnak bar-
mely négy sora linedrisan 0sszefiiggd. Ha legfeljebb hat elemet véltoztatunk meg,
akkor lesz (legaldbb) négy olyan sor, ahol nem véltoztattunk, ezek tehat tovdbbra
is Osszefiiggdk és igy természetesen az Uj matrix tiz sora is az, ami ellentmondés.

86. Elbszor tegyiik fel, hogy p # 0. Ekkor a harmadik és negyedik sort p-vel, az
elsé sort 3-mal, a masodikat 5-tel osztva 1€pcsds alaku matrixot kapunk, amelyben
4 vezéregyes van, igy ilyenkor a matrix rangja 4. Tegyiik most fel, hogy p = 0.
Ekkor a harmadik és negyedik sor csupa 0, elhagydsuk a rangot nem valtoztatja.
A maradék (és igy az eredeti) matrix rangja ekkor 2, mert az elsd sort ismét 3-mal,
a masodikat 5-tel osztva két vezéregyessel bird 1€pcsds alakot kapunk. Kovetke-
z€sképp a matrix rangja p semmilyen értékére sem lesz 3.

87. Eredmény: Az a) dllitds nem teljesiil mindig, a tobbi igen.

88. A mitrixszorzds matrixdsszeadds feletti disztributivitdsa miatt (A — B)x =
Ax — Bx =0, vagyis az A — B métrix oszlopainak az x koordinétdival, mint egyiitt-
hatékkal vett linedris kombindcidja a nullvektor. Mivel x nem minden koordinéta-

ja 0, az A — B matrix oszlopai linedrisan 6sszefiiggdk, ahonnan a tanultak szerint
det(A — B) = 0 kovetkezik.
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89. Tegyiik fel indirekten, hogy A sorai nem fiiggetlenek. Ekkor A rangja legfel-
jebb 2 lehet, igy semelyik 3 oszlopa sem lenne fiiggetlen, més széval A oszlopai
legfeljebb 2 dimenzids teret generdlnanak. Ismert, hogy az AB matrix oszlopai
elddllnak az A oszlopainak linedris kombindciéiként, igy AB oszlopai mind ben-
ne vannak az A oszlopai 4dltal generdlt térben, igy AB-nak legfeljebb 2 fiiggetlen
oszlopa lehet, hiszen k dimenzids térben legfeljebb k vektor alkothat fiiggetlen
rendszert. Ez ellentmondas, hiszen a 3 x 3-as egységmatrixnak 3 fiiggetlen oszlo-
pa van.

90. A nullmatrix és az egységmatrix ilyenek, a rang tehat lehet O és 2 is. 1 rangu
példa (mondjuk) az ( (1) 8 ) matrix. 2-nél nagyobb (vagy 0-ndl kisebb, illetve
nem egész) szamok természetesen szoba sem johetnek.

91. A o permutdciéban az utolsé 99 helyen 4ll6 szdmok a ¢’ permutdciéban
véltozatlan sorrendben szerepelnek, igy a beldliik alkotott parok koziil pontosan
ugyanazok vannak forditott sorrendben a két permuticiéban. A o (1) szdm viszont
az els6 helyrdl az utolsora keriil, igy az 6sszes tobbi szamhoz megvaltozik a viszo-
nya. Ez 99 darab eggyel csokkenés/novelés, ami Osszességében paratlan valtozast
jelent.

92. Alulrdl folfelé haladva az A minden sordbdl (az elsot kivéve) vonjuk ki a
folotte allot; a kapott matrix legyen A’. A tanultak szerint detA’ = detA. A els6
oszlopaban a legfelsé 1-estdl eltekintve minden elem 0. Igy példaul a kifejtési
tételbdl kovetkezik, hogy detA’ megegyezik detB-vel, ahol B az A’ els6 sordnak
és elsG oszlopanak elhagydsdval kapott (n— 1) X (n — 1)-es matrix. Megmutatjuk,
hogy B-re is fenndllnak a feladatban A-r6l mondott feltételek. Ebbdl mér a métrix
sorainak €s oszlopainak szdmdra vonatkoz6 teljes indukcidval kovetkezni fog a
feladat allitdsa: valoban, egyrészt n = 1 esetén nyilvan igaz az 4llitds, masrészt
det B = detA miatt — ha B-re valdban teljesiilnek a feltételek és igy alkalmazhat6 ra
az indukcios feltevés — detA = 1 is kovetkezik. A masodik oszlopdban az elemek
foliilrdl lefelé haladva egyesével novekednek — ez kovetkezik az a;» = a;—12 +
a;1 €s az a;; = 1 feltételekbol. Igy az A'-t el4llité 1épések valéban csupa 1-
est hoznak létre A’ mdsodik oszlopdban €s igy B els$ oszlopaban is. Vdlasszunk
most ki A-b6l 5 elemet, amelyek a kovetkez6képpen helyezkednek el egymashoz

q
képest: | p z |.Ekkor a feladat feltételébdl z = p + g és x = y + z kovetkezik.
y X

Ezeket egymasbol kivonva: x —z = (y — p) + (z— ¢). Ez az egyenlet pedig valéban
mutatja, hogy B-re is fenndll a feladatbeli masodik feltétel, mert az A’ matrixban
x helyén x —z, y helyén y — p és z helyén z — ¢ 4ll.

93. Eredmény: (—1)""1(n—1).
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94. Els6 megoldds. A D := C valasztds megfelel a feladat feltételeinek: ha X
megolddsa volna a BX = D = C egyenletnek, X; pedig az AX = B-nek, akkor
A(X2X,) = (AX2)X; = BX| = C, azaz X,X| megoldésa volna AX = C-nek, ami
lehetetlen.

Misodik megoldas. Kénnyen lathatd, hogy detA = 0, ellenkezd esetben ugyanis
létezne az A~! matrix, igy X = A~!C megoldésa volna az AX = C egyenletnek
(mert A(A~!C) = (AA~1)C = EC = C). Ebbél a determindnsok szorzéstétele sze-
rint detB = 0 kovetkezik: ha Xp megolddsa az AX = B egyenletnek (ami a fel-
adat szerint megoldhat6), akkor det B = det(AXp) = detA - detXy = 0 -detXy = 0.
det B = 0-bdl ugyanigy kovetkezik, hogy ha a BX = D egyenlet megoldhato, akkor
detD = 0. Igy valéban van olyan D, amelyre BX = D nem megoldhaté: minden
nemnulla determindnsu D matrix (példaul az egységmatrix) megfelel a feltételnek.

Harmadik megoldds. Mivel az AX mdtrix oszlopai az A oszlopainak linearis kom-
binicidi, ha A rangja n, akkor tetszéleges C mellett lesz megolddsa az AX = C
egyenletnek. Mdasrészt ha A rangja kisebb, mint n (azaz A oszlopai legfeljebb n — 1
dimenzids alteret generdlnak), akkor lesz olyan C, melyre AX = C-nek nem lesz
megoldasa. Vagyis AX = C akkor és csak akkor lesz barmely C esetén megold-
hatd, ha A rangja n. A feladatban szerepld A matrix rangja igy kisebb, mint n.
Mivel AX = B megoldhato, 1étezik Xy métrix, melyre AXy = B, igy B rangja is ki-
sebb, mint n (hiszen B oszlopai az A oszlopainak linedris kombin4ci6i), ahonnan
a fentiek szerint a feladat allitasa kovetkezik.

95. a) Legyen A els6 oszlopanak minden eleme « és jelolje az A~! matrix i-edik
sordnak és j-edik oszlopdnak keresztezGdésében all6 elemet c; ;. Ekkor o # 0,
kiilonben detA = 0 volna és igy A-nak nem volna inverze. Mivel A=! - A = E és
az E els6 oszlopdnak minden eleme a legfelsot kivéve 0, ezért a matrixszorzas
definicidja szerint ¢; 1 - 0t +¢j2- O+ ...+ ¢jp- 00 = 0igaz minden 2 < i < n esetén.
Ebbdl a-val valé osztds utdn éppen azt kapjuk, hogy A~! i-edik sordban (i > 2
esetén) az elemek Osszege 0, vagyis az 4llitas igaz.

b) Jeldlje most z az A~! els6 oszlopat. Ekkor A-A~! = E miatt A - z az egység-
matrix els6 oszlopaval egyenld — jeldlje ezt e;. Jelolje az A els6 sordban 4116 ele-
mek Osszegét B. Ekkor B # 0, ellenkezs esetben az A minden sordban az elemek
Osszege 0, mds szoval A oszlopainak az 0sszege a O vektor, vagyis A oszlopai li-
nedrisan Osszefiiggdk. Ekkor viszont detA = 0 és igy A-nak nincs inverze, ami
ellentmondas. Legyen y az az oszlopvektor, amelynek minden eleme 1. Ekkor az
A -y oszlopvektor i-edik koordinitdja (a matrixszorzds definicidja szerint) az A
matrix i-edik sordban 4ll6 elemek Osszegének %—szorosa, vagyis A -y = e;. Ezek
szerint az A - x = e; linedris egyenletrendszernek megoldasa x =y és x = z is.
Mivel azonban detA # 0, ezért az A - x = ¢ linedris egyenletrendszer megoldasa
egyértelmd, vagyis z = y. Igy z minden eleme azonos (épp %), tehat ez az allit4s
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is igaz.

11re s . s 1 2 -2 =2 3
96. Az allitds nem igaz, példaul A = L2 ) B = ) ) esetén AB a
(2 x 2-es) nullmatrix, mig BA rangja 1 lesz.

97. Vilasszuk példaul A-t az egységmatrixnak, B pedig legyen ( (1) _(1) ) J6

megoldas (tobbek kozt) az is, ha A a nullmétrix, B pedig ( 8 g ), ahol b tetsz6-
leges, 0-tdl kiilonb6zd szam.

98. Az el6z0 feladat masodik megolddsaban szerepld ( 8 g ) alakd matrixok

jOk lesznek, b-nek harom, egymadstol €s a nulldtdl kiillonbozo értéket valasztva.

101. Ha a determindns definici6 szerinti kiszdmitdsakor nincs olyan permuticio,
melyhez tartoz6 szorzat minden tényezdje egyes, akkor a determindns nyilvéan O.
Megmutatjuk, hogy ha van ilyen permutécid, akkor pedig a determindns 1 vagy
—1. Ekkor ugyanis a 6 egyes koziil 5 ugy helyezkedik el, hogy minden sorban és
minden oszlopban pontosan egy van koziiliikk. Ha egy szorzathoz a 6. egyest akar-
nank haszndlni, akkor az emlitett 5 egyes koziil tehat kett6t (a 6. egyes sordban
és oszlopaban léviket) nem tudunk kivalasztani. Mivel igy a szorzat 4 tényezd-
je lehet csak nullatdl kiilonbozd, a szorzat értéke nulla. Ebbdl kifolydlag ekkor
pontosan 1 nemnulla szorzatunk van, a determindns értéke tehat valéban 1 vagy
—1.

104. A determindns definicié szerinti kiszdmitdsakor keletkez6 szorzatoknak 5
tényezdje lesz, igy minden szorzatban lesz olyan tényezd, amelyik paros, hiszen
csak 4 paratlan szdm szerepel a métrixban. Ezek szerint az 0sszes szorzat paros
lesz, vagyis a determindns (ami ezen szorzatok valamilyen elGjelekkel vett Ossze-
ge) is paros, azaz nem lehet 1.

107. Ilyen példaul a csupa 1-esekbdl 4116 matrix.

108. A vilasz nem. Tegyiik fel ugyanis indirekten, hogy ilyen matrix 1étezik és a
determindnsat fejtsiik ki aszerint a sor szerint, amelyben az az elem van, melyhez
a nem 0 eldjeles aldetermindns tartozik. Mivel itt egy kivétellel minden elGjeles
aldetermindns 0, a nem 0 aldetermindnshoz tartoz6 elem viszont nem 0, a teljes
determindns értéke nem 0. Barmely mds sor szerint kifejtve a determindnst azon-
ban O-t kapnank (hiszen ezekben a sorokban minden elemhez 0 értéki eldjeles
aldetermindns tartozik), ami nyilvan ellentmondas.

109. Tegyiik fel, hogy a matrix legalabb 16 nullat tartalmaz. Ekkor lesz olyan
S sora, melyben legaldbb 4 darab nulla van, ellenkez$ esetben ugyanis minden
sorban csak hdrom nulla lehetne, igy 0sszesen csak 15 nulla lehetne a matrixban.
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A determindns definici6 szerinti kiszamitdsakor kapott 5! = 120 szorzat koziil igy
legfeljebb 4! = 24 lehet nullatdl kiilonbozd, hiszen az S sorbdl legfeljebb egy
nullatdl kiilonboz6 elem valaszthatd, ami ellentmond a feladat feltételének, tehat
a mdatrix valéban legfeljebb 15 nullét tartalmaz.

110. A determindnst barmely (mondjuk az i.) sora szerint kifejtve nem O ered-
ményt kapunk, igy a felbukkano eldjeles aldetermindnsok kozt lesz 0-t6l kiilon-
b6z, mondjuk A; ;. Ekkor az a; ; elemet meg tudjuk tgy valtoztatni, hogy a kapott
matrix determindnsa 0 legyen: védlasszuk az (j ag’ ; ertéket a; j — CLﬁ%\?—nek. Az 1j
determindnst az i. sor szerint kifejtve csak a j. tag valtozott, ez pedig detA-val lett

kevesebb, igy az 1) matrix determindnsa csakugyan 0.

111. A vélasz az, hogy ez nem minden 4 rangu métrixndl érhetd el, megadunk
egy olyan M matrixot, ahol ez tényleg nem lehetséges. Legyen ¢; € RS az a vek-
tor, melynek i. koordindtdja 1, a tobbi koordinatdja 0. Legyen most az M matrix i.
oszlopae; i =1,2,3,4 esetén, legyen az 6tddik oszlop e; 4 e, + €3 + e4, a hatodik
oszlop pedig a nullvektor. M rangja 4, hiszen van 4 fiiggetlen oszlopa, de 5 mar
nincs. Konnyen lathaté tovabbd, hogy az elsd 6t oszlop koziil bairmely négyet va-
lasztva fiiggetlen rendszert kapunk. Ha M-nek két elemét valtoztatjuk meg, akkor
az elsd ot oszlop koziil legalabb haromban nincs véltozas. Mivel ezek az oszlopok
fliggetlen rendszert alkotnak (hiszen az elsd 6t oszlopbdl barmely négy fiiggetlen,
igy barmely hidrom is), a kapott matrix rangja legalabb 3 lesz.

112. Legyen A eldjeles aldeterminédnsainak értéke d, az i. sorban 1év elemek
Osszege pedig s;. Ekkor A determindnsét az i. sor szerint kifejtve detA = ds; ad6-
dik. Ha d = 0, akkor detA = 0 és kész vagyunk, ellenkez$ esetben viszont tet-
szbleges 1 < i,j < n esetén s; = s;. Adjuk most hozz4 az A matrixban az utolsé
oszlophoz az dsszes tobbi oszlopot, legyen az igy kapott métrix B. Lathatd, hogy
B utols6 oszlopaban minden elem s;, B tobbi eleme pedig azonos A megfele-
16 helyen 4ll6 elemeivel, igaz tovabbd (a determindns alaptulajdonsigai szerint),
hogy detB = detA. Fejtsiik most ki a B matrixot az utols6 oszlopa szerint. Mi-
vel B els6 n — 1 oszlopa azonos A elsé n — 1 oszlopdval, a kifejtés sordn ad6dd
eldjeles aldetermindnsok azonos értéklieck A megfeleld eldjeles aldetermindnsai-
val, igy detB = ds; +ds| +...+ds| = nds;. Eszerint detA = ds| = ndsy, vagyis
(n—1)ds; = 0. Mivel n— 1 nem lehet O (hiszen n > 2), ds; = 0, amivel az allitast
belattuk.

113. Legyen a;; a matrix egy tetszOleges eleme €s jeloljiik A;;j-vel a hozza tartozo
eldjeles aldetermindnst. Az eredeti és a csere utdni matrixot is kifejtve az i. sora
szerint a determindnsokra olyan 0sszegeket kapunk, amelyek a j. tagot leszamitva
azonosak. A j. tag az A matrixban a;;A;;, mig a csere utdni mdtrixban 0. Eszerint
(mivel a két Osszeg egyenld) a;;A;; = 0. Beldttuk tehdt, hogy barmely elemnek
€s a hozza tartozo eldjeles aldetermindnsnak a szorzata 0, ahonnan (barmely sor
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vagy oszlop szerint kifejtve A-t) azonnal kovetkezik, hogy detA = 0.

115. Els6 megoldas.
10 1 x\ [ 10x+y
10 1 y ) \10x+y )’

igy a kérdéses leképezés valoban linedris és a métrixa ( ) Mivel a sikrol

0

10 1
a sikra képez, ez€rt linedris transzform4cio is.
Misodik megoldds. Megmutatjuk, hogy teljesiil a linedris leképezéseket karakte-
rizal6 két feltétel. Nézziik elGszor a tetszSleges (x,y) és (a,b) vektorok osszegét.
Ennek képe (10(x+a)+y+b,10(x+a)+y-+b), ami épp a (10x+y,10x+y)
vektor és a (10a + b, 10a + b) vektor dsszege, ezek pedig az (x,y), illetve (a,b)
vektorok képei, vagyis az els feltétel teljesiil. Az (x,y) vektor A-szorosdnak képe
(10Ax+ Ay, 10Ax+ Ay), ami épp A (10x+y, 10x +y), vagyis a masodik feltétel is
teljesiil, azaz a leképezés linedris transzformacio lesz.

116. A képtérben nyilvan csak az x = y egyenes pontjai lehetnek, hiszen min-
den képként el64llé vektornak azonosak a koordindtdi, ezek viszont mind benne
is lesznek a képtérben (hiszen barmilyen x szamhoz talalunk olyan a-t és b-t, me-
lyekre 10a+b =x, pl. a =0, b = x). A magtérben azok az (a,b) vektorok vannak,
melyekre 10a + b = 0, vagyis a 10x + y egyenes pontjai.

117. Legyen az e egyenes egyenlete ox + By = 0 és tekintsiik azt a leképezést,
amely egy (a,b) vektorhoz az (aa+ Bb,oca+ Bb) vektort rendeli. A 115. fel-
adatban l4tottakkal megegyezden igazolhatd, hogy ez linedris transzformacio lesz,
melynek magtere a 116. feladatban latottakkal megegyezden éppen az e egyenes.

119. Els6 megoldés. Tegyiik fel, hogy 1étezik ilyen linedris transzformécié és
legyen v egy tetszbleges, nullvektortdl kiilonb6zd vektor a sikon. Ekkor v képe
(1;1),(2;2) vagy (3;3). A 4v vektor képe igy (4;4),(8;8) vagy (12;12). Mivel
ezen vektorok egyike sem lehet semelyik vektor képe sem, ellentmonddsra jutot-
tunk, a kérdéses linedris transzformdacio tehat nem létezik.

Misodik megoldas. Tegyiik fel, hogy létezik ilyen linedris transzformacio, jelol-
jiik o7-val. A feltétel szerint Im(.<7) legaldbb 2 és legfeljebb 4 vektorbdl ll, ami
lehetetlen, hiszen Im(.27) altere a siknak, az alterek pedig vagy 1 vagy végtelen
sok vektort tartalmaznak, hiszen barmely (null4tdl kiilonb6z0) altérbeli vektornak
minden szdmszorosa is benne lesz az altérben.

(-

120. Eredmény: a matrix

SIS
&“ﬁ
N————

™
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121. Az x tengelyre tiikrozésnél az (x;y) vektor képe (x;—y), igy a leképezés
I 0

métrixa X = ( 0 —1

) . (Az els6 oszlop az (1;0) képe, a mdsodik oszlop a (0;1)

11
20
o 1L
1_21

2
formaciordl tanultak szerint a transzformdacié matrixa a megadott bazisban tehat

-10
-1 —
B XB—( ) 1).

122. Eredmény:

képe.) A megadott bazishoz tartozé B métrix B = ( ) . Ennek inverze (amit

Gauss-eliminaciéval konnyen megkaphatunk) B~! = ( > . A bézistransz-

123. a) Ha A190 — A7 lenne, akkor a determindnsok szorzdstétele szerint detM =
(detA)'% nem lehetne negativ, ami ellentmondas.

b) M az x tengelyre valé tiikrozés matrixa, igy nem meglepd, hogy M'0! = M,
tehdt A = M j6 lesz. Erre persze masképp is ra lehet jonni.

124. Els6 megoldas. Az origén dtmend egyenesekre valo tiikrozések négyzete az
identitas transzformacid, igy a matrixaik (amik kiilonbdz6 egyenesek esetén nyil-
vén kiilonbozdk) négyzete az egységmatrix. gy ezen matrixok szdzadik hatvanya
is az egységmatrix, amivel a feladat allitasat beldttuk.

a b

Maisodik megoldds. Legyen a keresett matrix A = (c d

a’>+bc b(a+d)
cla+d) d*+bc
(példdul) a +d = 0 és a® + bc = 1. Tlyen matrixbSl nyilvan végtelen sok van,

ilyenek példaul az ( :

). Ekkor A? =

). Ahhoz, hogy A? az egységmatrix legyen, elég tehdt ha

b P . c
0 —1 alakd matrixok. Mivel ezeknek a négyzete az egy-
ségmatrix, természetesen a szdzadik hatvanyuk is az egységmatrix lesz.

125. Legyen o = %. A sikon az orig6 koriili 0, o, 20,3, . .., 1000 szogi for-

gatdsok matrixai mind kiilonbozdk és a 101. hatvdnyaik (a linedris leképezések
szorzatardl tanultak szerint) mind az egységmatrixot adjak.

126. Legyen ox = 1,8°. A sikon az o,30, 5@, ..., 199« szogl forgatdsok matrixai
mind kiilonbozdk €s a 100. hatvanyaik (a linearis leképezések szorzatdrol tanultak
szerint) mind az egységmatrixot adjak.

127. A % fokos forgatds matrixa példdul ilyen lesz, még akkor is, ha nem a
szokasos bazisban irjuk fel. Azt kell még végiggondolni, hogy kiilonbozé bazi-

sokban felirva a forgatds matrixat, kaphatunk-e valéban végtelen sok kiilonbozd
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matrixot. Legyen A a ?8(1) fokos forgatds matrixa a szokdsos bazisban, x # 0O tet-

~ P . 10 L
szbleges valos szdm, B, pedig az ( 0 x ) matrix. A %—os forgatds métrixa az

{(1;0), (0;x)} bazisban B; 'AB,. Konnyen ellendrizhetd, hogy a B; 'AB, mitrix
ésaBy 'AB, mitrix kiilonbozik, ha x # y és az is, hogy (By 'ABy)'°! minden x #0
esetén az egységmatrix, ahonnan a feladat 4llitdsa kovetkezik.

128. Ha f ilyen linedris transzforméci6 lenne, akkor dim Kerf + dim Imf = 3
(dimenzidtétel) és Kerf = Imf miatt dim Kerf = % lenne, ami lehetetlen, ilyen
transzformdci6 tehat nem létezik.

131. Nevezzik a linedris transzforméciét <7-nak. ElGszor eléallitjuk a (11;6)
vektort az (5;3) és a (4;3) vektorok linedris kombindcidjaként, azaz megoldjuk a-
ra és b-re az a(5;3) +b(4;3) = (11;6) egyenletet. Az egyenletet koordindtanként

vizsgalva az
5 4111
336

egyenletrendszert kapjuk, melyet (Gauss-elimindcidval vagy ahogy jolesik) meg-
oldvaa =3, b = —1 adédik. Igy (11;6) = 3(5;3) — (4;3). Innen a linedris leképe-
zéseket karakterizdlé szabélyok haszndlataval <7 (11;6) = <7 (3(5;3) — (4;3)) =
347(5;3) — o/ (4;3) = 3(2;3) — (3;2) = (3;7).

132. EléGéllitjuk az (1;0) és a (0;1) vektort az (5;3) és a (4;3) vektorok li-
nedris kombindcidjaként. Ehhez haszndlhatunk egyenletrendszert, mint az el6z6
feladatban, de gyorsabb megfigyelni, hogy (1;0) = (5;3) — (4;3), és (0;1) =
%((5;3) —5(1;0)) = ( 3)+2 53(4:3), ahonnan &7 (1;0) = &7((5;3) — (4;3)) =
o (5;3)— o (4;3) = (3 ,2) (2 1) =(L;1)és /(0;1) = (—3(5:3)+3(43)) =
—%%(5;3) %(4,3) (—4; —% + (]3—0; %) = (—%; —1). A keresett matrix igy

133. Eredmény:

134. Mivel by = 1-by +0-by és by = 0-b + 1 by, ezért [b]; = ( (1) ) és [by) =

(1) . Mivel o7 (b;) = b,, ezért a tanult tétel szerint 7] - [by]|5 = [b,]p, Vagyis
( Z g ) . < (l) ) = ( (1) ) Ezért a métrixszorzas definicidja szerint 1 - p+0-

V2=06s1-g+0-v/3=1,vagyis p=06sg=1.
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136. Els6 megoldds. Legyen a feladatban szereplé matrix A. Ker(<)-ban azok
az (x,y,z)T vektorok lesznek, melyeket A-val balrél szorozva a (0;0;0)7 vektort
kapjuk. Ebbdl az

1
1
1

—_— O

0
0
1

S O O

egyenletrendszert kapjuk, melyet (Gauss-eliminidciéval vagy mashogy) megoldva
x =y =z =0 adédik. Igy Ker(.e?) egyediil a nullvektorbdl 4ll. Im(.e7)-ban azok
az (a,b,c)T vektorok lesznek, melyek elallnak gy, hogy A-val balrél szorzunk
egy (x,y,z)" vektort. Ebbdl az

1
1
1

e )

0
0
1

o S Q

egyenletrendszert kapjuk, melyet (Gauss-eliminicioval vagy mdshogy) megold-
vax=a,y=>b—a, z=c— b adddik. Rogzitett a,b,c ért€kekhez tehit mindig
talaltunk alkalmas x, y, z értékeket, igy Im(.o7') = R3.

Misodik megoldas. Ismert, hogy a leképezés matrixdnak oszlopai a bazisvektorok
képeinek koordindtavektorai, igy az (1;1;1)7, (0;1;1)7, (0;0;1)” vektorok mind-
harman benne vannak Im(.e7 )-ban. Mivel ezek bézist alkotnak R3-ben és Im(.o7)
altere R3-nek, Im(.7) = R?. A dimenzi6tétel szerint dim Ker(.27) +dimIm(2/) =
dimR? = 3, igy dimKer(.«7) = 0, tehat Ker(.e7 ) egyediil a nullvektorbél 4ll.

137. Ker(</) meghatdrozasdhoz az

1 ¢ 1|0
11 c¢|0
c 000

egyenletrendszert kell megoldanunk. A ¢ = 0 esetet érdemes kiilon vizsgalni, ha
ugyanis nem ez a helyzet, akkor a Gauss-eliminéci6 sokkal kellemesebben futtat-
hat6 az 1. és a 3. sor cseréje utdn. ¢ = 0 esetén (mondjuk Gauss-eliminicidval)
x = —y = —z adddik (ami egy origén dtmend egyenes). Ha ¢ nem 0, akkor az 1.
és a 3. sor cseréje utdn Gauss-eliminacioval az

10 0|0
01 c|0
00 1-¢c*|0
egyenletrendszert kapjuk. Ennek a megoldasac =1eseténx=0,y=—z,c=—1

esetén x = 0, y = z (ezek is origdén atmend egyenesek), minden mds esetben pedig
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(amikor tehédt ¢ nem 0,1,—1) x =y = z = 0. Az utébbi esetben Im(.«7) = R3 a
dimenzi6tétel miatt. A tobbi esetben Im(.o7)-t a bazisvektorok képei éltal generalt
altérként hatdrozzuk meg: ¢ = 0 esetén Im(.</) nyilvdn a z = 0 sik, ¢ = 1 esetén
Im(«7) az x =y sik, c = —1 esetén Im(.«/) az x+y = —2z sik.

140. AlljonaC a C1,C9,...,C, vektorokbdl és legyen ezek koziil egy tetszdlege-
sen vilasztott ¢;. Azt kell megmutatnunk, hogy [#(c;)] (vagyis a ¢; képének C
szerinti koordindtavektora) konstans vektor. Tudjuk, hogy [%7 (¢;)|z = [/ - [ci]5-
Mivel [«7]z minden oszlopa konstans, ezért [/ ]z minden sora azonos, igy (a mat-
rixszorzas definiciéja miatt) [« - [c;] 5 is konstans vektor lesz; legyen ennek min-
den eleme 7. A fentiekbdl tehat <7 (¢;) =y- (by +by+...+D,), ahol b, b,,...,b,
a B vektorai. Mivel b; +b, 4 ...+ b, és c; + ¢, + ...+ ¢, egyardnt konstans vek-
torok, ezért létezik olyan A szam, melyre

by+by+...+b,=A-(c;+cy+...+¢,),

hiszen ¢; +¢, + ...+ ¢, nem lehet a nullvektor (mert C vektorai linedrisan fligget-
lenek). Ezt a fentibe helyettesitve:

() =1 A-(cr+et...+¢).
Ez pedig épp azt jelenti, hogy [.%7(c;)]- minden eleme y- A, amivel az 4llitdst
belattuk.
2—-2 1
3 4-2
ha (2—2)(4—A)—1-3=0. A kapott 1> — 61 +5 = 0 mésodfokii egyenletet
megoldva megkapjuk a sajatértékeket: A =1 és A =5. Egy v = (; > vektor

141. A akkor és csak akkor sajatértéke a matrixnak, ha

‘ =0, azaz

definici6 szerint akkor lesz a A = 5 sajatértékhez tartozé sajatvektor,haA-v=5-v
€s v # 0 (ahol A a feladatbeli matrixot jeloli). A matrixszorzas definicidja szerint
ez a 2x+y = 5x, 3x + 4y = 5y egyenletrendszerre vezet. Mindkét egyenletbdl
y = 3x adddik, vagyis sajatvektor lesz minden olyan, a nullvektortdl kiilonbozd
vektor, ami ennek a feltételnek megfelel. Igy példaul 5-hoz tartozé sajdtvektor a

~(1).

142. Eredmény: a sajatértékek az 1 és a4, az 1 sajatértékhez a (—2; 1) vektor (nem
nulla) tobbszordsei, a 4 sajatértékhez az (1;1) vektor (nem nulla) tobbszorosei
tartoznak sajatvektorként.

144. A transzformdacié matrixardl tanultak szerint a keresett métrix elsé oszlopa
az (1,0) vektor képe, masodik oszlopa pedig a (0, 1) vektor képe lesz. Kénnyen
lathat6, hogy az (1,0) képe a (0,—2), a (0,1) képe pedig a (—2,0). igy a keresett
matrix ( _g _3 ) A karakterisztikus polinom ez alapjin det( :)26 :)26 > =
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x> — 4. A sajatértékek és sajtvektorok ebbdl a tanult médon megkaphatdk, de
val¢jdban erre nincs is sziikség: mivel (a nagyitds utdn) egyenesre tiikkroziink, a
kép és az eredeti vektor akkor és csak akkor parhuzamos, ha az eredeti vektor az
egyenesen van vagy merdleges rd. Ez alapjan a sajatvektorok az egyenes pontjai
(leszdmitva az origdt), a hozzdjuk tartozoé sajatérték a 2 (a nagyitas miatt); illetve
az x =y egyenes pontjai, a hozzdjuk tartoz6 sajatérték a —2 (szintén a nagyitas
miatt).

145. A transzformdcié matrixardl tanultak szerint a keresett métrix els6 oszlopa
az (1,0) vektor képe, masodik oszlopa pedig a (0, 1) vektor képe lesz. Kénnyen
lathatd, hogy az (1,0) pont, a képe, illetve az origd egyenlGszard derékszogi ha-

romszoget alkot, igy az (1,0) képe az (%, —%) Hasonldan kapjuk, hogy a (0, 1)

képe (— %, %) Igy a keresett matrix ( B }Z B i g ) . A karakterisztikus polinom
., 1/2—x —1/2 '\ 1 iz (o oik
ez alapjan det ( S12 125 ) = (5 —x)” — 7. A sajatértékek és sajdtvekto-

rok ebbdl a tanult médon megkaphatdk, de valdjdban erre most sincs sziikség:
mivel egyenesre vetitiink mer6legesen, a kép és az eredeti vektor akkor és csak
akkor parhuzamos, ha az eredeti vektor az egyenesen van vagy ha a kép a nullvek-
tor (vagyis az origd). Ez alapjdn a sajitvektorok az egyenes pontjai (leszamitva az
orig6t), a hozzdjuk tartozoé sajatérték az 1; illetve az x = y egyenes pontjai (lesza-
mitva az orig6t), a hozzdjuk tartozé sajatérték a 0.

146. Els6 megoldas. Jeldljiik e-vel az x + 7y = 0 egyenest. Hatdrozzuk meg el6-
szOr egy tetszGleges (a,b) vektor képét. Az (a,b)-n dtmend és az e-re merdleges
egyenes, illetve e metszeteként el6allé pontot fogjuk megkeresni, ami épp a kér-
déses kép lesz. e iranyvektora (példdul) a (7,—1), igy ez a rd merGleges egyene-
seknek normélvektora lesz, ez alapjdn a keresett merdleges egyenes egy egyenlete
(sikon vagyunk, ezért az egyenesnek egyenlete, nem pedig egyenletrendszere lesz)
7-(x—a)+(—=1)-(y—b) =0. A két egyenes (x,y) metszéspontjanak meghataro-

zasdhoz tehat az ebbdl az egyenletbdl és az e egyenes egyenletébdl 4ll6 rendszert
49a—7b _ b-Ta

kell megoldanunk. Ez nem okoz nehézséget, a megoldés x = =557, y = 53¢, a
keresett metszéspont igy (#4572, 274) ez lesz teht (a, b) képe. A transzformd-

ci6 matrixdrdl tanultak szerint a keresett matrix elsd oszlopa az (1,0) vektor képe,

49 7
madsodik oszlopa pedig a (0, 1) vektor képe lesz, igy a métrix ( @ _$ ) A

50 50

9 _r T

karakterisztikus polinom innen det ( 50 0750 ) =x? —x. A sajdtértékek és
sajatvektorok ebbdl a tanult médon meglgap}fgték, de valgjdban erre most sincs
sziikség: mivel most is egyenesre vetitiink merdlegesen, a kép és az eredeti vektor
akkor és csak akkor parhuzamos, ha az eredeti vektor az egyenesen van vagy ha a

kép a nullvektor (vagyis az origd). Ez alapjan a sajatvektorok az e egyenes pontjai
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(leszamitva az origét), a hozzajuk tartozo sajatérték az 1; illetve az e-re merdleges
és origdn atmend 7x = y egyenes pontjai (leszamitva az orig6t), a hozzdjuk tartoz6
sajatérték a 0.

Misodik megoldds. Mar lattuk, hogy a sajatértékek €s sajatvektorok felirdsdhoz
nincs sziikség a matrixra €s igy szdmoldsra sem. Valdjdban a métrix is kiszdmit-
hat6 a fentinél (taldn) gyorsabban: ha a szokdsos helyett a {(7,—1),(1,7)} ba-
zisban frjuk fel a transzformdcié matrixat. A (7,—1) képe sajat maga, az (1,7)
10
00

zisban vett A matrix bazistranszformaciéval kaphaté meg: M = B~'AB, ahol B a

képe az origd, igy ebben a bizisban a métrix M = ( ) . Innen a szokdsos bé-

{(7,-1),(1,7)} bazishoz tartozé ( _Z ; > madtrix. A B matrix inverze sorcsere

7 _1 49 _ 71
és Gauss-elimindci6 utdn < S ), ahonnan A = BMB~! = ( W )
50 50 50 30
0 -20
147. Eredmény: A keresett matrix | 2 0 O |, a karakterisztikus polinom
0 02

(2 —x)(x? +4), sajatérték csak a 2, a sajatvektorok a z tengely vektorai (az orig6t
leszamitva).

148. Nevezziik a linedris transzformdciét </-nak. «/(0;1) = /(5 - (0;2)) =
3
$(3:4) = (3;2). & métrixa tehdt A = (4 2

2 2
4—x 3
2
det( s ol

). A karakterisztikus polinomja

ez alapjan

):(4—x)(2—x)—3.

X

Ennek gyokei 1 és 5, ezek lesznek a matrix sajatértékei. A sajatvektorok meg-
: 0
2 1(0 2 =310
egyenletrendszert. Az elsd esetben a 2x 4y = 0 egyenesen 1év0, origétol kiillonbo-
70 vektorok adédnak sajatvektorként, ezek tartoznak az 1 sajatértékhez, a masodik
esetben pedig a 2x — 3y = 0 egyenesen 1évd, origétdl kiillonbozs vektorok, ezek
tartoznak az 5 sajatértékhez.

hatdrozdsahoz megoldjuk a

) egyenletrendszert €s a

149. A leképezés linedris, tehdt az (1;0) = (2;1) — (1;1) vektorhoz az (1;8) —
(—1;7) = (2;1) vektort rendeli, a (0;1) = (1;1) — (1;0) vektorhoz pedig a
(—1;7) —(2;1) = (—3;6) vektort. A leképezés matrixa tehét

(12)

73



A karakterisztikus polinom ez alapjan

det ( 2;" 6__3x ) = (2—x)(6—x)+3.

Ennek gyokei 3 €s 5, ezek lesznek a matrix sajatértékei. A sajatvektorok megha-
tarozasahoz megoldjuk a
-1 =310
( 1 3]0 )

-3 -31]0

1 10
egyenletrendszert. Az els esetben az x + 3y = 0 egyenesen 1év, origétdl kiilon-
bozd vektorok adédnak sajatvektorként, ezek tartoznak a 3 sajatértékhez, a maso-

dik esetben pedig az x +y = 0 egyenesen 1évd, origotdl kiilonbozo vektorok, ezek
tartoznak az 5 sajatértékhez.

150. a) Tudjuk, hogy A = 7 pontosan akkor sajatérték, ha det(A — 71) = 0. Mi-
vel A — 71 negyedik oszlopa a feladat szerint csupa nulla, ezért det(A —71) =0
teljesiil, igy A = 7 val6ban sajatérték.

egyenletrendszert €s a

b) Mivel A = 7-rdl tudjuk, hogy sajatérték, ezért kereshetiink ehhez tartozé v
sajatvektort. Vagyis olyan v-t keresiink, amelyre v # 0 és A-v = 7 -v. Legyen
v=(00010 )T. Ekkor A - v nem mds, mint az A negyedik oszlopa, vagyis
(00070 )T. Ezért A-y = 7 -y teljesiil, igy v sajdtvektor.

Megjegyzés.A b) feladat megoldasdbdl az a) feladat allitasa is kovetkezik: mivel

a talalt v # 0 vektorra A - v = 7 - v teljesiil, ezért A = 7 definici6 szerint sajatértéke
A-nak.

151. a) Ismert, hogy A = 3 akkor és csak akkor sajatértéke A-nak, ha A — 31
determinansa 0, azaz

1 0p
54 7]|=0.
112
Ezt (példaul) az els6 sor szerinti kifejtéssel kiszamolva:
I- 411 ; ‘-I—p- ? 41‘ =1-14p-1=p—+1.Ezekbdl tehat p+ 1 = 0, vagyis
p=—1.
b) Tudjuk, hogy A = 3 sajatérték, tehat kereshetiink egy ehhez tartozo sajatvektort.
X
Vagyis olyan v € R? vektort keresiink, melyre A-v =3-v. Legyen v = | y
Z

74



Ekkor a métrixszorzds definicidja szerint (és a p = —1 értéket figyelembe véve)

adx —z=3x, Sx+Ty+ 7z = 3y, x+y+ 5z = 3z feltételek adoédnak. Az elsd

egyenletbdl z = x, ezt a masik két egyenletbe helyettesitve rendezés utdn mindkét
X

esetben az y = —3x egyenletet kapjuk. Igy sajdtvektor leszav= | —3x | vektor
X

minden x # 0 értékre.

Megjegyzés. A fenti megoldasban csak a A = 3 sajatértékhez tartozé sajatvektoro-
kat hatdroztuk meg. Tovabbi (kellemetlen, de nem nehéz) szamolassal megkapha-

t6 a métrix tovabbi két sajitértéke is: BiT\m Ezekhez is tartoznak sajatvektorok,
igy a b) feladatra mds megolddsok is adhatok, melyek meghatarozésa persze sok-
kal koriilményesebb.

152. Megoldas: nem. (A sajatértékek a 3 és az 5.)

153. Az a) 4llitds nem igaz, ellenpélda (mondjuk) a sikon vett 60 fokos forga-
tds matrixa. Ehhez nem tartozik sajitvektor, a kobe viszont a 180 fokos forgatés
(vagyis a —1-gyel szorzds) matrixa, aminek a nullvektor kivételével minden vek-
tor a sajatvektora. A b) allitast konnyl belatni: ha v sajatvektora A-nak, akkor
alkalmas A-ra Av = Av. A%y = A%(Av) = A(A%v) = A3v, vagyis v sajatvektora A3-
nek (A3 sajatértékkel).

156. Legyenek az u és v sajatvektorokhoz tartozo sajatértékek «, illetve 3, ekkor
Au = au és Av = Bv. Ekkor (a matrixszorzas 6sszeadas folotti disztributivitdsa
miatt) A(u+v) = Au+ Ay = ou+ Bv. Az u+ v vektor akkor és csak akkor lesz
sajatvektora A-nak, ha A(u+v) = u(u+v) valamely alkalmas u skaldrra. Ha ez
teljesiilne, akkor au + Bv = u(u+v), vagyis (& — )u = (4 — B)v. Mivel u és
v egyike sem nullvektor, & nem lehet egyenld u-vel, hiszen ekkor u is egyenld
lenne 3-val, amibdl o = B kovetkezne. Az egyenlGséget igy oszthatjuk (o — p)-
vel és kidertiil, hogy az u vektor a v vektor szdmszorosa, ami lehetetlen, hiszen
ekkor azonos sajatértékhez tartozo sajatvektorok lennének.

158. Legyen a két négyzetszam n és m, kanonikus alakjuk pedig n = p‘lx' ''''' p,({x",

illetve m = q7" - --- -qE’. Az, hogy négyzetszdmok, azt jelenti, hogy minden ¢
és Bj paros. A legnagyobb kozos oszté a kozos primtényezSk azon hatvanyai-
nak szorzata, ahol a kitevd a két szerepld kitevé minimuma. Mivel minden kitevd
paros, e minimumok is azok. A legnagyobb kozos 0szté tehdt szintén parosadik
primhatvanyok szorzata, azaz négyzetszam.

159. Az a és b egészek barmely kozos osztdja osztja az a — kb szamot is tetszo-
leges k egész esetén. Ez alapjan a keresett Inko osztja a (3n> —2n+ 1) — 3(n* —
n) = n+ 1 szamot. Ezt felhaszndlva, az el6bbihez hasonléan, az Inko osztja az

(n*> —n) — (n—2)(n+ 1) = 2 szdmot is, ahonnan az Inko vagy 1 vagy 2 (hiszen
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pozitiv kell, hogy legyen). Mivel n> — n mindig paros, az Inko pontosan akkor lesz
2,ha3n?—2n+1 paros, azaz ha n paratlan, minden mas esetben pedig 1.

160. Jeloljiikk a és b legnagyobb kozos osztdjat (a,b)-vel. Ismert, hogy (a,b) =
(a,a—b), illetve innen (a,b) = (a,a —kb) tetsz&leges k egészre. Igy (n® 4+ n?,n® —
n+2) = +n*—n(n®>—n+2),n> —n+2) = (2n*>—2n,n* —n+2) = (2n> —2n—
2(n* —n+2),n* —n+2) = (—4,n> —n+2). A kérdéses Inko tehit osztéja —4-
nek, azaz 1, 2 vagy 4 lehet. Mivel n> — n +2 mindig péros, az 1 nem jon széba,
4 pedig pontosan akkor lesz az Inko, ha n?> — n maradéka 2 lesz 4-gyel osztva,
vagyis ha sem n, sem n — 1 nem oszthat6 4-gyel (1évén ezek relativ primek), azaz
(mivel n paratlan) ha az n szdm 4k + 3 alaku. A keresett Inko tehét 2 a 4k + 1 alakd
szdmokra és 4 a 4k 4- 3 alaku szdmokra.

A feladat valamivel egyszeriibben is megoldhat6, ha észrevessziik, hogy n és n*> —
n + 2 relativ primek (mivel n pdratlan), és igy a keresett Inko n> —n+2 és n+ 1
Inko-jdval lesz azonos.

161. n és n— 1 relativ primek, hiszen a kiilonbségiik 1, azaz minden k6z0s 0sz-
téjuk osztja az 1-et is. Igy n3 4 3n2 4+ 2n és n — 1 kdzos osztéi mind osztjak (n® +
3n+2)-tis a szdmelmélet alaptétele miatt (hiszen n° +3n% +2n = n(n® +3n+2)).
n? +3n+2 és n—1 Inko-ja osztja (n> +3n+2) —n(n—1) = (4n+2)-t is, igy
(4n+2)—4(n—1) = 6-ot is. A legnagyobb kozos oszté tehdt az 1,2,3,6 szamok
koziil keriil ki. Hon =1 (mod 6), akkor n — 1 és n? +3n+ 2 is oszthaté 6-tal, a
keresett Inko tehat 6. Haon =3 (mod 6) vagy n =5 (mod 6), akkor az Inko 2.
Han=4 (mod 6), akkor az Inko 3, végiil n =0 (mod 6) vagy n =2 (mod 6)
esetén az Inko nyilvan 1.

162. n+ 1 relativ prim (3n+2)-vel, hiszen 3(n+1) — (3n+2) =1, igy n+1 és
3n+ 2 minden kozos osztdja osztja az 1-et is. Hasonld gondolatmenettel lathato,
hogy n és 3n+-2 Inko-ja legfeljebb 2: mivel 3n+2 —3n =2, igy n és 3n+2 minden
k6z0s osztéja osztja a 2-t is. Mivel n”> +n = n(n+ 1), a szimelmélet alaptétele
miatt n> + n primosztéi n és n+ 1 primosztéi koziil keriilnek ki, igy 3n +2 és
n* + n legnagyobb kozos osztéja legfeljebb 2 lehet. n”> +n mindig péros, 3n + 2
pedig pontosan akkor, ha n paros, a keresett Inko tehat paratlan n esetén 1, paros
n esetén 2.

163. Jeloljiik d-vel a kérdéses Inko-t. Ekkor nyilvan d | n?(n® —n> 4+ 1) = n’ —
n* +n?, ahonnan d | (n° — n* +n?) — (n° — n* — n?) = 2n°. Mivel n* —n? + 1
pératlan (hiszen n® és n” azonos paritst), d is paratlan kell hogy legyen, ezért
d | n? is teljesiil. gy d | (n> —n>+1)+n®> =n>+1és d | n-n* = n’, ahonnan
d|n’+1-n*=1,azazd = 1.

164. Legyen d a két szam Inko-ja. Ekkor d | 3n> —5n—1—3(n> —2n) =n— 1 és
igy d | n*> —2n— (n—1)? = 1. Igy d (mivel pozitiv) csak 1 lehet.
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166. Tegyiik fel indirekten, hogy a kérdéses 1kkt 3a + 5b. Ekkor a|3a + 5b (és
b|3a+ 5b), ahonnan a|5b. Mivel a|5b és b|5b, az 5b (pozitiv) kozos tobbszordse
a-nak és b-nek, ami ellentmondds, hiszen 5b < 3a+ 5b (mivel a pozitiv).

168. n> =1 (mod p) a kongruencia definici6ja szerint ekvivalens azzal, hogy
p|n*—1,azaz p | (n—1)(n+1). Mivel p prim, ebbdl kovetkezik, hogy p | n— 1
vagy p | n+ 1 teljesiil, ahonnan a kongruencia definiciéjat hasznélva a feladat
allitdsa adodik.

170. A feladat a 464x =8 (mod 50) kongruencia mod 50 megolddsainak meg-
hatdrozasa. 464 és 50 Inko-ja 2, ez osztja 8-at, tehdt lesz megoldas, éspedig 2
darab modulo 50. A kongruencidt 2-vel osztva és 225x-et a bal oldalrdl elvéve az

eredetivel ekvivalens
Tx=4 (mod 25)

kongruenciat kapjuk (a modulust osztani kellett 2 é€s 50 Inko-javal, azaz 2-vel). A
jobb oldalrdl 25-6t elvéve a

7x=—21 (mod 25)

kongruencia adddik. Mivel 7 és 25 relativ primek, 7-tel osztva az eredetivel ekvi-

valens
x=-3=22 (mod25)

kongruenciat nyerjiik. Innen a megolddsok 22 és 22 425 = 47 modulo 50.

171. 93 és 129 Inko-ja 3, ez osztja 9-et, tehat lesz megoldds, éspedig 3 darab
modulo 129. A kongruenciat 3-mal osztva az eredetivel ekvivalens

31x=3 (mod43)

kongruenciat kapjuk (a modulust osztani kellett 3 €s 129 Inko-javal, azaz 3-mal).
A bal oldalrél 43x-et elvéve

—12x=3 (mod 43).
Mivel —3 és 43 relativ primek, —3-mal osztva az eredetivel ekvivalens
4x=—1 (mod43)
kongruenciat kapjuk. A jobb oldalrdl 43-at elvéve
4x = —44 (mod 43).
Mivel 4 és 43 relativ primek, 4-gyel osztva az eredetivel ekvivalens

x=—11 (mod43)
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kongruencia adédik, ami mar a megoldds, hiszen nem volt kovetelmény az ered-
mények mod 129 megadésa.

172. A 36x=68 (mod 82) kongruencia megolddsait kell megkeresniink modulo
82.36 és 82 Inko-ja 2, ez osztja 68-at, tehat lesz megoldas, éspedig 2 darab modulo
82. A kongruenciét 4-gyel osztva, az eredetivel ekvivalens

9x =17 (mod41)

kongruenciat kapjuk (a modulust osztani kellett 4 és 82 Inko-javal, azaz 2-vel).
Mivel 5 és 41 relativ primek, mindkét oldalt 5-tel szorozva az eredetivel ekviva-
lens

45x =85 (mod41)

kongruenciat kapjuk, ahonnan
4x =44 (mod41)
adodik. Ezt 4-gyel osztva az eredetivel ekvivalens
x=11 (mod41)

kongruencia adédik, hiszen 4 €s 41 is relativ primek. Innen a megoldasok 11 és
11+41 =52 modulo 82.

173. Legyen a kérdéses szdm n, ekkor

3l1n=10 (mod153).
5-tel szorozva:

155 =50 (mod153),

vagyis
2n=50 (mod153).

2-vel osztva:
n=25 (modl153),

ahol (2,153) = 1 miatt az osztds a kongruencia modulusit nem véltoztatta meg.
Mivel (5,153) = 1 miatt az el8szor végzett 5-tel valé szorzds is ekvivalens atala-
kitas, ezért a keresett maradék 25.

174. 98 és 34 Inko-ja 2, ez osztja a 6-ot, igy lesz megoldas. Osszuk le a kongru-
enciat 2-vel, ekkor az eredetivel ekvivalens

17x=3 (mod 49)
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kongruenciat kapjuk (a modulust osztani kellett 2 és 98 Inko-javal, azaz 2-vel).
Ezt a linedris kongruenciiat Euklideszi algoritmussal oldjuk meg. Tudjuk, hogy
49x =0 (mod 49). Innen

15x=49x—2-17x=0-2-3=—6 (mod49).
Igy
2x=17x—15x=3—(—6) =9 (mod49),

ahonnan
x=15x—7-2x=—-6—-7-9 (mod49),

azaz x = —69 =29 (mod 49).

175. 53 és 89 Inko-ja 1, ez osztja a 3-at, igy lesz megoldés. A kongruenciat Euk-
lideszi algoritmussal oldjuk meg. Tudjuk, hogy 89x =0 (mod 89). Innen

36x=89x—53x=0—3 =3 (mod89).
Iy
17x =53x—36x=3—(~3)=6 (mod 89),

ahonnan
2x=36x—2-17x=-3-2-6=—15 (mod 89),

véglilx=17x—8-2x=6—8-(—15) =126 =37 (mod 89).

176. A 45n =21 (mod 78) linedris kongruencia megolddsaira vagyunk kivéncsi-
ak modulo 130. 45 és 78 Inko-ja 3, ez osztja a 21-et, igy lesz megoldas (mégpedig
3 darab modulo 78). A kongruenciat 3-mal osztva az eredetivel ekvivalens

15n=7 (mod 26)

kongruenciat kapjuk, mivel a modulust osztanunk kell 3 és 78 Inko-javal, azaz
3-mal. A jobboldalhoz 26-ot adva

15n =33 (mod 26).

Ezt oszthatjuk 3-mal, mikdozben a modulus nem valtozik, hiszen 3 és 26 relativ
primek:
S5Sn=11 (mod 26).

A jobboldalbdl 26-ot elvéve
5n=—15 (mod 26).
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Ezt oszthatjuk 5-tel, mikézben a modulus nem véltozik, hiszen 5 és 26 relativ
primek:
n=-3 (mod 26).

Innen n lehetséges maradékai modulo 130: 23, 49, 75, 101, 127.

A 15n =7 (mod 26) linedris kongruencia persze masképp is megoldhatd, pl. a
baloldalbdl 26n-et elvéve és a jobboldalhoz 26-ot adva —11n =33 (mod 26). Ezt
oszthatjuk —11-gyel, mikdzben a modulus nem valtozik, hiszen —11 és 26 relativ
primek: n = —3 (mod 26).

177. A14n=3 (mod 51) linedris kongruencia megoldésaira vagyunk kivancsiak.
14 és 51 Inko-ja 1, ez osztja a 3-at, igy lesz megoldads (mégpedig 1 darab modulo
51). Mindkét oldalt 4-gyel szorozva az eredetivel ekvivalens

56n=12 (mod5l)
kongruenciat kapjuk, hiszen 4 és 51 relativ primek. Innen
5n=12 (mod51).
A jobboldalbdl 102-t elvéve
5n=-90 (mod>51).
Ezt oszthatjuk 5-tel, mikézben a modulus nem véltozik:
n=-—18 (mod5l),

hiszen 5 és 51 relativ primek. Innen 51 | n+ 18, tehdt 17 | n+ 18, azaz

n=-18=16 (mod17).

Mivel n lehet paros és paratlan is, n lehetséges maradékai modulo 34: 16 és 33.

178. 113 és 531 Inko-ja 1, ez osztja a 2-t, igy lesz megoldds. A kongruenciat
Euklideszi algoritmussal oldjuk meg. Tudjuk, hogy 531x =0 (mod 531). Innen

79x=531x—4-113x=0—4-2= -8 (mod 531).

fgy
34x=113x—79x=2—(—8) =10 (mod 531),
ahonnan
IIx=79x—2-34x= —-8—-2-10=—28 (mod 531),
végiil

x=34x—3-11x=10—3-(—28) =94 (mod 531).
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179. A feladat az n =10 (mod19), n =15 (mod37) kongruenciarendszer
2015-nél kisebb pozitiv megolddsai szdmédnak meghatdrozdsa. Az elsd kongruen-
cia szerint n = 19k 4 10 alaku valamilyen k egészre. Ezt a mdsodik kongruencidba

helyettesitve:
19k+10=15 (mod37).

10-et mindkét oldalbdl levonva:
19k=5 (mod37).
2-vel szorozva (ami ekvivalens 4talakitds, hiszen 2 és 37 relativ primek):
38k=10 (mod37),

vagyisk=10 (mod37). Igy k =370+ 10 alakd valamely ¢ egészre. Ezt a fentibe
helyettesitve:

n=19%+10=19(37¢+10) + 10 = 703/ + 200.

A kongruenciarendszer megolddsai tehat az ilyen alakd (vagyis az n =
200 (mod703) kongruencidnak eleget tevs) n egészek. Lathatd, hogy az ¢ =
0, 1,2 esetekben kapunk 2015-nél kisebb pozitiv megoldasokat (ezek 200, 903 és
1606), igy tehat harom ilyen szam van.

180. 37n+218m = 10 esetén 37n = 10 (mod218), ha pedig a kongruencia
fenndll n-re, akkor nyilvan lesz is hozz4 megfeleld m szdm (hiszen 102_1387” ilyen).
Azt kell tehat megkeresniink, hogy a kongruencidnak hdny megolddsa van 1 és
1000 kozott. A kongruenciét 6-tal szorozva

222n=60 (mod218),

vagyis
4n=60 (mod218).

Ezt 4-gyel osztva
n=15 (mod109),

hiszen 218 és 4 legnagyobb kozos osztdja 2, amivel a modulust el kell osztani. Mo-
dulo 218 tehat két megoldast kapunk, melyek 15 és 15+ 109 = 124. Mivel a 6-tal
val6 szorzas nem ekvivalens atalakitds, az eredményeket vissza kell helyettesiteni
az eredeti kongruencidba, hogy kisz(rjiik a hamis gyokot: 37 - 15 = 555, ami nem
kongruens 10-zel modulo 218, 37-124 =37-4-31 = 148 -31, ami —70 - 31-gyel,
azaz -2170-nel kongruens modulo 218, errdl pedig (2180-at hozzdadva) lathato,
hogy csakugyan kongruens 10-zel modulo 218, a megoldas tehat a 124 (mod 218).
A két ellendrzés koziil az egyik kivalthato azzal a megéllapitassal, hogy mivel 37
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és 218 relativ primek, a kongruencidnak pontosan egy megoldédsa lesz modulo
218. Az n szamnak tehat 218k + 124 alakunak kell lennie, ahol k egész. Ahhoz,
hogy n 1 és 1000 kozott legyen, k-nak O és % kozé kell esnie, azaz 5 ilyen
egész n lesz.

1,02

181. Legyen n primtényez0s felbontdsa n = p‘fC P, .. pYr. Tudjuk, hogy ¢@(n) =
Py - Pixlil)(sz — p‘zxrl) . (p% — p%~1). A szorzat tényezdi mind pozitiv
egészek, igy egyikiik sem lehet nagyobb 2-nél, azaz n-nek nem lehet 3-ndl na-
gyobb primosztdja, a 3 csak az elsd hatvdnyon szerepelhet, a 2 pedig legfeljebb
a mdsodik hatvdnyon. Az n szam tehat oszt6ja a 12-nek, a hat oszt6 koziil pedig
konnyen lathatd, hogy a 3, a 4 €s a 6 tesznek eleget a feltételnek.

182. Ismert, hogy ha n = p{'p%...p%, akkor @(n) = (p — p™ ") (p%? —
pgrl) ... (p% — p%~1). Mivel @(n) = 17 prim, a fenti szorzat egyik tényez&je 17.
Ekkor valamely i-re a; > 1 és p" —p?i_l = pl.ai_l<pl' —1)=17,1igy (pi—1)|17,
ahonnan p; = 2 vagy p; = 18. Mivel 2%~! nem lehet 17, 18 pedig nem prim, p;
sem 2, sem 18 nem lehet, vagyis a feltételnek megfeleld n szam nem 1étezik.

183. Legyen n primtényezGs felbontdsa n = p{' p5?... p%. Ismert, hogy ¢(n) =
(p‘lx‘ — p‘f‘l_l)(p‘zx2 — pgz_l) .. (p% — p%~1). A szorzat tényez&i mind pozitiv
egészek, igy a szorzatuk csak akkor lehet a p prim, ha egyikiik éppen p, a tobbi
pedig 1. pf* —plqi_l > pi—1,igy pi* —pf‘f_l = 1 csak akkor lehetséges, ha p; =2
ésoy = 1. Halpfc"—‘pl‘?"‘_1 = p,akkor @; >2esetén o; =2, pi=péspi—1=1,6és
n-nek mds primosztdja (a korabbiak szerint) nem lehet, azaz n = 4. o; = 1 esetén
pi— 1 = p, ami csak p =2, p; = 3 esetén lehetséges. Igy tehat megoldds még a 3

és a 6, mas megoldas pedig (a kordbban latottakat is felhaszndlva) nincs.

184. A ¢@-fiiggvény képletét a kanonikus alak segitségével felirva l4thatd, hogy n-
nek nem lehet olyan p primoszt6ja, ami 5-nél nagyobb, hiszen ekkor ¢(n) > p —
1 > 6 lenne. Hasonl6an l4thato, hogy az 5 és a 3 koziil csak az egyik szerepelhet az
n kanonikus alakjiban €s az is legfeljebb az els6 hatvdnyon, a 2 pedig legfeljebb
a harmadik hatvanyon szerepelhet. Ha az 5 szerepel, akkor a 2 legfeljebb az els6
hatvanyon szerepelhet, ha a 3, akkor a 2 pontosan a masodik hatvdnyon szerepel,
ha egyikiik sem, akkor 2 a harmadik hatvanyon szerepel, a megoldasok tehat 5,2 -
5=10,4-3=12,8.

185. Eredmény: a 11 és a 22 a megoldasok (é€s mas megoldds nincs).
186. Haszndljuk a @(n) = n-IIX_ (1 —1/p;) formuldt, ahol p;,(i = 1,...,k)
az n primtényezGi. Eszerint a @(m)@(n) szorzatban a kozds p; primtényezdk

(1 —1/p;)?* tényezSket eredményeznek, mig @ (mn)-nek a formula szerinti fel-
irdsdban e tagok is elsd hatvinyon vannak jelen. Tehat % felirhaté néhany
(esetleg 0) (1 —1/p;) tényezd szorzataként. Mivel ez sosem nagyobb 1-nél, ez-

zel az 4llitast beldttuk. Persze sokkal elegansabb képlet haszndlata nélkiil, csak a
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definici6 alapjan beldtni az allitast, de ez (most épp) joval nehezebb is, 1d. a 187.
feladatot.

188. Mivel ¢(n) egész, n-nek pdrosnak kell lennie, ezért a ndla kisebb péros
szdmokhoz nem relativ prim, tehdt @(n) legfeljebb 7 lehet, igy az egyenlSség
egyetlen szdmra sem teljesiil.

189. Az n szam pozitiv 0sztéi 1 és n kozé esnek, de ezek koziil azok, amik relativ
primek n-nel, az 1 kivételével nem lehetnek n osztéi, igy d(n) < n— @(n) +1 és
kész is vagyunk.

190. Az n szam pozitiv oszt6i 1 és n kozé esnek, de ezek koziil azok, amik relativ
primek n-nel, az 1 kivételével nem lehetnek n osztdi, igy d(n) <n—¢@(n)+1 és
egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha az n-nél kisebb, n-hez nem relativ
prim pozitiv szdmok mind n osztéi. Ez prim n esetén igaz, igy a pozitiv primsza-
mokra teljesiil a feladatbeli egyenl6ség. Ha n nem prim, akkor legyen p a legki-
sebb primosztdja, erre nyilvan teljesiil, hogy p < v/n. Az n és n — p szdmok nem
relativ primek, tehat teljesiilnie kellene rdjuk, hogy (n —p) |n. Han—p > n/2,
akkor ez lehetetlen, igy az egyenl6ség ebben az esetben csak akkor teljesiilhet, ha
n—p<n/2,azazn/2 < p < /n, ahonnan n < 4, tehit mar csak a 4-et kell meg-
vizsgalnunk, ez pedig szintén kielégiti az egyenlGséget, igy tehat a megoldasok a
pozitiv primek €s a 4.

191. Az n szam pozitiv 0szt6i 1 és n kozé esnek, de ezek koziil azok, amik relativ
primek n-nel, az 1 kivételével nem lehetnek n osztéi, igy d(n) < n— @(n) + 1,
azaz d(n) + @(n) <n+1.Mivel d(n) > 2,

d(n

)+ p(m) <a(n) + 9n) 1 <1
és egyenlGség csak akkor dllhat fenn, ha d(n) = 2, azaz ha n prim. Ha n prim, akkor
@(n) =n—1, igy az egyenl8ség ilyenkor valGban teljesiil, a keresett n egészek
tehat a pozitiv primek.

192. Legyen a szdm n, a primtényez3s felbontédsa p' p32 ... p%. Ekkor n oszt6i-

nak szama (o +1)(a2+1)... (a4 1), ennek kell egyenlének lennie 100-zal. 100
primtényezGs felbontdsa 22 - 52, igy r nem lehet 5 vagy nagyobb, hiszen ha 100
elddllna 5 vagy tobb, 1-nél nagyobb szam szorzataként, akkor lenne a 2-t61 és az
5-t61 kiilonbozd primosztdja (mivel a 2 és az 5 is legfeljebb a masodik hatvanyon
szerepelhet a szorzatban). Ezek szerint n-nek legfeljebb 4 kiilonb6zd primosztdja
lehet, azon osztdinak szdma, melyek Osszetettek tehat legalabb 100 —4 — 1 (az 1
se nem prim, se nem Osszetett), azaz 95.

193. A definici6 szerint ¢(n) az n-nél kisebb, n-hez relativ prim pozitiv egé-
szek szdma, igy a feltétel szerint az n-nél kisebb, n-hez nem relativ prim pozitiv
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egészek szdma pontosan 2. Ha n-nek lenne két kiillonboz6 primosztdja, p és g
(feltehetd, hogy p < g), akkor p és g nem relativ primek n-hez, s6t 2p sem, igy a
feltétel nem teljesiilhet, hiszen ezek a szdmok mind kiilonb6z6k és kisebbek n-nél.

n tehdt primhatvény, legyen n = p%. Ekkor n —3 = ¢(n) = p* — p*~!, ahonnan
p® 1 =3.Innen p = 3, a = 2, vagyis n = 9. Erre valéban teljesiil az egyenl&ség

és a fentiek szerint mds ilyen n szdm nincs.

194. A definici6 szerint @(n) az n-nél kisebb, n-hez relativ prim pozitiv egészek
szdma, igy a feltétel szerint az n-nél kisebb, n-hez nem relativ prim pozitiv egé-
szek szdma pontosan 3. Ha n nem primhatvany, akkor el6all két egynél nagyobb
relativ prim szdm, a és b szorzataként (feltehetS, hogy a < b), ekkor a és b nem
relativ primek n-hez, s6t 2a sem, igy a feltétel csak akkor teljesiilhet, ha ezzel
felsoroltuk az 6sszes n-nél kisebb, n-hez nem relativ prim pozitiv egész szamot,
hiszen az emlitett szamok csakugyan mind kiilonb6zok és kisebbek n-nél. Innen
a<2ésb<3,azaz n =6, mivel a tobbi 6-nal kisebb szamnak nincs két kiilonb6z6

osztéja, ¢(6) pedig valéban 6 —4 =2. Han = p%, a ¢(p%) = p* — p*~1 = p*—4
egyenlségbdl p®~! = 4 kovetkezik, azaz n = 8, ami csakugyan megoldas, hiszen

¢(8) val6ban 8-4=4. A fentiek szerint tehdt két szdmra teljesiil az egyenlGség, a
6-ra és a 8-ra.

195. Az utolsé két szdmjegy meghatdrozasdhoz a szamot mod 100 kell vizsgél-
nunk. Mivel 107 és 100 relativ primek (107 helyett persze érdemesebb a vele
kongruens 7-tel dolgozni), alkalmazhatjuk az Euler-Fermat-tételt. ¢(100) = 40,

igy
107*° =1 (mod 100),

ezért 12314 40-nel valé osztdsi maradékdra vagyunk kivancsiak. Mivel 123 és
40 relativ primek, (123 helyett 3-mal is dolgozhatunk), ismét alkalmazhatjuk az
Euler-Fermat-tételt. ¢(40) = 16, igy

1231 =1 (mod 40),
vagyis ezittal 145 16-tal val6 osztasi maradékdra vagyunk kivancsiak, ami 1. Igy
1231 = 12371641 = 123 = 3 (mod 40),
azaz 123'% = 40k + 3 valamely alkalmas k pozitiv egészre. Innen pedig
107123 = 10743 = 1074%1073 = 107° = 73 = 343 = 43 (mod 100).
Az utolso két szamjegy tehat 43.

196. A feladat megolddsdhoz 2325 216-tal vett osztdsi maradékit kell meghatd-
rozni. Mivel 23 és 216 relativ primek, az Euler-Fermat tétel szerint

239(210) = 1 mod 216.
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216 = 2333, igy @(216) = 4-18 = 72. Most tehdt a 25>+ szdm 72-vel vett osztdsi
maradékdra vagyunk kivancsiak. Mivel 25 és 72 is relativ primek, az Euler-Fermat
tétel szerint
25?72 =1 mod 72.

72 = 2332, igy @(72) = 4-6 = 24, tehat 25°* 72-vel osztva 1 maradékot ad. gy
2325 = 2372+1 1od 216 valamely k egészre. Mivel 237%* =1 mod 216, a
2325 sz74m 216-tal vett osztdsi maradéka 23. 23 a hatos szamrendszerben felirva
35, tehat az utols6 harom szdmjegy 035 lesz.

197. Egy szdm kettes szdmrendszerbeli alakjdnak utolsé 6t szamjegyét a szam
32-vel vett osztdsi maradéka hatdrozza meg, igy eldszor ezt szamoljuk ki. Mivel
43 =11 (mod 32), elég 118 32-vel vett osztdsi maradékit meghatarozni. Mivel
11 és 32 relativ primek, az Euler-Fermat tétel szerint

11962 =1 (mod 32).
¢(32) = 2% —2* = 16, ahonnan
119 = 117072 = 11°°112 = (111%)°112 = 11> = 121 (mod 32).
A keresett maradék innen 25, aminek kettes szdmrendszerbeli alakja 11001, ez

lesz tehat 43°% kettes szamrendszerbeli alakjdnak utolsé 6t szamjegye.

198. Mivel 46 és 25 relativ primek, az Euler-Fermat tétel szerint
462 =1 (mod 25).

@(25) = 25 —5 = 20, most tehdt a 47 szam 20-szal vett osztdsi maradékara
vagyunk kivancsiak. Mivel 47 és 20 is relativ primek, az Euler-Fermat tétel szerint

47929 =1 (mod 20).

20 = 225, fgy @(20) = (4—2) -4 = 8, tehdt 47 = (47%)° 20-szal osztva 1
maradékot ad. Igy
464" = 462K+ (mod 25)

valamely k egészre. Mivel 46°% = 1 (mod 25), a 4647" sz4m 25-tel vett osztdsi
maradéka kongruens 46-tal modulo 25, azaz a keresett maradék 21.

199. Az utolsé négy jegy meghatirozdsdhoz n 16-os osztdsi maradékat kell
megtaldlni. Ha k-val jeloljik n 16-os osztdsi maradékdt, akkor nyilvdn k" =
n" (mod 16). Esetiinkben n kettes szamrendszerbeli alakjabol k = 11, tehat 11"
16-0s osztasi maradékdra vagyunk kivancsiak. Mivel 11 és 16 relativ primek, az
Euler-Fermat tétel szerint

11209 =1 (mod 16).
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16 = 2%, igy @(16) = 8, tehdt az n szdm 8-cal vett osztasi maradékat kell meg-
keresni. A kettes szaimrendszerbeli alak szerint (vagy a 16-os maradékbdl) ez 3,

igy
11" = 113" (mod 16)

valamely m egészre. Mivel
113 =1 (mod 16),

a 11" szam 16-tal vett osztasi maradéka kongruens 11°-nal modulo 16. 117 = 121
9 maradékot ad 16-tal osztva, igy

11°=11-9=99=3 (mod 16),

a keresett maradék tehat 3, az utols6 négy szamjegy pedig igy 0011.

200. Egy szdm négyes szdmrendszerbeli alakjdnak utolsé harom szdmjegyét a
szam 64-gyel vett osztdsi maradéka hatdrozza meg, igy el6szor ezt szamoljuk ki.
Mivel 023 a 11 négyes szamrendszerbeli alakja,

n =113 (mod 64),

hiszen n utols6 harom szdmjegye 023. Mivel 11 és 64 relativ primek, az Euler-
Fermat tétel szerint
11909 = 1 (mod 64).

@(64) = 2° -2 =32, igy most 3n -+ 1 32-vel vett osztdsi maradékét kéne meg-
hatdroznunk. Mivel n =11 (mod 64), igy n =11 (mod 32) is teljesiil, ahonnan

3n+1=34=2 (mod32),
tehat 3n+ 1 = 32k + 2 valamely k egészre. Innen
113 = 113242 — (1132)%112 = 112 = 121 =57 (mod 64).

A keresett utols6 hdrom szdmjegy tehdt 321 (mivel ez 57 négyes szamrendszerbeli
alakja).

201. Egy szdm harmas szamrendszerbeli alakjdnak utolsé harom szdmjegyét a
szam 27-tel vett osztdsi maradéka hatdrozza meg, igy el6szor ezt szdmoljuk ki.
Mivel 202 a 20 harmas szamrendszerbeli alakja,

n" =20" (mod 27),

hiszen n utolsé hdrom szdmjegye 202. Mivel 20 és 27 relativ primek, az Euler-
Fermat tétel szerint
20°%7) =1 (mod 27).
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@(27) =33 —32 =18, igy most n 18-cal vett osztdsi maradékat kéne meghatéroz-
nunk. Ez a harmas szamrendszerbeli alakbdl konnyen leolvashaté: az utolsé két
jegy 02, igy a 9-cel vett osztasi maradék 2, a 18-cal vett maradék tehét 2 vagy
11. Hogy a kett6 koziil melyik, azt az n paritdsa donti el: ha n péros, akkor 2, ha
paratlan, akkor 11. Az n harmas szamrendszerbeli alakjiban péaros sok paratlan
szam (1-es) fordul eld, igy n paros, tehdt n = 18k 4 2 valamely k egészre. Innen

20" = 20'8+2 = (20'8)k20? = 20% = (=7)2 =22 (mod 27).

A keresett utols6 harom szamjegy tehat 211, mivel ez 22 harmas szamrendszerbeli
alakja.

202. Eredmény: 303.

203. A feladat 125'2° 49-cel vett osztdsi maradékanak meghatdrozésa és az ered-
mény felirdsa hetes szamrendszerben. Mivel 125 és 49 relativ primek (persze 125
helyett lehet 27-tel szdmolni, hiszen kongruensek modulo 49), az Euler-Fermat
tétel szerint

125949 =1 (mod 49).

©(49) = 42, igy 125*! 49-cel val6 osztdsi maradékat kéne kiszdmolnunk. Legyen
x= 125" (mod 49),

ekkor
125x =125 =1 (mod 49).

A jobboldalhoz 49-et adva a
125x =50 (mod 49)
kongruenciat kapjuk, ahonnan 25-tel osztas utdn
5x=2 (mod 49),
hiszen 25 és 49 relativ primek. A jobboldalhoz 98-at adva most az
5x =100 (mod 49)
kongruenciat kapjuk, ahonnan 5-tel osztds utan
x=20 (mod49),

mivel 5 és 49 relativ primek. 20 a hetes szamrendszerben felirva 26, az utolso6 két
szamjegy tehat (sorrendben) 2 és 6.
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204. A baloldal egyes tagjainak maradékat kiilon-kiilon kiszdmoljuk, majd 6ssze-
adjuk. 33%? oszthaté 11-gyel, ezért a 2- 11 = 22-vel valé maradéka csak O vagy
11 lehet. Mivel pdaratlan, nem oszthat6 22-vel, ez a maradék tehat 11. 3 relativ
prim 22-hoz, ezért az Euler-Fermat tétel szerint 32?2 = 1 (mod 22). ¢(22) =
2-1)(11—-1) =10, igy

322 =3%20(22).32 =9 (mod 22).
Mivel 3 = 333 (mod 22), 33322 =9 (mod 22). Tehit a kérdéses maradék 11 +
9 +9 = 29 maradékaval egyenld, vagyis 7.

205. n’ —n =n(n®—1), igy ha n vagy n® — 1 oszthaté 9-cel, akkor n’ — n is.
Igy j6 lesz minden olyan n egész, mely oszthaté 9-cel, és j6 lesz minden olyan #,
ami relativ prim 9-cel (azaz nem oszthatd 3-mal), hiszen ezekre az Euler-Fermat
tétel szerint teljesiil, hogy n® = 1 (mod 9), mivel ¢(9) = 6. Hatra van azon szdmok
vizsgélata, melyek oszthaték 3-mal, de nem oszthaték 9-cel. Mivel ilyenkor 6 — 1
nem oszthaté 3-mal, az n(n® — 1) = n’ — n szorzat nem lesz oszthaté 9-cel. A
feltételnek megfeleld n szamok tehat pontosan a 3-mal nem oszthat6 szdmok €és a
9-cel oszthat6 szdmok.

206. Mivel 16 és 573 relativ primek, hasznalhatjuk az Euler-Fermat tételt:
16°6™) = | (mod573).
(p(573> — 573 _ 572, lfgy

573 _572

16 =1 (mod57),

azaz
573

1657 =16 (mod5™).
Mivel 16 = 2% s 573 — 572 = 4.572,
1657 = 2457 =296 (mod5™).
Ismét az Euler-Fermat tételt alkalmazva (2 és 573 relativ primek)

296™) =1 (mod5™).

A kérdéses maradék tehat 1.

207. Egy ilyen n szdmot konnyii taldlni: 5° —21 = 125 —21 = 104 = 2- 52, tehit
a 3 j6 lesz. Mivel 52 és 5 relativ primek, az Euler-Fermat tétel szerint

5902) =1 (mod 52).
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Igy tetszGleges k pozitiv egészre
5k0(32) = 1 (mod 52).
Mivel 5° = 21 (mod 52),
5k¢(32)+3 = 21 (mod 52),

azaz 52 | 5590243 _ 21, amibél az 4llitds kovetkezik.

209. Mivel 2p + 1 prim, ezért (p—1,2p+1) =1, és @(2p+1) = 2p. Igy az
Euler-Fermat tételt alkalmazva:

(p— 1)2” =1 (mod2p+1).

Ezt tetszGleges k > 0 egészre k-adik hatvdnyra emelve, majd (p — 1)-gyel szoroz-
va:
(p—DF?PH =p_1 (mod2p+1).

Ezért a feladat megolddsdhoz elegendd lesz megmutatni, hogy (p —2)P~! = k-
2p + 1 teljesiil valamilyen alkalmas k-ra, vagyis hogy

(p—2)""'=1 (mod2p).

Mivel p prim, ezért 2p valddi oszt6i csak 2 és p, ezek pedig (p — 2)-nek nyil-
van nem oszt6i. Igy (p —2,2p) = 1. A ¢ kiszdmitéasara tanult képletbsl ¢ (2p) =
(2—1)(p—1) = p— 1 kovetkezik, igy az Euler-Fermat tételt (p —2)-re és 2p-re
alkalmazva éppen a kivant

(p—2)P"'=1 (mod2p)

allitast kapjuk, ezzel a feladat allitasat bizonyitva.

210. Legyen a primtényezds felbontdsa p{' p3> ... p% . Ekkor a osztéinak szdma

(op +1)(ap+1)...( + 1), ennek kell egyenlének lennie p*-tel. Mivel p prim,
p? csak p-p és p*- 1 alakban 4ll el§ két pozitiv egész szorzataként, azaz vagy
r=1¢&s ekkor a; = pz— 1 vagy r =2 és ekkor a; = ap = p — 1. Azt kellene
tehat belatnunk, hogy pf P és pf - pé’*l is 1 maradékot ad p-vel osztva. Mivel
a nem oszthaté p-vel, sem pi, sem p, nem oszthatdé p-vel, igy mindkét esetben
alkalmazhatjuk az Euler-Fermat tételt, eszerint

21 1\ p—
Py =P =1 (mod p)

és | |
p Py =1 (mod p),

amivel az allitast belattuk.

o0

9
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Zarthelyi dolgozatok, 2014. 6sz

1. zh., 2014. oktober 20.
1. A p paraméter milyen értékére esnek egy sikba az A(2;3;3), B(3:;4;1),
C(4;6;2) és D(p;2;5) pontok?

2. Megadhaté-e R*-ben négy darab vektor tigy, hogy koziiliik barmely kett line-
arisan fiiggetlen legyen, de semelyik harom ne legyen linedrisan fiiggetlen?

3. AzIR-beli W altér dlljon azokbdl a vektorokbdl, ame- 1 2
lyekben a paros sorszdmdu és a paratlan sorszdmu koor- 2
dindtdk osszege is 0. Hatdrozzuk meg dimW értékét és -2 |, 7
adjunk meg W-ben egy olyan bazist, ami tartalmazza a —1 -9
jobbra lathat6 két vektort. (A feladat megolddsahoz nem 1 -9

sziikséges megindokolni, hogy W valdban altér.)

4. Dontsiik el, hogy a p valds paraméter milyen értékeire van megolddsa az aldbbi
egyenletrendszernek. Ha van megoldas, adjuk is meg az dsszeset.

X1—xp+4x4 = =2
2x1 —2xp+x3+8x4 = 3
X1 +x2+6x3+8x4 = 2
3x1 —3xn+p-x3+(pPP+p+12) x4 = —6
5. Szamitsuk ki az alabbi determinans értékét.
1 -1 0 3 O
-1 1 3 6 5
-3 3 2 -3 2
3 -1 4 9 -8
-4 4 1 -8 3

6. Az (n x n)-es A mdtrixra teljesiil, hogy ha az A matrix f&atléjaban all6 mind-
egyik elemhez 1-et adunk (de a tobbi elemét nem valtoztatjuk), akkor nulla de-
termindnst matrixot kapunk. Mutassuk meg, hogy ekkor az A> f64tl6jaban 4ll6
mindegyik elemhez 1-et adva is nulla determinansd matrixot kapunk. (A3 azt a
haromtényez8s szorzatot jeloli, amelynek minden tényezdje A.)
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2. zh., 2014. november 27.

1. Pétolhatdk-e az aldbbi A és B métrixok hidnyzé elemei dgy, hogy B = A~!
teljesiiljon? (Ha igen, az 0sszes megoldast adjuk meg. A O jelek nem feltétlen
azonos értékeket jeldlnek.)

1 0O -3 1 2 0O
A=| -1 3 O B= 3 00
0o —4 0O O 0 O

2. A 6 x 6-0s A matrixra r(A) = 4. Mutassuk meg, hogy 1éteznek olyan B és C
matrixok, amelyekre r(B) =1(C) =2ésA=B+C.

3. Legyen f : R?® — R0 linedris leképezés, B = {by,b,,...,by,} bazis R?-ban
ésv e R0,y £ 0 rogzitett vektor. Adjuk meg dim Ker f értékét, ha tudjuk, hogy f
aby,b,,..., by vektorok mindegyikéhez y-t rendeli.

4. Az f : R? — R3 linedris transzformécidra és az R*-beli B = {b; = (1;0;0),
b, =(2;1;0), by = (2;2;1)} bazisra teljesiil, hogy f(b;) = by, f(by) = b3 és
f(b3) = by. Adjuk meg az [f]p és az [f] matrixokat.

S. Sajatértéke-e a 3 az aldbbi A matrixnak? Ha igen, adjuk meg az A egy 3-hoz
tartozo sajatvektorat.

A=

—_ N
o0 B~ W
EENLV B \S)

6. Az n pozitiv egész szdmra 43n — 1 utolsé két szdmjegye megegyezik 2n + 2
utolso két szamjegyével. Mi ez a két szamjegy?
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1. pé6tzh., 2014. december 15.

1. Az e egyenes egyenletrendszere 2"4—_3 = % = 5, az f egyenesé )%1 y%‘ =
%. Parhuzamos-e e és f? Ha igen, akkor hatdrozzuk meg az 6ket tartalmazé sik

egyenletét.

2. Megadhat6-e R>-ben 6t darab vektor tgy, hogy koziilik barmely harom al-
tal alkotott rendszer linedrisan fiiggetlen legyen, de semelyik négy éltal alkotott
rendszer ne legyen az?

3. Az R*-beli W altér 4lljon azokbdl a vektorokbdl, amelyeknek a
harmadik koordinatdja egyenld a folotte all6 kettd, a negyedik koor-
dinétija pedig a folotte 4116 hiarom koordindta 6sszegével. (Igy pél-
ddul a jobbra lathat6 vektor is W-beli.) Hatarozzuk meg dim W érté-
két. (A feladat megolddsdhoz nem sziikséges megindokolni, hogy W
valéban altér.)

o0 K~ = W

4. Dontsiik el hogy a p valds paraméter milyen értékeire van megoldadsa az alabbi
egyenletrendszernek. Ha van megoldas, adjuk is meg az dsszeset.

X|—Xo+5x3+x4+2x5 = 1

2x1 — 2xp + 10x3 + 5x4 + 10x5 5

S5x1—2xp + 19x3 + 14x4 + x5 17
2x1+6x3+p-xa+Bp—27)-x5 = p+2

5. Szamitsuk ki az alabbi determindns értékét a determindns definicidja szerint. (A
megoldasban tehat ne hasznaljunk semmilyen, a determindnsra vonatkozé tételt
vagy azonossdgot, pusztdn a definiciéra alapozva hatarozzuk meg az értékét.)

02 0-30
-4 9 0 73
6 5 -2 —638
-17 0 10
00 0 10

6. A 4 x 5-0s A métrix i-edik sordnak és j-edik oszlopanak keresztez6désében allo
elem minden 1 <i<4és 1< j<5eseténlegyen (—1)?, ahol d az i*° + j3° szdm
(10-es szamrendszerbeli alakjdnak) elsé szdmjegye. Hatirozzuk meg az A - AT

//////
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2. potzh., 2014. december 15.

1. A p paraméter minden értékére dontsiik el, hogy 1étezik-e inverze az aldbbi A
matrixnak és ha igen, akkor szdmitsuk is ki azt.

1 -1 0
A=12 -1 0
3 1p

2.Igaz-e, hogy minden 4 rangu, 6 x 6-os matrixban taldlhat6 két olyan elem, ame-
lyek alkalmas megvaltoztatdsaval elérhetd, hogy a kapott matrix rangja 6 legyen?

3. Legyen f : R'0 — R3 linedris leképezés.

a) Mutassuk meg, hogy R!?-ben megadhaté 7 linedrisan fiiggetlen vektor gy,
hogy f ezek mindegyikéhez azonos értéket rendel.

b) Igaz-e ez az allitas 7 helyett 8-cal?

4. Legyen f : R? — R? linedris transzforméci6 és B = {b,,b,,b;} bazis R3-ben.
Tegyiik fel, hogy f métrixa a B bazis szerint az alabbi matrix. Hatdrozzuk meg a
b, vektort, ha tudjuk, hogy f (b, + b3) = (10;20;30).

49 —4
fle=| -6 5 8
73 7

5. a) Sajatvektora-e az alabbi v vektor az alabbi A méatrixnak?
b) Adjuk meg az A métrix egy sajatértékét és az Osszes, ehhez a sajatértékhez
tartozo sajatvektort.

4 3 -5
I 3 -2

6. Egy egész szdm 109-cel vett osztdsi maradéka 5-tel kisebb, mint a szdm 18-
szorosanak a 109-cel vett osztdsi maradéka. Milyen maradékot adhat ez a szdm
109-cel osztva?
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Zarthelyi javitokulcsok, 2014. 6sz

Altalanos alapelvek.

A pontozési utmutat6 célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék.
Ezért az dtmutaté minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megoldasanak fobb
gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az dtmutaténak nem
célja a feladatok teljes értékl megolddsanak részletes leirasa; a leirt 1épések egy
maximadlis pontszdmot ér6 megoldds vazlatanak tekinthetdk.

Az Gtmutatéban feltiintetett részpontszdmok csak akkor jarnak a megoldénak,
ha a kapcsol6d6 gondolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt meg-
oldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példdul az anyagban szerepls
ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pon-
tot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszdm a
fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes
mértékben a javit6 hatdskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgo-
zatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibdtlan megoldasa
volna kaphatd. Az dtmutatoban szerepld részpontszdmok sziikség esetén tovabb
is oszthatok. Az ttmutatoban leirttdl eltérd j6 megoldas természetesen maximalis
pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatdra 24 pont. A vizsgajegybe a
dolgozat pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra osztilyzatot nem adunk.

1. zh., pontozasi iutmutato, 2014. oktober 20.
1. A p paraméter milyen értékére esnek egy sikba az A(2;3;3), B(3;4;1),
C(4;6;2) és D(p;2;5) pontok?

* * k * k

A kérdés megvdlaszolasahoz felirjuk az A, B és C éltal meghatérozott S sik egyen-
letét, majd ebbe D koordinatdit behelyettesitve eldontjiik, hogy D € S p milyen

95



értékére teljesiil. (1 pont)
AB=b—a=(1;1;-2) és AC = ¢ —a = (2:3;—1) (ahol @, b és ¢ a megfelels
pontokba mutaté helyvektorokat jelolik). (2 pont)
Mivel 1@ és R parhuzamosak S-sel (de egymassal nem), ezért S-nek normalvek-
tora lesz az n = AB x AC vektor. (1 pont)
Ezt a tanult képlettel meghatarozva:

ij k
ABxAC=|11 —2|=
23—

(1(=1) =3+ (=2))i— (1-(=1) =2+ (=2))j+(1-3—1-2)k = (5 —3:1).

(2 pont)
A kapott normalvektor és A, B vagy C barmelyikének segitségével S egyenlete
mdr a tanult képlettel felirhaté: 5Sx —3y 4z =4. (2 pont)
Ebbe D koordinatiit behelyettesitve: Sp —3 -2 +5 = 4. Igy a négy pont akkor és
csak akkor esik egy sikba, ha p = 1. (2 pont)

Megjegyezziik, hogy a normélvektor meghatarozasdhoz nem sziikséges a vektori-
alis szorzat fogalma: kicsit tobb szdmoldssal az AB-n =0, AC - n = 0 Osszefiiggé-
sekbdl is megkaphat6 egy alkalmas n.

2. Megadhat6-e R*-ben négy darab vektor tigy, hogy koziiliikk barmely ketts line-
arisan fiiggetlen legyen, de semelyik harom ne legyen linedrisan fiiggetlen?

* ok ok ok ok

Igen, megadhatdk ilyen vektorok.
1

1
Legyen példéaul a = ésd = (3) . (2 pont)
0

SO =

1
b= (1) ,C=
0

[N eNe)

Ekkor a négy felsorolt vektor koziil barmely kettd linedrisan fiiggetlen, hiszen
egyik sem skaldrszorosa egy masiknak. (3 pont)
Tovéabbd semelyik hdrom nem linedrisan fiiggetlen. Valéban: vélasszunk a felso-
rolt vektorok koziil harmat és toroljiik az utolsé két koordinatdjukat. A kapott
R2-beli vektorok linedrisan osszefiiggdk, hiszen R2-ben barmely hdrom vektor
linedrisan Osszefiiggd (mert két nem parhuzamos vektorbdl mér a sik barmely
vektora kifejezhetd). (2 pont)
Igy a harom R2-beli vektornak van 0-t adé nemtrivialis linedris kombinaci6ja, de
ekkor az eredeti, R*-beli vektorok azonos egyiitthatékkal képzett linedris kombi-
ndcidja is nyilvan 0-t ad. (3 pont)
Az utols6 5 pont megszerzéséért érvelhetiink ugy is, hogy a megadott vektorok
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elemei annak a W < R* altérnek, amely azokbdl az R*-beli vektorokbdl 4ll, ame-
lyeknek az utolsé két koordinatdja 0. Mivel W-ben generatorrendszert (s6t: bazist)
alkot példaul a standard bazis els6 két vektora, ezért az FG-egyenlGtlenség miatt
W-ben semelyik harom vektor nem lehet linedrisan fiiggetlen. (Természetesen a
fent megadott példa csak egy a végtelen sok j6 példa koziil: barmely négy olyan
R*-beli vektor megfelel, amelyek benne vannak R*-nek egy 2 dimenzi6s alteré-
ben, de egyikiik sem skaldrszorosa egy mdsiknak.)

3. Az R3-beli W altér dlljon azokbdl a vektorokbdl, ame-

. P . L 1 2
lyekben a paros sorszamu és a paratlan sorszamu koor- 1 2
dinatak Osszege is 0. Hatdrozzuk meg dimW értékét €s -2 |, 7
adjunk meg W-ben egy olyan bazist, ami tartalmazza a —1 -2
jobbra ldthato két vektort. (A feladat megolddsdhoz nem 1 -9
sziikséges megindokolni, hogy W valéban altér.)
* * * * *
1 0
0 1
Els6é megoldds. Legyen (példaul) b, = 0 leWwW, b= 0| ewés
0 —1
—1 0
0
0
by = 1 | € W. Vegyiik ezeknek egy tetszleges linedris kombinacidjat:
0
—1
o
aby + Bby+vbsy = Y : (1 pont)

Ha ab, + Bb, + yb; = 0, akkor ebbll o = B = v = 0 rogton kovetkezik (mert a
linearis kombinécié eredményeként kapott vektor els6 harom koordinatdja is 0).

Igy b 1> by, b3 linedrisan fiiggetlen. (2 pont)
X1
X2
Egy tetszOleges w = | x3 | € W vektorra W definicija miatt x4 = —xp és
X4
X5
x5 = —x; — x3 kell teljesiiljon, igy o = x;, B = xp és y = x3 viélasztassal a
fenti linedris kombindcié épp w-t adja. Igy b;, b,, b; generdtorrendszer is
W-ben. (2 pont)
Megmutattuk, hogy a by, b,, b; rendszer linedrisan fiiggetlen és generatorrend-
szer, igy bazis W-ben. Ezért dimW = 3. (1 pont)

A megadott két vektort (jelolje ezeket u és v) tartalmazo W-beli bazis készitéséhez
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egy w ¢ (u,v) vektort keresiink. Lathat6, hogy u és v egy tetsz6leges Au + uy
linedris kombinacidjaként elGallé vektor elsG két koordindtdja A + 2u, ezért
biztosan nem tartozik az (u,v) generdlt altérhez példdul a fenti b; € W vektor
(mert az els6 két koordinédtdja nem egyenld). (1 pont)
Ekkor az u,v,b; rendszer linedrisan fiiggetlen (ez kovetkezik az ujonnan érkezd

vektor lemmdjabol, vagy a tetszOleges linedrisan fiiggetlen rendszer bazissa

kiegészitésére tanult eljarasbol). (1 pont)
Mivel u,v,b; a W dimenzidjdval megegyezd méretd linedrisan fiiggetlen rendszer,
ezért a tanult tétel értelmében bazis is W-ben. (2 pont)

Misodik megoldas. Jelolje a két megadott vektort u és v. A tanult eljardst kovetve
egy w ¢ (u,v) vektort keresiink. Lathat6, hogy u és v egy tetsz6leges Au + uy
linedris kombindacidjaként el6allé vektor elsd két koordinatdja A + 2u, ezért
biztosan nem tartozik az (u,v) generélt altérhez példdul az els6 megolddsban
megadott b; € W vektor (mert az elsé két koordintdja nem egyenld). Igy az
u,v,b; rendszer linedrisan fiiggetlen (a tanult eljards miikodésébdl kovetkezd-
en). (2 pont)
Folytatva az eljardast, most az (u,v,b;) generdlt alteret kell megha-
tdroznunk. Vegyiik ezeknek egy tetsz6leges linedris kombindcidjat:

o+2B+y
a+2pB
ou+pPv+yb;=| —20+78 |. (2 pont)
—a—2p
o—9B—vy
X1
X2
Legyen w = | x3 | € W tetsz8leges. A w € (u,v,b,) dllitds azt jelenti, hogy
X4
X5

ou—+ Bv+yb; = w valamilyen «, 3, ¥ skaldrokra; mas széval, hogy megoldhaté
az o +2B+y=x1,00+2B =x2, 200 +7f =x3, — ¢ =2 = x4, 0 = 9B —y = x5

linedris egyenletrendszer (ahol most xp,...,x5s paraméterek, a valtozok pedig o,
B és ). (2 pont)
Az els6 két egyenlet kiilonbségébdl ¥ = x; — x», a masodik €s a harmadik egyen-
letekbdl o = 22023 B = 2205 444k, (1 pont)
Ezeket az utolso két egyenletbe helyettesitve az x4 = —xp, x5 = —x1 —x3 feltétele-
ket kapjuk. Mivel ezek W definicidja szerint minden w € W vektorra fennéllnak,
ezért (u,v,by) =W. (2 pont)
Tehat u,v, b, generdtorrendszer W-ben és linedrisan fiiggetlen is, igy bazis. Ezért
dimW = 3. (1 pont)

Megjegyezziik, hogy mindkét megoldas hallgatélagosan épitett arra a tényre, hogy
a feladatban megadott két vektor linedrisan fiiggetlen. Ez nyilvéan igaz (hiszen nem
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skaldrszorosai egymdsnak), de mivel a feladat szovegébdl implicite kovetkezik,
hogy 1étezik ezt a két vektort tartalmaz6 bazis, ezért ennek a kiilon kimondéséra
és megindokldsara nincs sziikség egy teljes értékli megoldashoz.

4. Dontsiik el, hogy a p valés paraméter milyen értékeire van megolddsa az alabbi
egyenletrendszernek. Ha van megoldas, adjuk is meg az dsszeset.

X1 —x2+4x4 = =2

2x1 —2xp+x3+8x4 = -3
X1+x2+6x3+8x4 = 2
3x1—3x0+p-x3+(pPH+p+12)-x4 = —6

1 -1 0 4 ) 1 -1 0 4 |-=2
2 21 8 -3 0 01 0 1
1 16 8 21 7lo 26 4 4 |~
3 -3 p pP+p+12|/-6 0 0p p*>+p| O

1 -1 0 4 |=2 1 -10 4 |=2

0 13 2 2 0 13 2 2
“l10 01 o0 1 71o o1 o 1

0 0 p p>+p| O 0 00 p>+p|—p

(Az utolsé 1épésben a harmadik sor p-szeresét vontuk ki a negyedikbdl.) (2 pont)
Ha p = —1, akkor az utolsé sor (0 0 0 0|1 ). Ez tilos sor”, igy ilyenkor az
egyenletrendszernek nincs megoldésa. (2 pont)
Ha p = 0, akkor az utolsé sor csupa 0, igy elhagyhat6. Ekkor a Gauss-eliminaci6
folytatdsdval az aldbbi redukdlt 1épcsds alakot kapjuk (két tovabbi, vezéregyes
folotti elem , kinullazasaval™):

1 006|-3

010 2|—-1

001O0| 1
(1 pont)
Ekkor tehat végtelen sok megoldds van: x4 = @ € R ,,;szabad paraméter”, x| =
—3—-6a,x=—1-2a,x3=1. (2 pont)

Ha viszont p # —1 és p # 0, akkor az utolsé sort (p2 + p)-vel osztva kapjuk
a 1épcsds alakot, majd ebbdl (négy vezéregyes folotti elem ,.kinulldzdsaval”) a
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redukalt 1épcsds alakot:

1 -1 0 4] -2 100 0|-3+5%
0 1322 0100 -1+
Y10 o101 [T|loo1o0 1
0 00 1| 0001 =4
(1 pont)
Igy a p # —1,0 esetben a megoldas egyértelmi: x; = —3 + [%, X =—1+ p_erl’
x3=1,x4= . (2 pont)

A szdmolasi hibdk — egyébként elvileg j6 megoldas esetén — darabonként 1 pont
levonast jelentenek. Ha a hiba kovetkeztében a megoldds konnyebbé vilik, ak-
kor csak a fentieknek 1ényegében megfeleltethetd részekért adhaté pont. Ha egy
megoldo (akdr helyes) szamitasokat végez (példaul egy ismeretlent kifejez, behe-
lyettesit, stb.), de ezek nem célratordk, nem mutatjdk egy helyes megoldds irdnyét,
azért csak nagyon kevés pont (maximum 2-3) adhat6 az elvégzett munka hasznos-
sagatol fiiggben.

5. Szamitsuk ki az alabbi determinans értékét.

1 -1 0 3 0
-1 1 3 6 5
-3 3 2 -3 2

3 -1 4 9 -8
-4 4 1 -8 3

*x ok ok ok ok

A determinanst a Gauss-eliminacio determinansra vonatkozd valtozataval szamit-
juk ki:

I -1 0 3 0 1 -1 03 O
-1 1 3 6 5 0O 0 39 5
-3 3 2 -3 2|=|{0 0 26 2|=

3 -1 4 9 =8 0 2 40 -8
-4 4 1 -8 3 0 0 14 3

1 -1 03 O 1 -1 03 O

0 1 20 -4 0 1 20 —4

-1-2-10 0 26 2|=—4-10 0 13 1]|=

0O 0 39 5 0O 0 39 5

0O 0 14 3 0O 0 14 3
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1 -1 03 O 1 -1 03 O
0O 1 20 —4 0O 1 20 —4
—-4.10 0 13 1|=4-10 0 13 1|=4-2=8
0O 0 00 2 0O 0 01 2
0O 0 01 2 0O 0 00 2

Minden, a megoldédst érdemben nem befolydsolé szamolési hiba 1 pont levonast
jelent. A determindnsra vonatkozd egyes alapismeretek teljes vagy részleges hi-
anyabol fakado elvi hibak viszont darabonként 4 pont levondst jelentenek. Ilyen
példaul, ha a megoldé egy sor konstanssal szorzdsa, vagy sorok cseréje utdn nem,
vagy hibdsan koveti a determindns megvéltozasat. Kétes esetekben elvi hibdnak
tekintendd minden olyan hiba, amikor nincs nyoma annak, hogy a megoldé a sz6-
ban forgd ismeretet helyesen probdlta alkalmazni. Ardnyos részpontszam jar min-
den, a determindns kiszamitdsdnak irdnydba mutato, hasznos 1épésért. A kifejté-
si tétel puszta alkalmazdsa (egyéb atalakitdsok nélkiil) legfoljebb 2 pontot érhet,
mert egyediil ezzel a determindns meghatdrozdsa nem vélik konnyebbé az eredeti
feladatnal.

6. Az (n x n)-es A mitrixra teljesiil, hogy ha az A matrix f&atléjaban all6 mind-
egyik elemhez 1-et adunk (de a tobbi elemét nem véltoztatjuk), akkor nulla de-
termindnsi matrixot kapunk. Mutassuk meg, hogy ekkor az A3 f&4tléjaban 4ll6
mindegyik elemhez 1-et adva is nulla determinanst matrixot kapunk. (A3 azt a
haromtényezGbs szorzatot jeloli, amelynek minden tényezdje A.)

*x ok ok ok X

A feladatbeli feltétel azt mondja, hogy det(A + E) = 0 (ahol E az n X n-es egység-
matrixot jeloli). Ebbdl pedig azt kell megmutatni, hogy det(A3 +E) = 0. (2 pont)
A szdmokra vonatkozé x° + 1 = (x+ 1)(x> —x+ 1) azonossdg mintdjdra az n x n-
es matrixokra is igaz az A3 +E = (A+ E)(A%? — A+ E) azonossdg. Ezt a szimokra
vonatkozd véltozattal analég modon lehet beldtni, kihaszndlva a métrixokra vo-
natkoz6 tanult miiveleti tulajdonsdgokat:

(A+E)(A2—A+E)=A-(A2—A+E)+EA?>—A+E)=A> - A2+ A+ A% -
A+E=A3+E (4 pont)

Alkalmazva erre a determinansok szorzastételét:
det(A® +E) = det(A + E) -det(A> —A+E).

(3 pont)
Igy det(A + E) = 0-b6l det(A3 + E) = 0 valéban kovetkezik. (1 pont)
Megjegyzés. A feladatbeli feltétel azzal ekvivalens, hogy a —1 sajatértéke A-nak,
ahonnan egy egyszeriibb és rovidebb megoldds mar konnyen adédik, a sajatérték
fogalma azonban az els6 zarthelyi irdsakor még nem allt a hallgaték rendelkezé-
sére.
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2. zh., pontozasi atmutaté, 2014. november 27.

1. Pétolhatok-e az aldbbi A és B matrixok hidnyzé elemei tigy, hogy B = A~!
teljesiiljon? (Ha igen, az 6sszes megoldast adjuk meg. A O jelek nem feltétlen
azonos értékeket jeldlnek.)

1 O -3 1 2 O
A=| -1 3 DO B= 3 00O
O —4 O o 0 O

* ok ok %k %

Jelolje C az A - B szorzatmatrixot €s a; j, b; j, illetve ¢; ; a megfeleld matrix i-edik
soranak és j-edik oszlopanak keresztez6désében 4ll6 elemet.

Mivel B =A"! miatt A-B = E, ezért cp = 1. fgy —1:243-byp+a3-0=1
adodik a matrixszorzds definicidjdbol, amibdl by » = 1. (1 pont)
Hasonléan adédnak (az eleve adott €s kozben kiszamolt elemek felhasznédlasaval)
azayp = -2, as| = 2, b371 =-2, a3 = 4 és az3 = —5 értékek (sorban a Cl2 = 0,
c32=0,c11=1,c21 =06s c31 =0 elemek felhaszndlasaval). (3 pont)
Ezzel mir a teljes A ismert, igy B megkaphat6 A~! kiszamitasaval. De mivel B-bdl
is ismert mdr az elsd két oszlop, a hidnyz6 harmadikat (jelolje ezt x) egyszerlibben
megkaphatjuk csak az A - x = e5 linedris egyenletrendszer megoldéséval (ahol e;
az egységmatrix harmadik oszlopat jeloli). (2 pont)
A fenti egyenletrendszert Gauss-elimindcidval megoldva:

1 -2 -3|0 1 -2 =-3|0 1 -2 0] 3
-1 3 40]~10 1 1(0}~(0 1O0|-1]~
2 -4 =51 0O 0 1|1 0O 01} 1
1 00| 1
010|-1
001 1
(3 pont)
1 -2 -3 12 1
Igy tehdt végiillisA= | —1 3 4 |ésB= 3 1 —1 | azegyetlen he-
2 4 -5 -2 0 1
lyes megoldas. (1 pont)

A megoldds menetét érdemben nem befolydsold szdmoldsi hibdk darabonként 1
pont levonast jelentenek. (Természetesen nem hiba, csak folosleges a megoldas
masodik felében az A~! kiszamitasara vonatkozé teljes Gauss-eliminaciét elvé-
gezni.)

2. A 6 x 6-0s A matrixra r(A) = 4. Mutassuk meg, hogy léteznek olyan B és C
matrixok, amelyekre r(B) =1(C) =2ésA=B+C.
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Jelolje A oszlopait a;,a,,...,as. Mivel 1(A) = 4, ezek koziil kivalaszthat6 4 1i-

nedrisan fiiggetlen; legyenek ezek példaul a4,...,a, (az oszlopok szdmozdsa a
megoldast nem befolyésolja). (2 pont)
Mivel ay,...,a4,as linedrisan Osszefiiggs (hiszen r(A) = 4), ezért az ,,Gjonnan ér-
kez§ vektor lemmdja” szerint as € (ay,...,a4), vagyis létezik az as = aja; +... +
ouay linedris kombindcio. Hasonl6é okokbdl 1étezik az ag = Bia; + ... + Paay li-
nearis kombinacio is. (2 pont)

Elkészitjiik a kivant B és C matrixokat: B oszlopai legyenek sorban a;, a5, 0, 0,
oa, + opa, és Bra; + Pray; hasonléan, C oszlopai legyenek sorban 0, 0, a3, a,

03az + Oady €s P3az + Paay. (2 pont)
Azonnal latszik, hogy A = B+ Cigaz (hiszen B és C azonos sorszamu oszlopainak
0sszege mindig A megfeleld oszlopat adja). (1 pont)

Megmutatjuk, hogy 1(B) = 2; az r(C) = 2 allitds indokldsa ezzel analég. B oszlo-
pai koziil kivédlaszthat6 2 linedrisan fiiggetlen: a; és a,. Mivel B minden oszlopa
benne van az {(a,,a,) generdlt altérben (vagyis kifejezhet6 a, és a, linedris kom-
bindcidjaként) és az FG-egyenlGtlenség szerint (a;,a,)-ben nem létezhet 3 lined-
risan fliggetlen vektor, ezért B oszlopai koziil sem vdlaszthat6 3 linedrisan fligget-
len. Igy r(B) = 2 (és r(C) = 2) val6ban igaz, amivel az allitast belattuk. (3 pont)
3. Legyen f : R0 — R0 linedris leképezés, B = {b;,b,,...,by,} bazis R*’-ban
ésv € R'9, v #£ 0 rogzitett vektor. Adjuk meg dim Ker f értékét, ha tudjuk, hogy f
aby,b,,...,byy vektorok mindegyikéhez v-t rendeli.
S * * S *

Allitjuk, hogy Im f = (v).
Mivel v € Im f (hiszen v = f(b;)) és Im f altér, ezért A -v € Im f val6ban igaz
minden A-ra (de indokolhatjuk ezt azzal is, hogy f(Ab;) = Av). (1 pont)
Legyen most w € Im f tetszSleges, vagyis w = f(x) valamilyen x € R?" vektorra.
Mivel by, ..., by, bazis R*’-ban, ezért x kifejezhetd beléliik linedris kombinacio-
val: x = B1b; + ...+ Baobyy- (2 pont)
Felhaszndlva az f linedris leképezés tanult tulajdonsagait:

w = f(x) = f(Biby + ...+ Baobg) = f(B1by) + ...+ f(B2oba) =

= B1f(b1) + .-+ Brf(byo) = Brv+ ...+ Baov = (B + ... 4 Bao)v.

Igy w € (v), amivel Im f = (v)-t belattuk. (3 pont)
Vagyis v 1 elemd bazis Im f-ben (hiszen v 7 0 miatt linedrisan fiiggetlen is), igy
dimIm f=1. (2 pont)
Ezért a dimenzidtétel szerint dimKer f =20—1 = 19. (2 pont)

4. Az f:R® — R3 linedris transzformdciéra és az R3-beli B = {b; = (1;0;0),
by = (2;150), by = (2;2;1)} bdzisra teljesiil, hogy f(b,) = by, f(by) = b3 és
f(b3) = b,. Adjuk meg az [f]p és az [f] matrixokat.
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A tanultak szerint az [f]p elsS oszlopa [f(b;)]s. Mivel f(b;) =0-b;+1-b,+0-

0
by, ezért az [f]p els6 oszlopa: | 1 |.Hasonl6an adddik [f]p mésik két oszlopa
0
001
is:[fle=1 10 0 |. (3 pont)
010
Ebbél [f]-et a tanult [f]p = B~! - [f]- B 6sszefiiggés segitségével hatirozzuk meg.
Ezt balrél B-vel, jobbrél B~!-zel szorozva: B-[f]p-B~' = [f]. (2 pont)

122
Itt B a megadott bazis métrix megfelelje: B= [ 0 1 2 |.Ebb&l B~'-et Gauss-
001

elimindcidval szamitjuk ki:

122100 1 20[10 =2
012010]~1010[01 -2 ]~
001|001 001|000 1
1001 -2 2
010/0 1 =2
001|{0 0 1
(2 pont)
Mindebbdl
122 001 1 -2 2
[f]=B[flspB'=( 012 100 0 1 -2 |=
001 010 0 1
2 -2 1
1 0 =2
0 1 =2
(3 pont)

5. Sajatértéke-e a 3 az alabbi A matrixnak? Ha igen, adjuk meg az A egy 3-hoz
tartozo sajatvektorat.

4
A=1| 2
1

oo~ W
&~

*x ok ok ok Xk
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Definici6 szerint a 3 akkor sajatérték, ha az A - x = 3 - x egyenletnek van egy x # 0
megolddsa. Mas szoval: a 4x; 4 3xp 4 2x3 = 3x1, 2x1 +4x3 4+ 5x3 = 3x2, X1 + 8x +
4x3 = 3x3 linedris egyenletrendszernek van nem csupa nulla megoldédsa. (3 pont)
Atrendezés utdn: X14+3x4+2x3=0,2x1 +x2+5x3 =0, x; +8x2+x3 =0 (ez az
(A —3E)x = 0 linedris egyenletrendszer). (1 pont)
Gauss-eliminécidval:

132]0 1 3 2|0
2150 ~10-5 1/0 |~
181]0 0 5-1|0
13 210 10 1350
01 —1/510 | ~ 01 —1/5]0 )"
00 0|0
(2 pont)
Igy az egyenletrendszer megoldésai: x3 = & € R, x| = —15—306, X = %a. (1 pont)
Példaul az o = —5 vélasztédssal az x; = 13, x, = —1, x3 = —5 értékeket kapjuk.
13
Igy a 3 sajatérték ésazx = | —1 | a 3-hoz tartozé sajétvektor. (3 pont)
-5

A megolddst lehet azzal is kezdeni, hogy kiszdmitjuk det(A — 3E) értékét és mi-
utdn ez 0, a tanult tétel szerint megallapithatjuk, hogy a 3 sajitérték. De mivel
ezutan a sajatvektor meghatarozasdhoz ugyis a fenti megolddsban irtak vezetnek,
erre kiilon nincs sziikség. Ha egy megoldé a det(A — 3E) = 0 kiszamitdsaval csak
azt dllapitja meg, hogy a 3 sajatérték, de hozza tartozo6 sajatvektort nem taldl, az
ezért 3 pontot kaphat; ehhez azonban a sajatvektor keresésére vonatkozé hasz-
nos prébalkozasokbdl legfoljebb 2 tovabbi pont adhaté részpontszamként. Ha egy
megoldé6 a det(A — 3E) kiszamitdsakor szdmoldsi hiba miatt 0-t4l kiilonb6z6 ered-
ményt kap €s ezért (ebbdl helyesen) azt allapitja meg, hogy a 3 nem sajatérték, az
mindezért 6sszesen legfoljebb 3 pontot kaphat — de ezt is csak abban az esetben,
ha a determindns szamitdsa kozben vétett hiba jelentéktelen, nem elvi jellegi.

6. Az n pozitiv egész szdmra 43n — 1 utolsé két szdmjegye megegyezik 2n + 2
utolso két szamjegyével. Mi ez a két szamjegy?

N S

A feladat szovege szerint 43n — 1 =2n+2 (mod 100). Atrendezést kovetSen a
41n=3 (mod100) linedris kongruencidt kapjuk. (1 pont)
3-mal szorozva: 123n =9 (mod 100), vagyis 23n =9 (mod 100). (1 pont)
4-gyel szorozva: 92n =36 (mod 100), vagyis —8n =36 (mod100). (1 pont)
—4-gyel osztva: 2n = —9 (mod25), ahol a modulust (—4,100) = 4 miatt osz-
tottuk 4-gyel. (1 pont)

105



Ebbdl 2n =16 (mod25), amit 2-vel osztva: n =8 (mod25), ahol (25,2) =1

miatt a modulus most nem valtozott. (1 pont)
EbbSln=8 (mod100),n=33 (mod100),n=58 (modl100) vagy
n=283 (mod100). (1 pont)

Ellendrzéssel kideriil, hogy a fentiek koziil csak az n =83 (mod 100) a helyes,
a tobbi hamis gyok. (Ezek a 4-gyel szorzés miatt jottek be, ami (100,4) > 1 miatt

nem ekvivalens 1épés.) Igy a megoldds: n =83 (mod 100). (3 pont)
Ebbdl 2n+2 = 168 = 68 (mod100) vagyis a keresett két utolsé szamjegy:
68. (1 pont)

A hamis gyokok kisziirésekor felhaszndlhatjuk, hogy (41,100) = 1 miatt a tanult
tétel szerint egyetlen megoldéds van modulo 100; igy han =83 (mod 100) meg-
oldés, akkor a tobbi hdrom nem az. A linedris kongruencia természetesen nagyon
sokféleképp megoldhatd jol (akar hamis gyokot behozo 1€pés nélkiil is). Aki a fen-
ti megoldast, vagy mds, hamis gyokot behoz6é megoldast ad, de nem foglalkozik
a hamis gyok kiszilirésével, az értelemszertien 3 pontot veszitsen. Ha valaki csak
azt ellendrzi, hogy (41,100)|3, igy a linedris kongruencidnak van megolddsa, de
azt kiszdmolni nem tudja, az (az atrendezéssel egyiitt) 0sszesen 3 pontot kapjon.
Szamolasi hibakért 1-1 pont vonando le, de a maradék pontszam csak akkor jdr,
ha a hiba miatt a feladat nem lett 1ényegesen konnyebb.

1. pétzh., pontozasi utmutato, 2014. december 15.

2x—=3 __ 3y+4 _ 2 4 x+1 _ y—4
1. Az e egyenes egyenletrendszere == = =— = 3, az f egyenes¢ 5 = 5 =

%. Parhuzamos-e e és f? Ha igen, akkor hatdrozzuk meg az 6ket tartalmazé sik
egyenletét.

* ok ok ok ok

(SSIE

3
Az e egyenletrendszere XT2 = y% = 5 alakd, igy irdnyvektora a v = (2;2;2) vek-

tor (hiszen a P(%, —%,O) ponton 4t a v irdnyvektorral egyenest allitva a tanultak

szerint épp ezt az egyenletrendszert kapjuk). Hasonldan, az f egyenletrendszere
5

ol = y%‘l = 33, igy av = (2;2;2) ennek is irdnyvektora. (2 pont)
Mivel e és f irdnyvektorai parhuzamosak, ezért e €s f is azok. (1 pont)
Mivel e-n rajta van a P(%, —%,0) pontés f-ena Q(—1,4, %), ezért 1@ parhuzamos
az e-t és f-et tartalmazo S sikkal. (1 pont)
PO=q—p=( —%, %6, %), ahol g és p a megfeleld pontokba mutaté helyvekto-
rok. (1 pont)

Parhuzamos még S-sel az egyenesek kozos v irdnyvektora is (de @—val nem),

ezért S-nek normalvektora lesz az n = v x PQ vektor. (1 pont)
Ezt a tanult képlettel hatdrozzuk meg, de az egyszeriiség kedvéért v helyett %y—vel,
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I@ helyett pedig —6- @—Val szamolunk (ami érdemi kiilonbséget nem jelent):

ik
n=| 1 1 1| =22i+25j—47k = (22;25;—47). (2 pont)

15 =32 —-10
A kapott n norméalvektor és P vagy Q segitségével S egyenlete mar a tanult kép-
lettel felirhat6: 22x + 25y — 47z = —%. (2 pont)

Ha egy megold6 az egyenesek irdnyvektorait hibdsan olvassa ki és ezért arra a
kovetkeztetésre jut (a hibas irdnyvektorokbdl helyesen), hogy e és f nem parhu-
zamosak, akkor ezért a fenti pontozds szerint jaré 1 pontot megkaphatja.

2. Megadhat6-e R>-ben 6t darab vektor tgy, hogy koziilik barmely harom al-
tal alkotott rendszer linedrisan fiiggetlen legyen, de semelyik négy éltal alkotott
rendszer ne legyen az?

* ok ok %k X

Igen, megadhatok ilyen vektorok.

Ehhez célunk lesz keresni 5 darab R3-beli vektort tigy, hogy koziiliikk barmely ha-
rom linedrisan fiiggetlen legyen. Ugyanis ha taldlunk ilyeneket, akkor ezeket két
tovabbi 0 koordinataval kiegészitve (utols6 két koordindtaként) a feladat feltéte-
leinek megfeleld R3-beli vektorokat kapunk. (1 pont)
Val6ban, egyrészt a nulldkkal valo kiegészités a vektorhdrmasok linedris fligget-
lenségét nem befolydsolja: ha egy ilyen harmas egyik tagja a masik kett6bdl line-
aris kombindcidval kifejezhetd volna, akkor ugyanez elmondhat6 volna a mind-
harmuk utolsé két 0 koordintdjanak torlése utin kapott R3-beli vektorokra is,
amelyeket pedig linedrisan fiiggetlennek valasztottunk. (2 pont)
Masrészt a megadott vektorok elemei lesznek annak a W < R> altérnek, amely
azokbol az R7-beli vektorokbél all, amelyeknek az utols6 két koordinatdja 0. Mi-
vel W-ben generatorrendszert (s6t: bazist) alkot példaul az RA-beli standard bazis
elsé harom vektora, ezért az FG-egyenlGtlenség miatt W-ben semelyik négy vek-
tor nem lehet linedrisan fliggetlen. (2 pont)
A kérdés tehdt az, hogyan taldlhatunk 5 olyan R3-beli vektort, hogy koziiliik bar-
mely hdrom linedrisan fiiggetlen legyen.

Tudjuk, hogy harom R3-beli vektor akkor és csak akkor linedrisan fiiggetlen, ha
nem esnek k6zos origén dtmend sikba. (2 pont)
Vegylink fel ezért egy tetsz6leges, de az origén 4t nem mend S sikot és valasszunk
ezen 5 tetszOleges olyan pontot, amelyek koziil semelyik hdrom nem esik egy
egyenesre (példaul egy konvex 6tszog csucsait). Majd tekintsiik az origébdl ezek-
be a pontokba mutat6 helyvektorokat. Ezek koziil semelyik hdrom nem eshet egy
origén adtmend S’ sikba (mert kiilonben a harom széban forgé helyvektor végpont-
jaaz S és az §' sikok metszésvonaldn volna, vagyis egy S-beli egyenesre esné-
nek). (3 pont)
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A fenti, geometriai gondolatmenet alapjan 5 ilyen térvektor (és ezekbdl a feladat-
nak megfelel6 R3-beli vektorok) akar konkrétan is megadhatd, de erre a feladat
teljes értékli megoldasahoz nincs sziikség.

3. Az R*-beli W altér 4lljon azokbdl a vektorokbél, amelyeknek a
harmadik koordinatdja egyenld a folotte all6 kettd, a negyedik koor-
dinétaja pedig a folstte 4116 harom koordinata dsszegével. (Igy példa-
ul a jobbra lathat6 vektor is W-beli.) Hatarozzuk meg dimW értékét.
(A feladat megolddsahoz nem sziikséges megindokolni, hogy W va-
I6ban altér.)

o0 K~ = W

S S

Ha egy w € W vektor els6 két koordindtdja «, illetve 3, akkor a harmadik o + f3,
a negyedik pedig 2a +2f3. Ezért w € W felirhat6 igy:

o 1 0
af—ﬁ =a- (1) +pB- } (2 pont)

20+2P 2 2
Ez tehét azt jelenti, hogy a fenti egyenlet jobb oldaldn 4116 két R*-beli vektor —
jelolje ezeket g, illetve b — generatorrendszert alkot W-ben. (2 pont)
Masrészt a, b linedrisan fiiggetlen rendszer, mert egyik vektor sem skaldrszorosa
a masiknak. (2 pont)
fgy a,b bazis W-ben, (2 pont)
vagyis dimW = 2. (2 pont)

4. Dontsiik el, hogy a p valés paraméter milyen értékeire van megoldédsa az aldbbi
egyenletrendszernek. Ha van megoldas, adjuk is meg az dsszeset.
X1 —X2+5x3+x4+2x5 = 1
2x1 —2xp+10x3 +5x4+10x5s = 5
Sx1 —2x0+19x3 4+ 14x4 +x5 = 17
2x1+6x3+p-x4+3Bp—27)-x5 = p+2
x ok ok kX

A Gauss-eliminéciét alkalmazva a kovetkezdket kapjuk:

I -1 5 1 2 1 1 -1 5 1 2 1
2-210 5 10 5 N 0 0 0 3 6 3 N
5-219 14 1 17 0 -6 9 -9 |12

2 0 6 p3p—27|p+2 0
5

3
2
1 2 1 1 -1 51 2 |1
2 3 -3 | 4 0 1 -23 -3 |4
0 3 6 3 |71o o o1 2 1|7
0 0 0 00

p—8 3p—25|p—8 p—9|0

—4 p—-23p-31| p

-1
1
0
0

[l eloll S
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(Az utolsé 1épésben a 3-mal osztott harmadik sor (p — 8)-szorosat vontuk ki a
negyedikbdl.) (2 pont)
Ha p =9, akkor az utolsé sor csupa 0, igy elhagyhat6. Ekkor a Gauss-eliminacio
folytatdsdval az aldbbi redukdlt 1épcsds alakot kapjuk (hdrom tovéabbi, vezéregyes
folotti elem ,,kinullazasaval™):

1 -1 50 00 10 30 -9|1

~10 1-20-9/1|~101-20-9|1

0 0 01 2|1 00 01 2]1
(1 pont)
Ekkor tehat végtelen sok megoldés van: x3 = a € R és x5 = f € R ,,szabad para-
méterek”, x; =1 -3 +9B,x, =14+20+9B, x4 =1-2p. (2 pont)

Ha viszont p # 9 , akkor az utolsé sort (p —9)-cel osztva kapjuk a 1épcsGs ala-
kot, majd ebbdl ismét a vezéregyesek folotti elemek ,.kinulldzadsdval” a redukélt
1épcsds alakot:

1 -1 51 2|1 1 -1 5101
0 1 -23-3/4 0 1-230/4
“{o o o1 21|70 0o o101 "

0 0 00 1|0 0 0 001(0

1 -1 500[0 10 3001

0 1 -200}1 01 -200/|1

“lo o otoj1|T]l0o0 0101

0 0 001]0 00 00T1]0
(3 pont)
Igy a p # 9 esetben is végtelen sok megoldds van: x3 = a € R ,,szabad paramé-
ter’,x;=1-3a,x=1+20,x4=1,x5 =0. (2 pont)

A szadmolasi hibdk — egyébként elvileg j6 megoldds esetén — darabonként 1 pont
levonast jelentenek. Ha a hiba kovetkeztében a megoldds konnyebbé vilik, ak-
kor csak a fentieknek 1ényegében megfeleltethetd részekért adhaté pont. Ha egy
megoldo (akdr helyes) szamitasokat végez (példaul egy ismeretlent kifejez, behe-
lyettesit, stb.), de ezek nem célratérdk, nem mutatjdk egy helyes megoldas irdnyét,
azért csak nagyon kevés pont (maximum 2-3) adhat6 az elvégzett munka hasznos-
sagatol fiiggben.

5. Szamitsuk ki az alabbi determindns értékét a determindns definicidja szerint. (A
megolddsban tehdt ne haszndljunk semmilyen, a determindnsra vonatkoz6 tételt
vagy azonossdgot, pusztdn a definiciéra alapozva hatarozzuk meg az értékét.)
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A definicioban 0sszeadanddoként szerepld szorzatok koziil csak azokat kell figye-
lembe venni, amelyek nem tartalmaznak 0 tényezdt, mert a tobbi nem befolydsolja
a determinans értékét. (1 pont)
Egy ilyen szorzatban tehdt az utolsé sorbdl csak az 1-es valaszthatd. Ezért az el-
s6 sorbdl csak a 2-es vélaszthaté (mert a negyedik oszlopbdl mar valasztottunk
elemet). Hasonl6an folytatva, a negyedik sorbdl csak a —1-es, a masodikbol a 3-
as, a harmadikb6l a —2-es vilaszthat6. fgy egyetlen nemnulla szorzat keletkezik:

2-3-(=2)-(=1)-1=12. (3 pont)
Az ehhez a szorzathoz tartozé 7 permuticio 2,5,3, 1,4 (mert az els6 sorbol a ma-
sodik elemet vettiik ki, a masodikbdl az 6tddiket, stb). (2 pont)
7 inverziészama I(m) = 5 (az inverziéban 4ll6 elempdrok (2,1), (5,3), (5,1),
(5,4) és (3,1)). (2 pont)
Mivel I(r) pératlan, a fenti szorzat negativ elGjelet kap. Igy a determinéns értéke
—12. (2 pont)

6. A 4 x 5-0s A matrix i-edik sordnak és j-edik oszlopdnak keresztez6désében 4ll6
elem minden 1 <i<4¢&s 1< j<5esetén legyen (—1)d, ahol d az i*" + /30 szam
(10-es szdmrendszerbeli alakjdnak) elsé szdmjegye. Hatdrozzuk meg az A - AT

//////

A - AT f64tl6janak i-edik eleme az A i-edik sordban 4116 elemek négyzetdsszege.
Valdban, a matrixszorzds definicidja szerint az A i-edik sordnak elemeit szoroz-
zuk az AT i-edik oszlopanak elemeivel (és a kapott kéttényezSs szorzatokat adjuk
0ssze), de az utébbiak elemrdl elemre megegyeznek az elobbiekkel. (4 pont)
Mivel A minden eleme 1 vagy —1 és egy sorban 5 ilyen elem van, ezért A - AT
féatléjanak minden eleme (1) 4 (+1)% + (£1)? 4 (£1)% + (£1)? = 5. (4 pont)
Mivel az A - AT szorzatmitrix 4 x 4-es, ezért a f64tléjaban 4llé elemek Osszege
5-4=20. (2 pont)
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2. po6tzh., pontozasi itmutato, 2014. december 15.

1. A p paraméter minden értékére dontsiik el, hogy 1étezik-e inverze az aldbbi A
matrixnak és ha igen, akkor szdmitsuk is ki azt.

1 —
A=12 -1
3 1op

* ok ok ok ok

A harmadik oszlop szerinti kifejtéssel kapjuk, hogy

1 -1
detAzp-‘2 1 ‘zp-lzp.

(1 pont)
Igy a tanult tétel szerint A-nak akkor és csak akkor létezik inverze, ha p # 0.

(2 pont)
A p # 0 értékekre A~'-et a tanult médon, Gauss-eliminaciéval szamitjuk:

1 -1 0/1 00 1 -1 0/ 100
2 -10010]~10 10/-2120]~
3 1 p|0O01 0 4p -301
1 -1 0 1 00O 1 00[-1 1 0
~10 10[-2 10]~{01O0 -2 1 0
0 0 P 5 41 001 5/p —4/p 1/p
(6 pont)
Igy A~! a fenti, a vonaltdl jobbra es matrix. (1 pont)

Megjegyezziik, hogy az inverz létezésének kérdéséhez nem feltétlen sziikséges
eldre kiszamitani detA-t, az a Gauss-eliminacidbdl is kiolvashatd: a harmadik 1€é-
pésben kapott alakbdl 1atszik, hogy detA = p (és elbtte csak a determindns értékét
meg nem valtoztatd 1€péseket végeztiink a vonaltdl balra 4116 métrixon). Minden,
a megoldds menetét érdemben nem befolydsolé szdmolasi hiba 1 pont levondst
jelent. Ha csak annyi latszik, hogy a megold6 a mddszert elvileg ismeri, de nem
tudja kivitelezni, az legfoljebb 2 pontot érhet (de az inverz 1étezésének kérdéséért
jaré6 3 pont ettdl fiiggetleniil megadhatd).

2. Igaz-e, hogy minden 4 rangu, 6 x 6-os matrixban taldlhat6 két olyan elem, ame-
lyek alkalmas megvaltoztatdsaval elérhetd, hogy a kapott matrix rangja 6 legyen?

*x ok ok ok ok
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Az éllitas igaz.

Legyen A 4 rangu, 6 x 6-os matrix. Ekkor a determindnsrang definiciéja szerint
A-nak van 4 x 4-es, nemnulla determindnsu részmatrixa. A megoldds leirdsanak
egyszerisitése céljabdl tegyiik fel, hogy ez épp a bal felsd sarokban 4116 4 x 4-es
részmétrix (ez a megoldas menetét érdemben nem befolydsolja). (2 pont)
Jelolje a bal fels6 sarokban all6 5 x 5-0s részmatrixot M. Célunk as 5 = ms 5 €rté-
két alkalmasan megvaltoztatni igy, hogy det M # 0 legyen. Ehhez a kifejtési tételt
hasznéljuk M 6todik sordra: detM = ms 1 -Ms 1 +ms>-Msy+ ... +ms5-Mss
(ahol M; ; a megfelel§ eljeles aldetermindns értéke). Itt Ms 5 # 0, mert ez épp az

A bal felsé sarkaban all6 4 x 4-es részmatrix determinansa. (2 pont)
Ezért ms 5 = as 5 ért€ékének alkalmas megvaltoztatasaval detM-et tetszOleges €r-
t€kre bedllithatjuk: példaul detM =1 az ms 5 = A# (1 —ms-Ms)—...—ms54-
Ms 4) vélasztassal biztosithato. “ (2 pont)

Most a fenti gondolatmenetet megismételhetjiik a teljes A matrixra: mivel detM #
0, ezért a kifejtési tételbdl kovetkezOen ag ¢ alkalmas megviltoztatisdval detA tet-
sz0leges értékre, igy 0-tdl kiilonbozore is bedllithato. (2 pont)
Mivel az as s és ag ¢ megvéltoztatdsdval kapott A’ matrixra detA’ # 0, ezért A’
rangja (a determindnsrang definici6jabdl kozvetleniil adéddan) valéban 6.(2 pont)

Maisodik megoldas. A sorrangja 4, igy létezik négy fiiggetlen sora, de barmely
Ot sora mar Osszefiiggd. Nyilvan feltehetjiik, hogy az els6 négy sor fiigget-
len. (2 pont)
Mivel ez a négy vektor négy dimenzids alteret generdl, lesz olyan egységvektor
R®-ban, mely nem 4ll el6 a kérdéses sorok linedris kombinaci6jaként. (2 pont)
Ha ezt az egységvektort az 6tddik sorhoz adjuk, akkor csak egy elemet véltozta-
tunk meg. (1 pont)
Allitjuk, hogy az ezzel a véltozdssal kapott matrix rangja mér 5 lesz. (1 pont)
Valéban, bar a hatodik sor tovabbra is el6dll az elsé négy linedris kombindcidja-
ként, az 6tdodik mar nem, hiszen az eredeti 6todik sor eldéllt igy, ezért ha az j is
el6allna, akkor ez a kiillonbségiikre is igaz lenne, ami lehetetlen, igy (az Gjonnan
érkez6 vektor lemmadja szerint) az elsd 5 sor fliggetlen rendszert alkot. (2 pont)
Hasonl6an allithatunk el 6 rangt matrixot a kapott 5 rangibdl egy tjabb elem
megvaltoztatdsaval (ezuttal a hatodik sorban). (2 pont)

3. Legyen f : R'Y — R3 linedris leképezés.

a) Mutassuk meg, hogy R'-ben megadhaté 7 linedrisan fiiggetlen vektor gy,
hogy f ezek mindegyikéhez azonos értéket rendel.

b) Igaz-e ez az allitas 7 helyett 8 linedrisan fiiggetlen vektorral?

* ok ok ok ok

Mivel Im f < R3, ezért dimIm f <3, (1 pont)
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igy a dimenzi6tételbdl dim Ker f > 7 adddik. (1 pont)
Ezért Ker f tetszOleges bazisat véve legaldbb 7 linedrisan fiiggetlen vektort ka-
punk, amelyeknek a képe 0. Ez tehat az a) pont allitdsat bizonyitja. (1 pont)
Az allitas 7 helyett 8 linedrisan fiiggetlen vektorral is igaz.
Ha dimKer f > 8, akkor ez a fenti gondolatmenetbdl rogton kovetkezik, ezért
feltehetjiik, hogy dimKer f = 7. Igy valaszthatunk egy v ¢ Ker f vektort és egy
by,b,,...,by bazist Ker f-ben. (1 pont)
Allitjuk, hogy a v, v+ by, v+b,,...,v+ b, vektorok megfelelnek a feladat feltéte-
leinek.
Mivel f(v+b;) = f(v) + f(b;) a linedris leképezés tanult tulajdonsdga miatt és
b; € Ker f miatt f(b;) = 0, ezért f(v+b;) = f(v). Igy f a felsorolt nyolc vektor-
hoz valéban azonos értéket rendel. (1 pont)
Meg kell még mutatnuk, hogy a felsorolt vektorok linedrisan fiiggetlenek. Ehhez
vegyiik egy tetszdleges, O-t ad6 linedris kombindcidjukat:
Ao-v+r-(vtby)+...+ A7 (v+by) =0. (1 pont)
Atrendezve:
(Mo+A+...+ A7) v+A by +...+A7-b; = 0. (1 pont)
Legyen A = A9+ A1 +...+ A7. Ha A # 0, akkor dtrendezés utin v = —% by —
— % - by adodik. Ebbdl viszont v € Ker f kdvetkezne, ellentmondds. (1 pont)
Igy A =0, amibSl A - by + ...+ A7 - b; = 0 adédik. Mivel by, ..., b, linedrisan

fiiggetlenek (hiszen bazist alkotnak Ker f-ben), ezért ebb8l A; = ... = A7 = 0 ko-
vetkezik. (1 pont)
EbbSl A = 0 miatt Ay = 0 is ad6dik, igy v,v+by,v+b,,...,v+ b; valoban lined-
risan fiiggetlenek. (1 pont)

4. Legyen f : R? — R? linedris transzformécio és B = {b,,b,,b;} bazis R3-ben.
Tegyiik fel, hogy f matrixa a B bazis szerint az alabbi matrix. Hatdrozzuk meg a
b, vektort, ha tudjuk, hogy f(b; + b3) = (10;20;30).

49—4
65
7 3 7
*
1
0
1

Legyen v = b, +b;. Ekkor [v]p = (hiszeny=1:-b;4+0-b,+ 1-b3).(2 pont)

[f]B definici6jabdl [f(v)]s = [f]B - [v]p kovetkezik. (2 pont)
Elvégezve a métrixszorzast:
49 —4 1 0
fWls=Ifls- M= -6 5 8 0 =12
-7 3 7 1 0



(2 pont)

Ebbdl tehdt f(v) = 0-b; +2-by +0- by = 2- b, kovetkezik. (2 pont)
Mivel a feladat feltétele szerint f(v) = (10;20;30), ebbdl b, = (5;10;15) adédik.
(2 pont)

5. a) Sajatvektora-e az alabbi v vektor az aldbbi A métrixnak?
b) Adjuk meg az A métrix egy sajatértékét és az Osszes, ehhez a sajatértékhez
tartozé sajatvektort.

2 4 3 -5
1 1 3 -2

Elvégezve az A - v szorzést:

4 3 -5 2 6

Av=| -2 =3 10 |- 1 |=|3

1 3 =2 1 3
(1 pont)
Latszik, hogy A -v =3 -v, igy v sajatvektora A-nak (1 pont)
és A = 3 sajatértéke A-nak. (1 pont)

A A = 3-hoz tartoz6 sajatvektorok definicié szerint az A -x = 3 - x egyenlet x # 0
megoldasai. Mds széval: a 4x; 4+ 3x; — Sx3 = 3x1, —2x1 — 3x2 + 10x3 = 3xp,
x1 + 3x — 2x3 = 3x3 linedris egyenletrendszer csupa nullatdl kiillonb6z6 megol-

dasait keressiik. (3 pont)
Atrendezés utén: X1 +3x—5x3=0, —=2x; —6x+ 10x3 =0, x; +3x2 — 5x3 =0
(ez az (A — 3E)x = 0 linedris egyenletrendszer). (1 pont)
Latszik, hogy az els6 egyenletnek a masodik —2-szerese, a harmadik pedig azo-
nos vele, igy az utolsé két egyenlet elhagyhato. (1 pont)
Igy a 3-hoz tartozé sajatvektorok azok az x # 0 vektorok, amelyek koordinatdira
x1+3x; — 5x3 = 0 teljesiil. (2 pont)

Ha egy megoldé a 3-hoz tartoz6 sajatvektorok keresésekor csak annyit dllapit meg,
hogy a megadott v minden nemnulla skaldrszorosa sajatvektor, az (az els6 3 pont
mellett) ezért tovabbi 1 pontot kaphat. Megjegyezziik, hogy A-nak sajitértéke még
a 3 mellett a A = —7 is, az ehhez tartoz sajdtvektorok az (1;—2;1)7 vektor nem-
nulla tobbszorosei. Igy elvileg ezek megadésa is a feladat teljes értékdi megolda-
sét jelentené, de a —7 sajatérték megtaldldsahoz a harmadfoku karakterisztikus
polinom gyokeit, vagyis a A3 + A% — 334 4 63 = 0 egyenlet megolddsait kellene
megtaldlni, ami nyilvan jéval kellemetlenebb feladat.

6. Egy egész szam 109-cel vett osztasi maradéka 5-tel kisebb, mint a szdm 18-
szorosanak a 109-cel vett osztdsi maradéka. Milyen maradékot adhat ez a szdm
109-cel osztva?
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* ok ok %k X

A keresett szamot n-nel jelolve a feladat szovege szerint 18n—5=n (mod 109),

amit dtrendezve a 17n =5 (mod 109) linedris kongruencidt kapjuk. (1 pont)
Mivel 7 és 109 relativ primek, 7-tel szorozva az eredetivel ekvivalens kongruen-
ciat kapunk: (1 pont)
119n =35 (mod109), vagyis 10n =35 (mod109). (2 pont)
Mivel 5 és 109 is relativ primek, 5-tel osztva a modulus nem véltozik és az el6z6-
vel ekvivalens kongruenciat kapunk: (1 pont)
2n=7 (mod109). (2 pont)
A jobboldalhoz 109-et adva 2n =116  (mod 109). (1 pont)
2 és 109 is relativ primek, igy 2-vel osztva a modulus nem véltozik és az el6zdvel
ekvivalens kongruencidt kapunk: (1 pont)
n=>58 (modl109). (1 pont)

Igy a keresett szam 58 maradékot ad 109-cel osztva. A lépések ekvivalencidja
helyett hivatkozhatunk arra is, hogy (17,109) = 1 miatt egyetlen megoldas kell
legyen modulo 109, vagy ellendrizhetjiik is a kapott eredményt. (Viszont a harom
érv koziil valamelyikre sziikség van annak kizdrdsdhoz, hogy a linedris kongru-
encidnak nincs megolddsa.) Ha egy megoldo csak azt ellendrzi, hogy (17,109)5,
igy a linedris kongruencidnak van megoldasa, de azt kiszamolni nem tudja, az (az
atrendezéssel egyiitt) 6sszesen 3 pontot kapjon. Szamoldsi hibakért 1-1 pont vo-
nando le, de a maradék pontszam csak akkor jdr, ha a hiba miatt a feladat nem lett
lényegesen konnyebb.
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