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1. BEVEZETES

Ebben az irasban a képlékeny és a reoldgiai, (hibas szdiattahviszkoelaszto-
plasztikus) anyagmodellek kapcsolatat targyaljuk a nemesplyi termodinamika alap-
jan. Annak érdekében, hogy mondanivalonk kdnnyebben érésehttekinthétbb legyen
roviden dsszefoglaljuk a legfontosabb fogalmakat a kigaszugalmassagtanbdl, illetve
a klasszikus és a hagyomanyos termodinamikai hatteri@képységtanbol.

Tobbféle képlékenységi elmélet attekintése utan résdateizsgaljuk Z I EGLER-t6I
ered klasszikus termodinamikai képlékenységelméletet, mmédgelterjedtebb és sza-
mos szempontbdl a legjobbnak tekinthdtt a képlékeny deformacio egy specialis ifels
valtozd, ami csdkkenti a termosztatikai fesziltségetyismaz egyensulyi allapotban lév
kdzeg feszlltségét. A képlékenységi feltételtasacerféle vezetési egyltthatoknak a
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bel valtoz6 sebességének abszolut ért@kétlo flggése hordozza.

Ahogy a csuUszasi surlédas kontinuumokra tébtéttalanositasa vezet a viszkozi-
tashoz, és specialisan izotrop folyadékok esetémaer-Stokes-egyenlethez, illetve
szilard testek esetén a kulonféle viszkoelasztikus elimiélalapegyenleteihez, ugyan-
agy kaphatjuk a tapadasi surlodas kontinuummechanikaédhositasaként a képlékeny-
ség kilonféle eiméleteit. Eppen ezért a termodinamikaédtismertetése &t — és a
klasszikus és termodinamikai képlékenység kilonbségetjekebb megvilagitasa célja-
bél — kitérink a surlédés és csillapitas termodinamikaékira.

A termodinamikai képlékenységet teljesen a nemegyenwilyiodinamika fogalom-
rendszerén belll targyaljuk, elé@n a szokott, a mechanikaban kialakult fogalmakra ala-
pozott targyalastol. A nemegyensulyi termodinamika a &éghy alakvaltozasokkal jard
folyamatok idbeli lefolyasanak leiraséat teszi lebe¢. A képlékeny és a rugalmas de-
formacio idbeli valtozasa klszasi és feszlltségrelaxacios jelekkébegyiitt leirhatd.
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Homogén testek példajan — kdzonséges diferencialeggdmeegoldasaval — mutatjuk
meg a disszipativ hatdsok numerikus regularizalé hatasat.

2. AKEPLEKENYSEGI ELMELETEK ROVID OSSZEFOGLALASA

2.1. AKLASSZIKUS KEPLEKENYSEGELMELET

A képlékenység elméleteiben a teljes alakvaltozast rugmlés képlékeny részre
szoktak oszatni. A nagy alakvaltozasos elméletekbenestalpkvaltozast a rugalmas és
a képlékeny alakvaltozas szorzataként, vagy 6sszegekidjiakéeld. A kis deformacios
elméletekben mindkét feltevés a deformaciok 6ssazdgzére vezet. Mi a tovabbiakban a
kis deformaciés elmélettel foglalkozunk, ezért a teljgsdeformaciét (strain}¥ rugal-
mas észy képlékeny komponensek 6sszegére bontjuk:

€I = 6? + eéj , (1)

ahol mindkét deformécié masodrendl tenzor. Addsekben megmutatjuk, hogy egy
termodinamikai bels valtozé milyen feltételekkel értelmezideképlékeny deformacio-
ként. Itt és a tovabbiakban a tenzorokat als6 é$fieidexekkel jeldljik, és az egy szorza-
ton beldl ismételt indexek 6sszegzést jelentenelgirgTeIn-féle 0Sszegzesi szabalynak
megfeleben. Altalaban tigyeliink az alsé és feladexek megfelé hasznéalatara is.

A rugalmas fesziltséget a termosztatikabol ismert médomaedinamikai poten-
cialfiggvényldl szarmaztatjuk. Ez a termodinamikai alapallas megfetabahanikaban
hiperrugalmassagként ismert elméletcsaladnak. Mivel abgia €s rajta keresztul a ter-
modinamikai potencialok létezése a masodikéfel részeként természettérvény, ezért
termodinamikai szempontbdl az ilyen elméletek kitiintetetMechanikai elméletekben
a leggyakrabban hasznalt termodinamikai potencidf azabadenergia-fuggvény (illetve

slrrliség). Ennek segitségével
OF

=—.
Oed

(2)

Uij
A vonatkozdGisBs-relaciédF = SdT + o;;de’, ahol S az entrépiag;; a fesziltség
ésT a hbmérséklet. Idealisan rugalmas anyagok esetén
o = Cijried (3)

ahol aC;;;,; negyedrendi rugalmassagi tenzor allando, tovabba adeaéaiabdl tortém
szarmaztathatésag kovetelmenye m@ty, = Cy;;. Idealisan rugalmas izotrop anyag
eseter’; i, = A0, + vé;,d; €s a Szabadenergia

F(E9) = Sl + plec)yed @
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Itt A\ ésp a Lame-allandok,d,;; pedig a masodrendl egységtenzor. A képlékenység
hatarat egy un. folyasi felllet (yield surface) hatarozzamra fesziltségtérben. Ezfa
lyasflggvéngegitségével adjak megpartékéhez tartozo szintfelllettel

f(o-ij) ) =0.

Az f fuggvény mas fizikai mennyiségékis figghet. Képlékeny alakvaltozas akkor ko-
vetkezik be, ha a feszlltség eléri a folyasfellletet. Kikgrg alakvaltozas kdzben ott is
marad. A folyasfeluleten "belul", ahdl(c;;,...) < 0, az anyag rugalmasan viselkedik, a
folyasi fellleten kivuli rész, ahof(c;;,...) > 0, nem érhéei el. A folyasi fliggveny nincs
egyértelmlen meghatarozva, egyetlen szintfellletecgey, ezért a fenti tulajdonsagok-
kal minden monoton fuggvénye rendelkezik. Tobbnyire ikipinédon, de feltételezik
tovabba, hogy a folyasi feluletben allandé, azaz

f=0. (5)

Ez tulajdonképpen rogziti a folyasi hatar valamelyik vadtidnak evollcios egyenle-
tét.

A képlékeny deformacio valtozasatayasi torvény(flow rule) adja meg, amit altala-
ban ag(o;;, ...) képlékeny potenci&legitségével irnak fel, feltételezve, hogy a képlékeny
deformécio valtozasa ma@eges a képlékeny potencial szintfellleteire:

dg

doi;’

ahol A pozitiv skalér képlékeny szorz6. Ha= g, akkor kapcsolt vagy asszociativ fo-
lyasrdl (associated flow), illetve normalitasrél beszélink.é@plékeny potencialt sokszor
egy segédvaltozoval lenullazzak a folyasfelllet azonjpdoan, ahol a képlékeny folyas
torténik, felhasznalva a szintfellletes meghatarozastirhatarozatlansagot.

CORE (6)

A képlékeny deformacio mértékének meghatarozaséara editezlképzelések van-
nak. Leggyakrabban feltételezik, hogy a folyasfiiggvény £geményedési (hardening)
parameétertol figg. Ha a keményedési paraméter egyedil a képlékeny dééodrfugg-
vénye, akkok kikiszobolheb a folyasfliggvénydl, ésdeformacios keményeadéb(stra-
in hardening) beszélnek. Maskor ugyan a keményedési pteameEm kiszobolhétki,
de ra vonatkozdan féjtiési egyenleteket irhatunk fel, példduk = (o5, (/). €, (7))
forméban, ahol ay egyenlet jobb oldalan alldliggvény mutatja a fefidési egyenlet
szokasos valtozoit. A keményedési paraméter legtobbsatiarskla a keményedés valto-
zasét éppen a képlékeny teljesitmény okozza, azadl’? = 0 (€,)", akkor beszélink
munkakeményedésr@ork hardening).

Mindezek a feltételek egyltt megadjak a képlékeny szorzbiggadjak a rugalmasa-
gi paraméterek megvaltozott, képlékeny tartomanyban gegtértékeit is. Nézzunk erre
két példat.

17



a) Ildealis és nem kapcsolt képlékenyssgtén, amikor a folyasi fliggvény csak a
fesziltsedll fiigg, azazf = f(oyj):
f_ f _ af C«Uklekl 8_fcjkl <6kl 89 ) (7)

80'” (90”. 80'1'1' ‘ &IM

Ahol az ebbb mar bevezetett negyedrend rugalmasségi tenzotbdérds nemline-
aris esetben a szabadenergia masodik derivaltjgdkgnt= —5=— mobdon értelmezzik.

Ua kl
EbbdI (5) alapjan:
O r.. ekl
doi; ijkl€
A= —; —. (8)

_97 99
Do mm = NS §or,

Ezek utan a feszlltség megvaltozasa

of C cd
- abcd€ 0
Gij = Ciyué! — | —7e Cijkl_g' 9)
5 o

0, 0,
L Cmnrs .

Omn 9ors

Kiemelve -t leolvashatjuk a képlékeny viselkedés tartomanyabaérgmes modo-
sitott rugalmassagi modulust:

of C

. Doy & abkl dg

Cijkl = Oijkl - af e B} Cz]cd (10)
4 do. cd

Omm = TNTS g7,

Deformécios keményedésetén a folyasi felllet a fesziltségnek is fliggvényetezér
irhatjuk, hogy

~_<9f. af.ij_af. af ag_
f= dos 0ij + ol & = J0s oij + )\Ge};j 50 =

Itt behelyettesitettik a (6) folyasi torvéenyt. Ezutan adgrhatunk hasonldan is, mint
az ebbb, de esetleg kényelmesebb lehet a a feszlltségndvekkréralapozva szamolni.
Azaz a képlékenységi szorz6 meghatarozésara a fenti égpgmidl adodo kovetked
formulat hasznaljuk:

af of
N 09500 B0y U 11
- af‘ dg h ) ( )
dey Ooij
ahol ah = —-2L 22 kombinaciétkeményedési moduhak hivjak. Ezutan a rugalmas-
p

sagi tenzor helyett annak inverzét &' merevségi tenzort fogjuk hasznalni, amelyre
definiciojabol kovetkeden igaz, hogy:

ij gkl
€, =C7 Ok

Természetesen a merevségi tenzor is szarmaztathato6 @aihéhd=nnek segitségével ir-

hatjuk, hogy

ijl 1 ag af
Tkt h 80'” aO'kl

Z_]_C

(12)
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Ezért aztdn a képlékeny tartomanyban érvényes merevsemgirtkonnyeden kiol-

vashatjuk:
dg Jg

1
Eaa'i]' Bakl
of _8g °

86;71" OO mn

éljkl — ngkl +

(13)

A klasszikus képlékenység elméletében csak erre van sgi&désziltség és a de-
formacio kapcsolatanak ugynevezeiivekmeénye@ncremental) formaira, mint (9), vagy
(12). A végeselem-programoknak ennyi elég. Annak ellertérgy latszélag idderival-
tak szerepelnek benne (9) vagy (12) csak nagyon korlattett#telekkel vonatkoztathato
valddi iddbeli valtozasokra, a rugalmassagi allandék csokkenégginaeg adott feszilt-
ségszint elérésekor.

Osszefoglalva az eddigieket, egy klasszikus képlékemysedet feltételezi, hogy

1. A deformacio felbonthat6 képlékeny és rugalmas kompsekne.

2. A képlékeny viselkedés hatarat kritikus feszilltségek&bemezhetjik, Ennek
megfeleben a fesziltségtérben definialt folyasfliggvényt egy ftiiletével adjuk
meg, f(o;;,...) = 0 modon. Ennek definicidja tartalmazza a képlékeny defordnaci
irreverzibilitasat, azaz azt a feltevést, hogy a képléldafgprmacio egyuttal marado
deformacio, ha egyszer fellépett, akkor magatol nem csikke

3. A képlékenységi hatar az (5) 6sszefiiggés szerint allando

4. Leétezik ag(o;;,...) képlékeny potencial. Azaz a keplékeny deformacio novekme-
nyeinek viszonyat a (6) folyasi szabaly alapjan - eléggéigpis modon - jellemez-
hetjik (ez aPErRzYNA-elmélet lEényege).

5. Létezik valamilyen szabaly a képlékeny deforméacié naggmsak megha-
tarozasahoz (pl. deformacios képlékenyedés, vagy a kesdényejpdési egyenle-
te).

Mindezek ebtt, a (2) 6sszefiiggés formajaban adott a termosztatikeirhéhiszen a
szabadenergia létezése az entrépia bevetetbgét feltételezi - az egyensulyi feszlltség
€s a rugalmas deformacio viszonyanak megadaséra.

Termodinamikai szemmel vizsgalva a fenti feltevésrendsgedekes, hogy a tébbi
empirikusan megadando fiiggveény és kodzvetlen tapaszsaiabialy mellett a (2) 6ssze-
flggést, a szabadenergia, azaz tulajdonképpen az enliégrasének feltevését is gyen-
giteni szoktak valamilyen fesziltség-deformacioé fuggviatiételezésével, annak poten-
cialbol tortérd szarmaztathatésaga nélkil. Erre a motivaciot MRgeSDELL éS NoLL
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[1, 3] adta a hiporugalmassagi elképzelésikkel, akik iggztették a reoldgiai jelensége-
ket a mechanikdhoz. A hiporugalmassag a feszlltség névelérevonatkoz6an posztu-
lal figgvénykapcsolatot

é—ij = Hij(o-ij7éij)' (14)

Ennek mintajara jott leétr&oLymBAs hipoképlékenységnek nevezett eimélete. Ebben el-
hagyjuk a képlékeny potencialt is és a képlékeny deformaeighatarozasarais egy ilyen
fuggvényt keresiink (ami természetesen nem linearis ésljglgh az anyag szimmetriai
szoritjak meg) [4]. A hiporugalmassagban és hipoképlékéglyen a termodinamikai ko-
vetelményeket csak nagyon nehézkesen adhatjuk meg. Aldiakdtan latni fogjuk, hogy

a (14)-hoz hasonlé, a fesziltsé@derivaltjat tartalmazé egyenleteket viszont a neme-
gyensulyi termodinamika segitségével, matematikaildgiisetkezetesen és konnyedén
levezethetlink.

2.2. ATERMODINAMIKAI KEPLEKENYSEGELMELET

A klasszikus képlékenységnek a termodinamika masditiétéléhez val6 viszonya
nem tisztdzott. Sok anyagra nem tudjuk, hogy a folyasi é#képy potencialra ponto-
san miféle kovetelményeket kellene még kikdtnink, hogyléémyed anyagokkal se
lehessen masodfaju perpétum mobilét |étrehozni, illetképekeny anyagflggvényeket
tartalmazo6 kontinuummechanikai modellek termodinamigrge@sulya aszimptotikusan
stabil legyen. A klasszikus képlékenység alapjan még az\éldgos, hogy a mechani-
kai hiszterézis egyaltalan irreverzibilis jelenség-eir8Bas termodinamikai elmélet |étezik
kulonféle hianyossagokkal.

Az els) jelents termodinamikai elméleRice bel valtozés elképzelése [5] a maso-
dik fétételhez kéti, abbdl bizonyitja a normalitast. Ez ma is gykastaly-képlékenység
termodinamikai alapja, minden egyes diszlokaciéhoz Kildan bel valtozokat rendel-
ve.

A makroszkopikus képlékenység klasszikus termodinan@kaélete egyetlen beis
valtozoéra - a képlékeny deformaciora - alapul6 sajatos ggaresulyi termodinamikai el-
mélet. Az elméleHANs ZIEGLERtOI ered [6], és a francia iskola [7, 8] dolgozta RiHEM
mUveil®l is mér kikbvetkeztethét[2].)

A termodinamikai képlékenységelméletben a képlékenyrdedoiot termodinamikai
beld valtozonak tekintjik és fé)dési egyenletét az entrépiaprodukcio egy részeként azo-
nositott disszipaciés fliggvéngbszarmaztatjuk. A vezetési egyenletek a termodinamikai
aramokra bevezetett disszipacios potencial formajabdannek meg. A disszipacios po-
tencial egyben képlékeny potencial és folyasi fliggvény ia-termodinamikai képlé-
kenység alapkiépitésben kapcsolt elmélet. A legfontopalkhtulatuma, hogy a disszipa-
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ciés potencial a termodinamikai &ramoknak nem kvadratikasem elérend(i homogén
fuggvénye (idedlis képlékenység esetén). A termodinank&plékenység természetes
maodon tartalmazza a viszk6zus hatasokat is, az idedligkepység egyfajta szingularis
eset, a potencialok differencialhatésagat&érbdon jelentkezik. Emiatt az idealis képlé-
kenységet magéba foglalo, a klasszikus képlékenység farmasdét pontosan azonosito
targyaladsa specialis matematikai eszkdz6k bevezetéseyligpl. LEGENDREFENCHEL
transzformacid). A nem idedlis - viszkoképlékeny - elmalapegyenletei az idealis kép-
lekenyseégi egyenletek egyfajta regularizaciojat eredméii [9].

ZIEGLER - elég nehezen kovethiet érvelése és nevezetes ortogonalitasi feltétele ter-
mosztatikai kiinduléponton alapul [6, 10]:

Altalaban az entropia véltozasa reverzibilis és irre\@lisirészre oszthato:

dS =Td,S +d;S, ahol d;S>0. (15)

Tegylk fel, hogy az entropia csak &zbels energiatdl ég,. bel valtozoktal fligg.
Ekkor aGieBs-relacié a kovetkez formaban irhato:

dU =TdS — Apday, = Td,S — Apday, +Td;S. (16)

Az utolso tag - mint irreverzibilis jarulék - folyamatsebégek flggvénye és ezt tekinti
ZIEGLER a disszipacios fiiggvéngk, azazb(U, U, ay, ax) = T'd;S. EZUtanZIEGLER fel-
tételezi, hogy

1. az irreverzibilis jarulék csak a bélvaltozokhoz kdidik és ezérfl'd;S = F.day,
ahol I, altalanositott disszipativ @&ket jeldl,

2. a disszipativ ék parhuzamosak a disszipécios fuggvény novekedeési ivahga
nemegyensulyi allapottérben, azaz a kdvetkeapcsolatban vannak

B =022 (17)
Gak

aholv pozitiv skalar értékl fuggvényedavaltozoéinak.

Ezek utan - még a homogén rendszerekre vonatkoz6 termtartaretek kozott -
ZiecLER kiaknazza (15) egyeatlenségét, a tulajdonképpeni entropiaprodukciét is lame
az eddigiek alapjan

Fi.da, > 0

formaban irhatd. Intuitiv médon onsageropek tekintida,-t €s meghatarozandé aram-
nak F.-t, és egyreszt megallapitja, hogy
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— avezetési matrix antiszimmetrikus része nem jarul hozsnaopiaprodukcidhoz,
azaz atermodinamika - d&zszohasznalataval - nem mond semmit a "giroszkopikus
erokrol".

Y4

— nemdisszipativ esetben, azazhé = 0, az F}, altalanositott disszipativ @k meb-
legesek ala;,, aramokra. Ez a hiregecLER-féle ortogonalitasi feltétela klasszikus
keplékenységtan termodinamikai megalapozasanak saksdtvisarokkove. Az or-
togonalitasi feltétel csak a nem disszipativ esetben kézeténye a fenti gondo-
latmenetnek.

Az el (1) feltevéstziecLER semmivel sem prébalja indokolni, annyira természetesnek
érzi. A masodikat, (2)-t, kébb dudlis terekre vonatkoz6 (nem tdl medgy) gondo-
latmenettel tamogatja meg (lasd [10]) illetve egy plaugbek latszo variacios elvet,

a Maximalis Entropiaprodukcié Elvét posztulalja helyeftggyazat, ez nem azonos a
PriGoGINE-féle Minimalis Entrépiaprodukcio Elvével, ami vegyészh#slogus korok-
ben népszerl). Valéjaban ugy tlrikecLER felismerte, hogy ezzel a feltevéssel tudja
a klasszikus képlékenységelméletek fogalomrendszeenagyensulyi termodinamika-
val sszekapcsolni, mert a disszipacios potencial ekkorészetes modon a folyasi és a

képlékenységi fliggvényhez kotbet

Ziegler javaslatat azutaviaucin (illetve a francia iskola) tobbféle iranyban kiaknaz-
za a mechanikai alapu elméletek termodinamikai altaléassival (toredezes, karosodas,
anyagi sokasagok, stb.) [11, 8, 18).mechanikai alapon HAMILTON - tipustl variaciés
elvvel - prébélja indokolni Ziegler feltevéseit. Fontodismerése, hogy aDNSAGER-
szimmetria miatt &Z EGLER altal még tobbféle valtozérendszerben meghatarozottiediss
pacios fliggvénye mogott felismeri és azonositja a klass&kyLeiGH-féle disszipacios
potencialokkat.

Osszefoglalva: a&iecLER-féle termodinamikai képlékenységelmélet a klasszikus
képlékenység feltételeit egyszerisiti a@z8l fejezet 2-5 pontjainak aldbbi médositasa-
val:

— Disszipacios pontencialként értelmezi a képlekenydggivényt, és illeszti a nem-
egyensulyi termodinamika elméletéhez.
— Lehebvé teszi a képlékeny alakvaltozasra vonatkoz®€kki egyenlet termodina-

mikai (vagy variacios mechanikai) alapon torbészarmaztatasat [13, 14].

A fenti feltevésrendszer vilagosan megalapozza, illeevembdinamikai elmélet ke-
retei kdzé illeszti a kapcsolt képlékenységet, és feddet teremt az egyéb termodina-
mikai kdlcsonhatasokkal egyiittes targyalaséara. llyer@égul a viszkdzus hatasokat is
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figyelembe ve® viszkoplaszticitds, karosodas, stb. A termodinamikéendiztositja ro-
bosztus — azaz a paraméterek, kezdeti és peremfeltétdipkasara nem érzékeny —
és stabil numerikus eljarasok létezését. A képlékenystdemrerben is a hiszterézis je-

lenségének megfeleleirasat adja.

Egy, az ebzb6ekdl |ényegesen kilonbdz de termodinamikailag kdvetkezetes meg-
kozelitést adAsszonyi, VAN ésSzarkA [15]. Ok a képlékenységi feltételt az entrdpia-
fuggveény valtozéjanak tekintik és ennek segitségévelkanjag a rugalmassagi allan-
dok képlékenység kovetkeztében bekdvetkealtozasat. Alapfeltevésik, hogy a kép-
lékenységi feltétel munka alapu. Ez a megkozelités alkalmiszkoelasztoplasztikus,
képlékeny-reoldgiai névekményes egyenletek kozvetlezdetésére és a deformaciéid
beli valtozasanak leirasara reologiai s képléekeny hiagsetén. A képlékenységi feltétel
kozvetlen hasznalata viszont azzal jar, hogy a rugalmassa@dulus a képlékenységi ha-
tar atlepesekor ugrasszertien valtozik, lényegében tiggya’; ., €s (10) kildnbozik Az
idobeli valtozasok differencialegyenleteken alapul6 kdkdr viszont ez a deformacio
ugrasszerl valtozasat okozza, ami fizikailag irreali®zést tovabbi feltételekkel kell ki-

kiisz6bolnink. Az elmélet kiterjesztidsEgét nem-kapcsolt képlékenység leirasara nem
vizsgaltuk.

A kapcsolt képlekenység azonban nem j6 modellje a talajokésakdveknek (di-
latancia), nem ad leirast a szoglethatasra, és nem mapg#dazele a lagyulas (softe-
ning) jelensége [16, 17]. A harom probléma kozll adedérdéskor, azaz a dilatancia
leirasaval kapcsolatos nehézségek kore tlinik a legatipweek. A dilatancia azt jelen-
ti, hogy nyirasi képlékeny alakvaltozas térfogatnéveked&oz - mindennapos jelenség
slirll szemcsés anyagokban. Amint majd latni fogjuk, a alpgag (asszociativitas) alap-
vetd termodinamikai feltételekhez kotlietigy feloldasa feltehéteg sziikségessé teszi
a klasszikus termodinamikai képlékenység altalanositégfiékenység-mechanikai ol-
dalrél — ha nem vesszuk figyelembe a masoditéfelt —, akkor konnyi dolgunk van:
mar emlitettik, hogy a folyasfigvény és a képlékeny po&msegkilonboztetése vezet
eredményre. Ha viszont legalabb nagyjabdl meg akarjusariaat termodinamikai kerete-

ket csak néhany altalanositast ismertnk.

RISTINMAA €SOTTOSEN[18] két részre osztjdk a bélvaltozdékhoz konjugalt termo-
dinamikai aramokat, és mindkét halmazhoz disszipaciosnoidlt feltételeznek, illetve
gyartanak. A tébbféle potenciallal valojdban megsértikranbdinamikai kereteket. Vi-
szont igy levezethéek szdglethatasok (amikor a folyasi fliggvény szintfeditérik) és
nem-kapcsolt képlékenység is, tobbek komittrouT-Lions jellegl. A dinamikai folyas-
fellletre vonatkoz6 javaslatuk viszont visszaallitjaasklizikus képlékenység lazabb - és a
a masodik dtétellel tisztdzatlan viszonyu - 6nkényes feltevéseél,[&zzel gyakorlatilag
kiklisz6boli a termodinamikai megkozelitéeyeit.
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Fes=FctFritFeo

_‘_V

1. ABRA. Csusz6, surlodo csillapitott mozgasu mechanikai-termaodikai test. Valoja-
ban pontszeriinek tekintett test, de a hagyomanyoknakeiedtgn merev testként szem-
léltettk.

HouLsBY (és talanCoLLIns) hiperképlékenységnek nevezett elméletét adhed-
tozokra vonatkozo kinematikai kényszerek teszik nem-kalfiés[20]. A tovabbiakban
kifejtett — tisztan termodinamikai — megfontolasokhoz é8iecLER-féle elgondola-
sok lényegéhez) ez all legkdzelebb.

3. A SURLODAS TERMODINAMIKAJA

Tekintslink egy vizszintes talajankilsd etbvel mozgatotin tdmegU testet, amelyre
surlddasi és csillapité ék hatnak (1. abra). Az elemi fizikabdl jol ismert médon harom
féle kozegebt szoktunk feltételezni a mozgas fékgzként.

— Az sebesség nagysagatol figgetlen Coulomb-féle surléditsi

|Fo| =a=puN =4ll, (18)

— asebességgel aranyos kdzegellenallast
|FK1’ = 6’0, (19)

— €s a sebesség negyzetével aranyos kbzegellenallast

|FK2| = ’)/’UQ. (20)
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Ezek mind a mozgést fékeziok, ezért irAnyuk a sebességgel ellentétes. Vagyis egy
dimenzidban a teljes féké216 pontosabb formaja:

FCS:FC+FK1+FK2:—ocl%|—ﬁv—71J|v|. (22)

A fenti mozgasra vonatkozo differencidlegyenlet pedig eekked lesz:

n@:F+Ek:F—%%—B%~mm. (22)
A csillapité ebk azonban nemcsak a mozgast fékezik, hanem egyuttal phstzik.
Munkajuk melegiti a testet és kdrnyezetét. Ez utébbi talagdg termodinamikai keretek
kozott valik érthebvé és egydttal levezetltetozgast fékdztermészetik. Tehat vegyik
eszre, hogy az (1) abran egy termodinamikai rendszertkaegy kornyezetével kapcso-
latban all6 homogén termodinamikai testet.

A termodinamikai targyalasban a konstitutiv mennyiségekonatkozé meg-
szoritasokat kaphatjuk meg. Ennekdelépéseként az alapmérlegeket irjuk fel. Az im-
pulzusmeérleg esetiinkben adlebiekben felirt (22) egyenlet, de benne a rendszer és kor-
nyezet kapcsolatat leird, csillapit@dtonstitutiv mennyiség, amit a masodikdtel ko-
vetelményeinek megfel@én szeretnénk @irni:

mi = F + Fes. (23)

Tegyuk fel tovabbd, hogy a tdomegpafitenergidjat csak a kst erd munkaja valtoz-
tatja, annak hianydban megmaradna. Tehat

E = Fi. (24)

Latni, fogjuk, hogy ebbl a feltevésBl — termodinamikai keretek kdzott — kovetkezik,
hogy csillapitdé ek munkaja csak a tomegpont b&lsnergiajat ndveli. Gondolatmene-
tiinkben az egyszerliség kedvéért nem foglalkozunk a kéehgeergiamérlegével. A to-
megpont’ beld energiaja definicid szerintfa energiajanak és a kinetikus és potencialis
energidjanak kilénbsége, azaz

-2

i
U=FE—m>.
my

Az entrépia a bels energia fliggvénye, bélenergia szerinti derivaltja pedig &-h
mérséklet reciproka. Eppen ezért a (24) energiamérleg Z3) anjpulzusmérleg felhasz-
nalasaval kapjuk, hogy

1

mmz%U:?@me@:-%mm-m:—%%@. (25)

A masodik Btétel értelmében pedig az entropia ndvekszik,

. 1
S = —chsi’ >0, (26)
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tehat a csillapitd érellentétes iranyu kell legyen a sebességgel. Ez a formokdj& a
termodinamikai @k és aramok azonositasat is. A sebességet a mozgas meghatar
A csillapitd eb viszont a test és a kdrnyezet viszonyat megadé fliggvéndgt &z lesz

a meghatarozandé termodinamikai aram. Az egitierhiség értelmében, a csillapit@er
mint konstitutiv mennyiség csak a sebesség fliggvénye, lahatpedig jelen esetben
fuggetlen valtozoként termodinamikaiteA termodinamikai és mechanikai elnevezések
erre a furcsasagara, vagyis hogy a csillapitt termodinamikai szempontbdl aramnak
tekintend, a kontinuummechanikai targyalasban mar felhivtuk a figeel[21]. A kon-
tinuumok esetén sebességgradiens bizonyult termodimamtnek, itt pedig a sebesség
(illetve a sebesség és ammérséklet hanyadosa). Felhivjuk a figyelmet, hogy a sébetis

a surlédo feluletek kozotti relativ sebesség és a fentytdag - megfel@en altalanosit-
va - tullép a termosztatikan és a mozgo testek kdzonségesdaramikajahoz tartozik.
A mozg6 homogén testek termodinamikaja a mechanika és adenamika egyesitété-
sének fontos eleme, szamos régi és Uj megoldatlan és mégalzk hitt problémaval
[22, 23].

Azonnal lathatjuk, hogy a kontinuumok esetén szokaso®rzig linearis d-aram
kapcsolat csak egyik, a sebességgel aranyos, fajtajaagaljssmert csillapitasi éknek.
A CouLowmB- sUrlodas és a sebesség négyzetével aranyos csillapii&nsmegfelel a
(26) egyenbtlenségnek, a kdvetkéanodon:

Fow = —L(i)i = — <5 4 aé 4 7|:'c|) i 27)

Az erb-aram kapcsolat nemlinearis, a sebességtint termodinamikai éitol fiigg
az L vezetési egyutthato. A masodistétel egyerdtlensége megkoveteli, hogy azg3, v
egyutthatok ne legyenek negativok. Az entropia novekeudsteltételébl kbvetkeztet-
tink a csillapité & irAnyara, utdlag igazolva fékézulajdonsagat. A klasszikus irre-
verzibilis termodinamika a&ouriEr-h6vezetésFick-diffizio, vagy példaul aNaviER-
StokEs-egyenlet levezetésénél szigoruan linearis (alland@)y kaazilinearis (alapvalto-
zOktoél fugd) erd-aram kapcsolatot feltételez. Itt most példat lathatut éltalanosabb,
nemlineéris vezetési egyenletre, raadasul egy nagyorzedyss jol ismert jelenségkor
esetére.

A fenti (27) &altalanos csillapitasi anyagtorvény és @leekovetked (22) differenci-
alegyenlet azonban fizikailag nem teljesen felel meg az @&adnknak és a mindennapi
Kisérleti tapasztalatnak, ugyanis nem ad szamot a taps&silasrol. Tegyuk fel ugyan-
is, hogy a tbmegpontra hatoGeregyenletes sebességgel noveljik, azaz legyenV't,
ahol V' a terhelési sebesség #az idd. Az egyszerliség kedvéért legyen tovabba 0.

Ekkor latjuk, hogy megoldandé lenne a

v(t)
v (t)]

mi(t) =Vt —« — Bo(t)
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x [m] v [mys]

1.0 1.0

08l o8l

0.6 0.6
0.4F 0.4F

0.2 0.2

0.5 1.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

2. ABRA. Az elmozdulas és a sebessédfithygése a (28) differencialegyenlet szerint,
m=1kg,V =1m/s,a=1N, = 0%9 paraméterértékekkel szamolva. A kritikus tapa-
dasi surlédasi éreléréseéig a test nem mozdul el és sebessége is nulla.

differencidlegyenlet a(0) = 0 kezdeti feltétellel. A matematikai feladat azonban igy, a
tovabbi fizikai feltevések nélkil hatarozatlan, illetvekailag rossz eredményt ad. Egy-
részt aCouLoms-sUrldédasi tag = 0-beli értékét régzitentink kell, masrészt fel kell téte-
leznlink, hogy a surlédasi@t nem gyorsitjadk a tomegpontot, azaz példaairei, hogy

a kezdeti feltétel legyen(a/V') = 0, a sebesség ndvekedése csak a Coulomb surl6da-
si eld elérése utan kebdik meg. Vagyis a differencialegyenlet a kdvetidgormaban
pontosabb fizikai modell:

0 ha Vi<a
. t — ) ) 28
m(t) {Vt - O‘|28| —pou(t), ha Vt>a. (28)

Vegyluk észre, hogy egy kritikus@jellegl feltételt adtunk meg, a képlékenység klasszi-
kus elIméletéhez hasonl6an. A differencialegyenlet meggalid a 2-3. abrakon szemléltet-
tik.

Egy masik, trikkdsebb mdédon viszont a tapadas feltéteddeedhrtalmazza termo-
dinamikai vezetési térvény. A masodiktétel egyerdtlenségének megoldasat ugyanis
nemcsak (27)-hez hasonld, hatvanysorszerl formabashetjgk. Tegyik fel ugyanis,

hogy
Fe, = —i/(FCs)ft = _(B + A|FCS|)=@7 (29)

vagy ezzel Iényegében ekvivalensen

&= —L(#)Foy = —(B + Al#|) Fa. (30)

Pontosabban, fenntartva a fliggvénykapcsolatokeelogzitett formajat, azaz hogy
Fes(2) hatarozatlan figgvényt keresunk, azt irhatjuk, hogy

B

(31)
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Ft [N]

1.4

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

3. ABRA. A teljes eD, azaz a (28) differencialegyenlet jobb oldalanabfidjgése, a 2.
abra paramétereivel.

A fenti formulédkbanA, B, A, B, o« = 1/A és3 = 1/ B anyagi paraméterek. A masodik
fotétel egyeritlenségét anyagi tulajdonsagként, tehat a folyamatd&iaz jelen esetben
1-t0l) fuggetlenll megkovetelve, egyik fenti paraméter semetl@egativ. Ha > §|i|/«,
akkor F., =~ —f%. Hal < f||/a, akkor F.; =~ —ai/|x|. Tehat kis sebességek esetén
a sebességgel aranyos a surl6dasj eagyobb sebességek esetén allandé. Egyenletesen

névek\ erd hatasanak kitett surlédassal mozgé témegpont mozgasetsyéehat

Bu(t)

mo(t) =Vt — W

(32)

Ez az egyultthatok és azGedkala megfel@ beallitAsaval pontosan az elvart tapadasi-
csuszasi surlédasos viselkedést eredményezi (4-5 abiAk)oz0, klassszikus surlédasra
vonatkozo6 (28) differencialegyenlethez képest (32) kéittwa szamot ad a mozgés kezde-
térdl, csakl — oo esetén kapjuk vissza azdeb egyenlet megoldasait, illetve (28) éles

feltételét.

Masrészt viszont ami azd@tye ennek a modellnek, az egyuttal a hatrdnya is. Ugyan
az éles atmenet helyett egygagparaméterrel hangolhatd, tompitott allé-csuszé (merev-
képlékeny) atmenetet kapunk, de a test mar daaas kezdetétfogva mozog egy kicsit.

A fizikai képunk is ennek megfel@én valtozik : ez a fajta sebességgel aranyos csillapitas
kis sebességek esetén érvényes.

A surlédas jelenségének fenti nagyon egyszerli modellgikdtetésnek szantuk.
Nem vettik figyelembe az @iranyat és a nyomééhatasat sem. A jelenségkérnek azon-
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F'Z! [P]]

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIt[s]
05 10 15 20 2.5 3.0

4. ABRA. A csillapitdsi ed idoéfuggése.m = lkg, V = Im/s, a« = 1IN, [ =

= {0.3,3,30,300,3000}%". A legfels, legszogletesebb gorbéhez tartozik a legnagyobb
g = 3000% erték. Nagys esetén a surlodasi@n terheberdvel egyliitt ndévekszik, majd
allando értéket vesz fel.

05 10 15 20 25 30 05 10 15 20 25

5. ABRA. Az elmozdulas és a sebességfithgése az 1. abra paramétereivel szamolva. A
legfel, gbrbéhez tartozik a legkiselb= 0.3’“—5 érték. Nagys esetén a test nem mozdul
el és sebessége nagyon kicsi amig a terhelés el nem Erizaz hatart.
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ban ezeken felul is szamos tovabbi olyan vonatkozasa vaelyagk nincs megfelél
termodinamikai leirasa [24, 25]. A surlodasi konstitutim&nyek termodinamikai meg-
szoritdsainak vizsgalata 6nmagaban is érdekes, merbaikilh jelenségkor univerzalis
és anyagfligg vonatkozasait. Az elslépéseket ebben az iranybdarHAS irasa jelenti
[26]. Valédi anyagi paraméterek azonositasa a kontaktarekéban (a surlodasi, gordu-
lési és Utkdzési tulajdonsagok vizsgalatakor) 6nmagéabontos, raadasul a képlékeny-
ségi elméletek mélyebb megértéséhez és tovabbfejlebet@gézethet. (30)-(31) vezetési
egyenletekhez tartozé@iaram kép, azaz az egyenletek felallitdsa és ennek mkigfele
az é&ltalanositasanak irdnya is kulénbpde a kapott mozgasegyenletek ekvivalensek.
(29) nem ekvivalens az utdbbiakkal, de a képlékenység limatzan mégis efssorban ez
a forma terjedt el. Az utolso fejezetben latni fogjuk, hogyapadasi viselkedést tukrozi,

nagyon hasonlé megoldasokra vezet, mint (30)-(31).

4. A REOLOGIA TERMODINAMIKAI ELMELETE - KIS DEFORMACIOK

4.1. MERLEGEK

A klasszikus képlékenységelméletek termodinamikai nsgalottsaganak hianya
killbnosen a reolbgiaval tortérosszevetés fényében szembétii termodinamikai re-
ologia egyenletei és egész anyagelmélete - azaz a konhstyenletek szarmaztatasi
mddja - ugyanis vildagos moédon a masodikdtelen alapul.

A reologia gyakorlatban leginkabb hasznalt alapmodedieempirikus alapon szar-
maztatott skalar, linearis elemek ad hoc kapcsolasabaredo Az ilyen 'félempirikus’
modellezés teljegiképessége azonban korlatozott, ugyanis altaldban neaymogel-
lekrél van sz6 bennik, hanem inkabb kordlménymodetiEknert paramétereik fiigge-
nek a korilményeki (pl. terhelési feltételekd, iranyoktdl és sebességékt A valodi
anyagi paraméterek és modellek keresése vezetett az ivivgestt(vonatkoztatasi rend-
szerbl val6 fliggetlenséget) és a termodinamikai kdvetelméetyékvényesit elméletek
kidolgozasahoz. Hidba egyszerliek a klasszikus reolégiarsknearis egyenletei, ha ér-
vényességlk korlatozott volta miatt a megfélehramétereket mindig Gjra és Gjra (esetleg
specialis gépekkel) meg kell mérnink. Van, amikor ez ldhertevagy koltségesebb, mint
egy megfel@den megbizhato, kevésbé korulményfGgmyagmodell hasznélata. Ezért az
altalanos elvi koveteleményeknek is megfélaéppen ezért sokkal szigorubb keretekben
kidolgozott modellek iranti igény nem csak esztétikai, éranvég® soron gyakorlati,
gazdasagossagi kovetelmény.

A reoldgia két alapjelensége a kiszas és a relaxacio. Michaestet ugrasszeriien
megterhelve és a terhelést ezutan allanddan tartva a defarmgrasszerl kezdeti valto-
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zas utan fokozatosan veszi fel allandosult értékét: ez adsidMechanikai testet ugras-
szerlien deformélva és a deforméciot allando értékeratartesziltség fokozatosan veszi
fel allanddsult értékét: ez a (feszlltség)relaxacio. Métdelenség magyarazata a rugal-
massagtanon tulmutat és viszkoelaszticitas, hipoetdisinevek alatt talalhatéak meg
Oket a mechanikai irodalomban. A nehézséget altaldban al&gfelenség egy modell

y&4

keretein belll tortéd, egységes értelmezése jelenti.

Az elvi, tdbbek kdzott termodinamikai kovetelményeknekgheteld el elmélet,
a mar emlitett,TRUESDELL ésNoLL nevehez koéthét hiporugalmassag, amely feltéte-
lezi, hogy a fesziltségtenzor nemcsak a deformacio, handefamacio idderivalt-
janak is fuggvénye. Azonban a termodinamikai potenciaktikaése nem dobhat6 el
kovetkezmények nélkil, a hiporugalmassag elmélete tatsaglaza, ezért konnyen vezet
rossz anyagfiiggvényekre.

Az elsh, termodinamikailag igazan megfdélehagy deformacidkra vonatkozé és ob-
jektiv idéderivaltakat hasznalo, bélsaltozokon alapul6 reoldgiai elméletétrHAS dol-
gozta ki [27],KLUITENBERG [28, 29] utt66 munkaira alapozva. E szerint az elmélet sze-
rint a relaxacié és a klszas egyenrangu és az ezeket egytmtatmazo alapmodellt, a
PoYNTING-THoMsON-féle Un. standard modellt egyetlen kelgltozd segitségével meg-
kaphatjuk termodinamikailag minimalisnak tekinthébvabbi feltételekkel.

Az aladbbiakban réviden dsszefoglaljMerHAs elméletét, kis deformaciok esetére
szoritkozva. Az elméletnek tobbféle nagy deformaciogjasztése is létezik, amelyek az
objektivitas kovetelmeényét is figyelembe veszik. Ezekneklazszempontbdl teljesnek
tekinthet elképzeléseknek azonban a fent emlitett egyszer( rieoldigpjelenségeken
tulmutato, kisérletekkel torténdsszevetése maig nem teljes; tébb probléma megoldasra
var. Megjegyezzik, hogy a reolégianak jelentegcsolyan modellje - sem olyan, amely
megfelel a fenti két elvi kbvetelménynek (az objektivitakrés a termodinamikai kovet-
kezetességnek), sem masmilyen -, amely mindereblégiai kisérlet (egyszerl nyiras,

viszkozitas, nyirasi relaxacio, nyirasi szunet, stboras kielégid egyezést mutatna a
mérésekkel.

Minden képlékeny és reoldgiai modell felallitAsakor az alagdegek felirasabol és
entropiaprodukcié levezetés@ihindulunk ki. Esetlinkben az entrépiaprodukcio kiszami-
tasdhoz a tomeg-, lendilet- és energiamérlegeket kell &gy venniink.

A tbmeget megmaradonak tekintve kapjuk, hogy
p+ poiw' =0, (33)

ahol p a siirliségy’ a sebességméza pont pedig a szubsztanciali$dkrivaltat jeloli.
Az el6z6ekhez hasonldan indexes irAsmaodot alkalmazunk. A lendéittg formaja pe-
dig a kovetked lesz, ha eltekintlink a kids térfogati edktdl, amelyek nem jatszhatnak
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szerepet az anyagegyenletek levezetésénél:

P — Ot — 0. (34)

Itt ¢ a feszlltségtenzor. Feltételezziik, hogy a kozegben nielsd mpulzusmo-
mentum, tehat a fesziltségtenzor szimmetriktis= /. A teljes energia mérlege

pé+ i} = 0, (35)

ahol e a teljes energia fajlagos értékg,pedig az arams(ir(isége. Egykomponens{i egy-
szer(l mechanikai kontinuumok - éorban folyadékok - esetén a lieknergia a teljes
és a kinetikus energia kilénbsége. Ezt a definiciot hasgnait ebz6 fejezet surlédasra
vonatkzé megfontolasaiban is. A rugalmassagtanban a mikeh@mergiat altalaban a
(HELmoLTz-féle) szabadenergia segitségével kotik a termodinarkikatelményekhez.
Reolodgiai rendszerekben feltételezik, hogy a mechaniki@ishaz anyagban végbheme-
nd strukturdlis valtozasok késleltetik. Ezt a memoria€tike tehetetlenségi jelenséget
egyetlen szimmetrikus masodrend( tenzor dinamikai zéital veszik figyelembe. Most
a bel® energiat a teljes energia és a mas energiafajtak (kiretikigalmas) kulénbsége-
ként fogjuk értelmezni. Mint latni fogjuk, ez egyszerésitket jelent a targyaldsmodban
es kdnnyen megmutathato, hogy izoterm esetben ekvivalbagygmanyosy ErHASs al-

tal is alkalmazott megoldassal, ahol az entrépiat egé&skita dinamikai (vagy bels)
véaltozok kvadratikus forméjaval [30]. Az idedlisan rugakrizotrop kontinuum fajlagos
rugalmas energiaja kis deformaciok esetén

A\ o
Crug = E(Ell-)2 + ueve;, (36)
ahol \ ésy aLamE-allandok,é¥ = € — ¢k /35% pedig a deformacio nulla nyomu része
(¢’ a nyoma indexes jeloléssel).

A dinamikai valtozo6tc-vel jeloljuk és hatasat figyelembe vesszik a teljes energia
meghatarozasakor. Feltételezzik, hogy jaruléka az eddeygiafélékhez hasonléan ad-
ditiv és fuggetlen, formaja pedig a kinetikus energiaéhagohléan - nem véletlendl -
kvadratikus. Ebbl kovetkeden az g bel energia

02

eg=e€— 5 erug(eij) — eqin(£9). (37)
Az els) két tagot, a teljes és a kinetikus energia kiilbnbségekéghatarozott szo-
kasos bel§ energiat,-vel jeloljuk:

U2

p=e— o (38)

A bels), dinamikai valtozdkat nem a bélenergiat, hanem csak az entropiat médosi-
t6 mdédon szokas figyelembe venni (lasd pl. [30, 31]). A kétféegkozelités egyenértéekd,
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illetve a FOmérséklet szerepét ildn az energiat modosito javaslat fizikailag vilagosabb.
Ez a bel§ valtozohoz kéthétkiegészib energia jelzi, hogy a valtozé segitségével model-
lezett hatasnak tehetetlensége van. Ha a tehetetlensagokanikroszkopikus, struktura-
lis mechanizmusat is ismernénk, akkor célszerl lenne béviea tehetetlenséget jellem-
20, bel® valtozohoz k&idd tomegszeril egyutthatot. Ennek hidnydbanarselemma
értelmében izotrop anyagra a hielgaltozoval reprezentalt anyagi kinetikus energia ja-
rulék altalanosan tiszta négyzetes formaban irhatd, mekéikat nincs okunk barmihez
kotni, azaz:

ij 1 ij
eain(€7) = 26 i (39)
A hagyomanyog, bel® energia fluxusara, azaz konduktiv aramsirliségére kamn

pedig a kovetkeZ (szokasos) 6sszefliggést feltételezziik
¢ = q; —tv;. (40)
Ekkor aze, beld) energia mérlege

,Oéb + 8jqj = tijajﬂi. (41)

4.2. ENTROPIA ES MERLEGE

s

Az entrépiamérleg felirdsakor az entrépiastriiség zéitmk megallapitasa, illetve a
konduktiv entropia-aramsrliség formajanak megtal@asaapvei feladat. Klassziku-
san, gazok és folyadékok esetén ezek az extenziv valteztkégei. A kontinummecha-
nikdban a bels energia slrlisége és valamilyen objektiv deformacitirkér leggyako-
ribb valasztasi lehéség. Kis deformacios kdzelitésben ezek egyenértékiméibhbiek-
ben méar kivalasztottuk az entropia valtozoit, és mindetlstbenergian keresztil vettik
figyelembe, azaz(e;, €7, £¢%) = 5(eg). Ennek megfelden (36)—(39) felhasznalasaval a
GiBBs-relacio a kovetkez:

dep = dey — (N5 07 + &7 )de;; — E9dEy; = Tds + (t,)9de? — £9de;.  (42)

Itt (t,)7 = %rua = \ek 577 + 20¢7 a termosztatikai fesziltségtenzdra smérséklet.

23

Innét leolvashato (illetve tulajdonképpen az intenziv nygsegeket és rajtuk keresztil az
entropiat a parciélis derivaltjain keresztil definialja)gy
95 0s 1 s 10en,  (ts)" s 10eyn &

degy  Oey T Deii T O¢ii T ' 9gii T ot T

Ezek a parcialis derivaltak a termosztatikai intenziv nygsggeknek felelnek meg. A
bels valtozonk a szokasos értelemben nem biztos, hogy extélididban ennek a tulaj-
donsagnak nincs nagy jelésége bels valtozokra), de a hozza tartozé entropiaderivalt
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nulla volta definiélja a termodinamikai egyensulyt. Mivehek értéke a fenti utolso for-
mulabol lathatéam; ;-vel aranyos, ezért a bélvaltozo egyittalVerHAs-féle dinamikai
szabadségi fols, mert termodinamikai egyensulyban értéke nulla. Dikairgzabadsagi
fokok lehetnek példaul a kiterjesztett termodinamikahaggetlen valtozoként bevezetett
termodinamikai aramok [32, 31], vagy bizonyos értelembegiativ impulzus is [33].

o

Az entrépia konduktiv aramsirisége a klasszikus véaszerint a darams(riiség
és a ldmérséklet hanyadosg’ = ¢*/T. Mig az entrépia valtozéinak kivalasztasa a fizi-
kai modellezés része, az entropia aramanak formaja a mkdetimuum-termodinamika
maodszereivel kiszamolhat6. Itt most ezt a levezetést ngnk ageg, mert egy hosszasabb
matematikai modszer (pLiu- vagy aCoLEMAN-NoLL-eljaras) alkalmazaséaval csak a jol
ismert szokasos eredményre jutnank. Altalaban bizonittegy lokalisan egyensulyi,
elsdrendlien gyengén nemlokalis irreverzilis termodinamékéb- azaz a mi esetlinkben
is — egykomponensi kézegekre az alapmérlegek és az eatréeg egyebtlenségé-
nek kovetkezményeként az entropia-aramsriiség adtalattbaramsirliség és @mér-
séklet hanyadosa [34].

Az entrépiaprodukci6 ezek utan a kdvetkez
, o ¢
ps +0;(js)' = pé(ey, €, 69) + 07 =
— 7050 = t00) = by — SRGy + O =
I o i 1
T(tj—(ts)]) Eij‘%ﬁij"‘qaifzo- (43)
Itt felhasznaltuk a kis deforméacidk esetén a sebessegusdi érvényes 0sszeflg-
gést:
@vj = 6” (44)

Ezek utan a mechanikai folyamatokra szoritkozva feltéilk, hogy a
homérsékleteloszlas homogén a kontinuumban, vagydardmslriiség nulla (izo-
term, illetve adiabatikus folyamatok). Ekkor a fenti forl@wtolsé tagja nulla és az
energiadisszipacio, azaz az entropiaprodukcié szorohdagrséklettel a kovetkéz

Toy= (17— (t,)7) & — &;€7 > 0. (45)

4.3. VEZETESI(KONSTITUTIV) EGYENLETEK

A klasszikus irreverzibilis termodinamikaban az entrgpoalukcio segitségével
termodinamikai ebket és aramokat azonositunk, és kozo6ttik linearis kapittdéltétele-

a4

zunk. Ezzel megoldjuk az egyénlenséget. Ahogy mar az@ fejezetben is emlitettiik,
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az aramok és ék megkulonboztetése nem dnkényes és nincs benne fizikaids| in-
kabb matematikai jellegli. A termodinamikab&raz allapot ismert fliggvényei, az ara-
mok pedig konstitutiv - azaz meghatarozand¢ - fliggvénytaketimaznak. Jelen esetben
a feszlltség és a bélsaltozé evollcios egyenlete a hatarozatlan, tehat

E6 | @i | g
Aram | 7 — (t,)7 | &V

A lineéris vezetési egyenletek ezek utan a koveikdesznek:
9 — ()7 = Lt — L ¢u, (46)
£ = L§ley — L ¢y (47)

Itt L11, L12, Lo1 €S Lyy Negyedrendl csatolasi matrixok, amik izotrop esetben 2-2
skalar egyutthatét tartalmaznak a szimmetrikus tenzardcio és befsvaltozé gombi
és deviatorikus részének megféeh. Ekkor a fenti egyenletrendszer is két fliggetlen
részre esik szét:

tiz' - (tS)zz = mlléii - m12§iz'7 (48)
: iZ» = mgléiz- — mggfii, (49)
gij — (gs)ij = k’lléij — k’lgéij, (50)
E’ij = k€7 — kol (51)

A bels) valtozék altaldban kikiszobollidt a fenti (46)—(47) illetve a (48)—(49)
egyenletrendszerekb Kilon-kulon a deviatorikus és a térfogati részekre egy-un.
tehetetlenségboynTING-THOMsoN-modellt eredményeznek [30, 21].

Ennek megfelden az entrépiaprodukcio is kvadratikus lesz a termodikaneittk-
ben vagy aramokban, és a skalar és masodrend(l szimmetyidomnélkiili tenzorok szét-
csatolédnak:

To, = mu(&5)? — (Mis + mar)ESE7, + ma(€0)2+

+ klléijéij — (k12 + kzl)éijg}j + k22§ij§ij- (52)

A tovabbiakban egy térdimenzios targyalasra tériink at.

4.4, KOZONSEGES REOLOGIA AVAGY REOLOGIA HOMOGEN TERMODINAMIKAI
TESTEKRE

Egy térbeli dimenzids eset tobbféleképpen is adddik a ézyenletekbl. Egytenge-
lyG terhelés, vagy csak a térfogatvaltozas targyalasgyistken skalar egyenletre vezet.
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Ebben az esetben az eéedgyenlet egyitthatoi a fenti anyagi paraméterek kombinac
0i lesznek. Ha az impulzusmérleget nem vesszik figyelembe@y ak termodinamikai
egyenletek csak az @dbeli valtozasokra szoritkozva kézonséges differengyédeletek,
homogén kontinuumra vonatkoznak, ezért ezek az esetek aségés, avagy a homo-
gén testekre vonatkozé termodinamikdnak — a klasszikasosztatika nemegyensulyi
kiterjesztésének — részét képezik [35].

Osszefoglalva a fenti egyenleteket azt kapjuk, hogy azgemgisszipacio
Toy = (t —dee,) é — Deené >0, (53)

ahol eddigi jeldléseinken roviditve = e, + eq;,, @ rugalmas és a bélvaltozéhoz kot-
he energia 6sszege:

€e = Gé + G‘g (54)

‘ 2 2

Itt G a megfeled rugalmassagi allando, pl.¥oounc-modulus, ha egytengely terhelést
tekintiink.G' a bel$ valtozéra vonatkozé analdég anyagi paraméter. A kontiregyan-
letekben nem vezettilk be, mert csak reoldgiai jelenségetnés jelenbsége. A kép-
lékenység analdg targyalasakor azonban lényeges lest eki@r a belé valtozdénak
konkrét fizikai jelentése van: képlékeny deformaciokénmnasaitjuk. A termodinamikai
erok és aramok (53) alapjan

Er6 | é | —G¢
Aram |t =t —Ge | ¢

A linearis vezetési egyenletek ezek utan a kovdiké&desznek:

tv == llé—llgég, (55)
£ = Ilné—bLGE. (56)

A bels) valtozét kikiiszobolve a fenti (55)-(56) egyenletrendsak
0+ 70 = 2nT4€ + 2né + 2Ge, (57)

ahol 7 = (Glo)™Y, 297y = [1(Glo) ™Y, 2 = (I1ly — l1als1)l; Y. Ez az Gn. tehetetlenségi
PoyNTING-THOMson-modell, a minimalis modell, amely egyszerre képes szardot a
a relaxaciorol és a kuszasral is, illetve figyelembe vesaramagi tehetetlenséget. Figye-
lemre méltd, hogy egyetlen dinamikai valtozés, minimadigrtodinamikai elmélet ezt
adja alapmodellként.

Vegyuk észre, hogy a fenti modellnek a kereszteffektusan|éte, azaz;, ésliy
nem nulla volta Iényeges elemét képezi két kiemedesmbmpontbdl is. Egyrészt ha nincs
kereszteffektus, akkor (55)-(56) két fuggetlen egyerdebel® valtozonak nincs hata-
sa a mechanikai jelenségekre, és nem kiuszolibkieViszont (57)-ben, a kikliiszobdlés
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utan, a kereszeffektusok egyutthatéit mar nullanak tekisvervényes egyenletiink van.
Masrészt],, ésly; viszonyardl semmit sem feltételeztiink, szandékosan. Arsaitrikus
vagy antiszimmetrikus vezetési matrixok kérdése egym@tlies termodinamikai képlé-
kenységelméletnek is egy kulcskérdése (sokak szerintmz elphogy a képlékenységi
modell kapcsolt-e, vagy nem [7]), illetve az (55)-(56) véaeiegyenletekbet értéké-
nek megvaltoztatasa mindig elronthat barmilyen szimraetrvonatkoz6 felvetést. Ez az
anyagi paraméter raadasul nem hatarozhaté meg csupan miechaérésekkel, mert

a bel$ valtozora csak kdvetkezményeiben, (57) paramétereireghatarozasabol sze-
rezhetnénk informéaciét. Ha pedig értékét egységnek valasztjuk és csak szimmetrikus,
vagy antiszimmetrikus vezetési egyutthatdkat feltéiaiz akkor szembesulink azzal,
hogy modelliink nem j6 a tapasztalatok egy részeére ([27].0@8prészt viszont csak a
vezetési matrix szimmetrikus része jelent disszipactrnak antiszimmetrikus - "gi-
roszképikus" - része nem ad jarulékot az entrépiaprodic@oAzaz, altalanos vezetési
matrixok hasznalata lehitéget teremt a termodinamikai leiras érvényességi kkijéne
lentds kiterjesztésére is. Erre vonatkoz6an fontos példattighegy aMaucin-féle dina-
mikai szabadsagi fokok és a bélgaltozok elmélete csak az altalanos esetben egydsithet
[33]. Megjegyezzik, hogy a@NsSAGER altal adott bizonyitas a reciprocitasi relaciokra
csak tiszta mikroszkopikus hattér esetén érvényes, ezgtitrhegallapitasunk nincs el-
lentmondasban vele.

A vezetési egyitthatok matrixanak szimmetriaja az ugynetelisszipacios potenci-
alok létezésének is sziikséges és elégseéges feltételesApdisios potencial a termodi-
namikai ebknek (vagy aramoknak) olyan fliggvénye, amelynek pascddrivaltjaiként
kaphat6 meg a fenti (55)—(56) vezetési egyenletek jobdaldalen esetben, ig =I5,

akkor B
& (G€?)

(e, —GE) = ll? — 1126GE + 1y 5 (58)
hiszen
od , _
E = lLie— llQGfa
0P _
——— = [9¢ — [,GE.
8(—G5) 12€ 2 f

A disszipacios potencialok a kapcsolt képlékenység temamdikai elméletében
kulcsfontossaguak, a folyasfliggvény, illetve a képlékaotgncial szerepét jatsszak.

5. AKEPLEKENYSEG TERMODINAMIKAI ELMELETE - KIS
DEFORMACIOK

A termodinamikai képlékenység is egy bEelaltozds elmélet, ahol a bélvaltozot
azonnal fizikai, kinematikai jelentéssel felruhazva, k&phy deformacioként vezetik be.
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Egy mechanikai leirdsban nincs is sok mas valasztasunk,aniel fogalmakkal kell
megragadnunk a jelenségeket. A képlékenység oka valamigk) szerkezeti valtozas
az anyagban (pl. diszlokaciék mozgasa, de a szemcsék amelése is ide tartozhat),
amely megvaltoztatja a mechanikabket, az anyag belsfesziiltségviszonyait. Azaz, a
jelentked deformécié csak kbvetkezmény, nem viladgos, hogy mily#étidekkel jelent-
heti alapjat a modellezésnek. Raadasul a fizikai kép, a vakioednatikai jelentése is |é-
nyeges, ennek fellletes kezelése kbvetkezetlenné teépi@denységelméleteket, ahogy
ezt a nagy alakvaltozasok esetére Bertram megmutatta [§@]teEmodinamikai leiras-
ban - altalanosabb alapokon, a relevans fizikai mennyidgggi valtozoként bevezetve

- vizsgalhatébb a képlékenységre vérietitételrendszer.

Ez a bel§ valtoz6 azonban reologiai tarsatol eftén nem tekinthét egyuttal
VERHAS-féle dinamikai szabadsagi foknak {gerHAs-féle dinamikai szabadsagi fok
olyan specialis befsvaltozd, amely termodinamikai egyensulyban nulla, azapzza
tartozé intenziv mennyiség aranyos magaval a valtozOglyanis a széban forg6 szer-
kezeti valtozdsok maradanddak lehetnek, akbilstas megsziinésekor sem enyésznek el.
Eppen ezért a képlékenység targyalasakor mar sztatikaeszs az €z6 fejezet reolo-
giai modelljébl eltéd feltevéseket tesziink a bélsaltozé és a deformécid viszonyara,
elképzelve, hogy a bdisvaltozo valtoztatja, adott feltételekkel csokkenti azfdtséget,
illetve vég® soron a tarolt rugalmas energiat. Bbkdvetkeden azep beld energia is

kilonbozik a reoldgiai targyalasban bevezetett (37) foamat

2 L
eB:e—E—ep(e”,f”). (59)

A sztatikus mechanikai fesziiltséget a@z8l rugalmas-reolégiai esethez hasonléan,
aze, energia deformacio szerinti derivaltjaként hatarozzulg me

_ Oey
N 861']'.

(ts)" (60)

Feltételezzik, hogy a béls/altoz6 megvaltozdsa a deformacio véaltozasahoz képest
ellentétesen hat a feszultségre. A deformacio hatasatalfesgre a rugalmassagi modu-
lussal jellemezzik, azaz nemlinearis esetben a feszik&ém deformacioé szerinti deri-
véltjaval. A feszlltségnek a bélyvaltozo szerinti derivaltja hasonlé negyedrend( tenzor
lesz, ezt a képlékeny deformécidhoz tartoz6 rugalmasséduhasnak tekintjik. A fenti
kovetelmény alapjan a kétfajta rugalmassagi tenzor asakgith legyen, méghozza nega-
tiv egyltthatoval, azaz

ot ot
Akl — 1
aekl * m agmn O’ (6 )

ahol A* 'szimmetrikus és pozitiv definit abban az értelemben, htjgy= A7, tovabba
2, A 2F > 0 mindenz;; # O-re. Ezenkivildk = Ak ésAk — Alk g deforméacio és
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a bel$ valtozd szimmetrikussaga miatt. Hg!  allando, akkor a (61) feltétel ugy is
felfoghatd, hogy a deformécioval ardnyos a belaltozo, azaz

kl _ Akl ¢#mn
€ = Amné )

hiszen (61) megoldasa alapjéf( e — Akl ¢mn) Ezért, a sztatikus feszultsé@bbi (60)
definicioja szerint az,,, rugalmas-képlékeny energia

epla(eij> 5”) = erug(ﬁij - A;]mgmn) + €din (5”)

Vagyis a reoldgiai esethez teljesen hasonl6 forméat kapanzial a kilonbséggel, hogy
a deformalédast a beéls/altozé ndvekedése csokkentheti. Masként fogalmazvagal-r
mas energia csak a deformécié rugalmas résfégg, amely a valddi és a képlékeny
deformacio kilénbségeként alelBevezethetiink tehat egy 0j valtozot:

()7 = A7,

Ez a véltozé pedig mar képlékeny deforméacidként értelmézhetszakapjuk (1)-et. Se-
gitségével a fenti rugalmas-képlékeny energia formaja

epla(eijv (Ep)ij) = erug(fij - (Ep)ij) + edin((ep)ij)- (62)

A tovabbiakban feltételezziik, hogy mind a rugalmas, mindhardikai energia kvadrati-
kus és izotrop fliggvénye valtozoinak, azaz

erug(€7 — (&)7) = S (e — (Gp)i)2 + (€7 = (6)7) (Ei; — (&p)is) » (63)

ij N2 | oz \id(z
6din(<€p) J) = ((Ep)i) + ,U(ep) ](Ep)ij- (64)
Itt hulldammal az adott szimmetrikus masodrend( tenzolanmyomu részét jeldltik
az eddigiekhez hasonléan,és i a rugalmas. ame-allandok, ), i pedig a képlékeny
(keményed) tartomanyban érvényes analdg anyagi paraméterek.

A termodinamikai leirds ezek utan is teljesen analdg a gail@settel. Az energia
jarulékainak azonositasa utan az entrépia csak & leelsrgian keresztiil fligg az 6sszde-

formaciotél és a képlékeny deforméaciotéle,, €7, (¢,)”) = $(ep). Ennek megfelden a
GieBs-relacio a kovetkez:

dep = Td5 + (ty)i;de”? + (t,)i;d(e,)?, (65)

ahol (t,)"7 = a‘?z;‘?_ a képlékeny fesziltség. Az eddigieket 6sszefoglalva aenmit
iJ

mennyiségeket a fen@isss-relacio, illetve (59) és (62) alapjan a kovetk&gppen ad-
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hatjuk meg:

ds  0s 1
dep ey T
0s _ 1 8epla o 1 aerug . (tS)ij
dei T oei T dei T
Js B L Oepa (L)
Aey)9 — Toleg)ys T

Ha a deformacio nem nulla, akkor bélgaltozonk értéke termodinamikai egyensuly-
ban nem feltétlen nulla. Ezért a bélgaltoz6 nem les¥ erHAs-féle dinamikai szabadséagi
fok, ellentétben a reoldgiai esettel. ADed fejezet szamitasait megismételve véglilis az
entropiaprodukcié kdvetkédesz:

Tog = (t7 = (ts)7) & — (1) (&)i; = 0. (66)

Ezért aztan, szem @t tartva, hogy mind a sztatikus, mind a képlékeny fesglts
ismert fliggvénye az alapvaltozoknak, a megtetermodinamikai gk és aramok a ko-
vetkedek lesznek:

E6 | &7 | —(t,)"
Aram | 7 — (t,)7 | (&,)y

A linearis vezetési egyenletek ezek utan
9 —(t)7 = Lew — L (t)u, (67)

(&))" = LiMew — LY (t,)u. (68)

A fenti egyenletrendszer izotrop esetben érvényes vdaldaganagyon hasonlo, mint
az ebzb fejezetben:

—(ts); = mué; —maal(ty)L, (69)
(&) = maé; —ma(ty)’, (70)
— ()7 = kue? — kip(t,)7, (71)
(€ p)” = kné’ - kaa(t,)". (72)

A bels) valtozok kikliszobdlése most is lehetséges, ha feltéidkehogy a vezetési
egyutthatok allandoak.

Ez az egyenletrendszer azonban még nem képlékenységetlamé&Eplékeny visel-
kedés egy fontos eleme, maga a képlékenységi feltétel és $ethol sem jelenik meg
benne. A megoldasai is mutatjak, hogy eddigi feltételeink s&rtalmazzak rejtetten. A
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képlékeny deformacionak ugyanis megvan az a tulajdonsagaa bevezetésben emlitett
0sszes elmélet alapul vesz, hogy csak bizonyos fesziltsggrgia-, vagy egyéb feltétel
teljesulése esetén kezd valtozni. A viselkedés a tapadédédashoz hasonlé, a termo-
dinamikai képlékenység elméletének mechanizmusat aékalrk a masodik fejezetben.
Ha a képlékenység csak deviatorikus fesziiltség hatagafallénint a fémekben, akkor
az ott leirt gondolatmenet alapjan reoldgiai motivacidgyenletrendszeriink médositasa
kézenfekd. Legyen (72)-ben &y, egyttthatdé nemlinearis és (31) szerint fliggjon a ter-
modinamikai edt6l, jelen esetbefy, )’-t6l. Természetesen a kontinuummodell bonyolul-
tabb egyenletei tobb kérdést nyitva hagynak, de az egydglesgeriibb olyan valtoztatas,
amelybl képlékeny viselkedést varhatunk, a kévetkez

ko
koyg = —————. 73
22 1 + C’j—i|tp| ( )
Itt |£,| = 1/ (%,)"(1,):; @ képlékeny fesziltség deviatorikus részének abszokkeirt

Ez a képlékenységi modelliink kulcsfontossagu utolsoviéste.

A kapott vezetési egyenletekkel az entropiaprodukcid

To, =mu (€92 — (Mg +ma1)éL(ty): + maa(t,)+
ko

ki1€55€" — (kio + ko1 )€ ()" + T_iﬁﬂ

L2 > 0. (74)
Az utolso tag figyelemre mélté. Ugyanis, kalt,|/o. > 1 akkor ao.|t,| formara
egyszerlisodik, ekkor a tobbivel ellentétben nem kvaklratiA kdvetked fejezetben latni
fogjuk, hogy ez felel meg az idedlis képlékenységnek. A telimamikai aram abszolut
értékét tartalmazé entropiaprodukcié — a kvadratikus fohalyett — a termodinamikai
képlékenységelmélet védjegyszerl jellépez Ha a fenti vezetési matrix szimmetrikus,
akkor az entropiaprodukciobol konnyen megadhatjuk a wazatdisszipacios potencialt,
amit az el fejezetben mondottak alapjan a képlékeny potencidlahegithatunk:
My
2

kll; 24q 7 Nid ~ O‘? k’Q ~
—Ez‘jEJ — k12€ij(tp) J + 0'C|tp’ - ln 1 + —’tp| (75)
2 kg Oc

® (6,7, (1);, (1)) = == (€)= muaéi(t,); + = (1) +

A disszipacios potenciél egyes valtozai szerinti deralél (69)—(72) egyenletek jobb
oldalai adjak.

A tovabbiakban néhany nagyon egyszeri esetben szemidtigjuk, hogy valoban
keplékenységi elméletet adtunk meg, méghozza egy dinankmematikai keménye-
do6 és disszipativ képlékenységi elméletet, a viszkoelpkraticitas talan legegyszeribb
modelljét.
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5.1. KOZONSEGES KEPLEKENYSEG KEPLEKENYSEG HOMOGEN TESTEKRE

Hasonldan a reoldgiai esethez, a homogén képlekeny teshledgi is tobbféle ter-
helés hatdséara johetnek létre.

A rugalmas-képlékeny energia kvadratikus formaja, az2z & egydimenzios ho-
mogén esetben a kdvetkelesz:
—e )2 ¢
eptal€, €) = G% +G2. (76)

Ennek megfeldlen a sztatikus fesziiltség és képlékeny fesziiltség

0epla

8—Z: = G(€_€P>7

8epla — _

e = G(e, — ) + Gep, = —Ge + (G + G)ep.
€p

A rugalmas-képlékeny energiafliggvény konvexhasG pozitiv. Emlékeztetiink,
hogy ez a termosztatikai kép interpretalja Beldltozonkat képlékeny deformacioként, a
két allandot pedig a rugalmas és a keményedési modulusieddt GG = 0 esetben lesz
a képlékenység idealis).

Az entrépiaprodukcio (66) formulaja valtozatlan marad:

e o Do
Tas:(t— gp; )é— gj ¢y > 0. (77)
p

A termodinamikai ek és aramok pedig a termosztatikai és a képlékeny feszlltsé

Bepla (96171&

gekre bevezetett = = ést, = e jelolésekkel
E6 | ¢ |-t
Aram |t —t, | ¢,
A vezetési egyenletek ezek utan a kovetielz
(t - ts) - 116 - llgtp, (78)
€ = lné—1lt,. (79)

Ezeket most atranszformaljuk az Ugynevezett vegy@saeam reprezentacioba [37]. Az
atrendezés a szigoruan linearis esetben (konstans églhetd vezetési matrix) ekviva-
lens az ébz6 fejezet reprezentaciojaval [38, 39]:

E=ITMt—ts) — Tty = L(t—ts) + Loty (80)
ép - lfllgl(t - ts) + <—l2 + lf1l12l21>tp = 221<t - ts> + thp. (81)
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A teljes nemlinearis transzformacio helyett viszont a needritdst most mas, a kép-
lékenységi irodalomban hagyomanyos modon, (29)-el arfaldgaban fogjuk a szami-
tasokban hasznalni. Tegyik fel tehat, hogy.aegyitthatd specidlis. Egyrészt tartalmaz
egy konstans, reologiai tagot, amely (57) szerint a reli@saés disszipativ hatasokert
lesz felebs. Masrészt, ha ez a konstans tag nulla, akkor a képlékdosntfeciohoz tarto-
z6 termodinamikai intenziv parametgr= 8;7”;“ - jelen esetben egyuttal termodinamikai
erd - csak a képlékeny deformacabjelét képes meghatarozni, nagysagat nem. Azaz
feltételezzik, hogy

Iy = |&p| /oo + 1, (82)

aholl éso. pozitiv allanddk. Latni fogjuk, hogy. a folyasi hatarfesziltség szerepét
jatsza. Azly, 112,121, vezetési egyltthatokra a nemnegativ entrépiaproduktididet-
kezd szokasos termodinamikai egyétiénségek érvényesek. Latni fogjuk, hogy ez a faj-
ta - termodinamikailag kdvetkezetlen, de a képlékenységtaszokasos - nemlinearitas
ugyanolyan hatast eredményez, mint amit a tapadasi s@rk@icsan mar tapasztaltunk:
a képlékeny deformacio csak egy fesziltségkiiszdb atlépésekezd névekedni.

Az entropiaprodukcid, illetve az energia disszipacié retab tagja most sem kvad-
ratikus, hanenjé,|-vel aranyos, ha = 0. Ez a vegyes reprezentacio miatt nem egészen
nyilvanvald, mert ha (77)-be egyszerlen visszahelydjiiksi fenti vezetési egyenleteket,
kvadratikus format kapunk. Teljes aramreprezentacidszba, azaz a termodinamikai
erbkkel kifejezve a termodinamikai aramokkal és behelyditesiz entropiaprodukcio-
ba nem keveredik ak vezetési egyutthatg, fliggese a hozza tartozé termodinamikai
erdvel. Ez a kdvetkezmény - vagyis, hogy a disszipacio a képlgkleformacio idde-
rivaltjanak elérendl homogén fliggvénye - a termodinamikai képlékenghégletének
kiindulépontja szokott lenni.

A vezetési egyutthatok tulajdonsagait kidomborité talgyank arra mutat ra, hogy itt
a masodik dtétel egyeritlenségének egy olyan megoldasaroél van szé, amely aeiriev
bilitas egy, a megszokottdl elt&rij modjat reprezentalja. A lineéris vezetési egyuttkatd
a surlédasos, diffuzids, relaxacios jelenségekben megmyilo disszipaciot jellemzik, a
tapadasi surlédasos jellegliek pedig hiszterézisessg@igrkben jelentkézrreverzibilitas
mechanizmuséat mutatjak meg.

A képlékenység elméletének alapfeltevése, hogy a képjéetteformacié csak egy
bizonyos feszultség felett Iép fel. A termodinamikai eletédzépsége, hogy ezt a visel-
kedést a klasszikus képlékenységnél mélyebb szinten teagehivel nem kdzvetleniil a
tapasztalt kovetkezményeket, hanem az okokat probaljamadikailag megragadni.
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5.2. MEGOLDASOK

A megoldandé differencidlegyenlet-rendszer tehat a d&ralapjan az idderivaltak
kikliszobolésével adddik:

Haé, > 0, akkor

. e\ -+ Oty » . _
g = ll (t— il )+112 i :ll(t—G(G—Ep))+l12(—G6+(G+G)€p),(83)

Oe Oep
3 Oepiq Oepia N
. l12 <t B (96[ > +1 ae,l, llg(t — G(€ — Gp)) + O'Cl
€p = e =—ol+ — = (84)
R 1+ 0.4 (—=Ge+ (G+ G)ep)

Ha¢, <0, akkor

. e\ -+ Oy - . ,
& = 1 (t— Si’ )+112 Epla _ Lt —G(e =€)+ L2 (Ge — (G + G)e,), (85)

7 Oepla depla ~
ha (t— De ) +1%, Lio(t — Gle — €,)) — 0.l

. ol geb
e 1 — g—1%uta okt 1 -0 (—=Ge+ (G + G)ep)

¢ Oep

(86)

Vagyis, attél figden, hogy a képlékeny deformacié névekszik, vagy csokken, a
elétti eldjelet megvaltozatjuk az (83)-(84) egyenletrendszerBenitt targyalt homogén
esetben ®oyNTING-THoMsoN-modellhez hasonloady akar ki is kikiiszobolhét A (83)-
(86) egyenletekkel egy reolbgiai-képlékeRgyNTING-THOMSON-testet adtunk meg fe-
szlltségi TrescA) tipusu képlékenységi feltétellel.

Tekintstink ebszor egy mechanikai egyensulyi esetet, amikor nincs vidis, a fe-
szlltség megegyezik a termosztatikai feszlltséggel, azaz, = 8656“‘, a viszkozus fe-
szlltség nulla. Legyen a felterhelés sebességel, a hatarfesziltség. = 1, a tovabbi
paraméterek értékei pedig= 0.05, G = 1 ésG = 0.05 ¢(0) = 0. Ekkor a deformacid
idofliggése az 6. abrén, a fesziltség deforméciéfiiggése p&digpran lathatd. Azkép-
lekenységi paraméter szerepét a 8 abran szemléltetjik/ ah0.01,0.1,1,. Itt a kisebb
paraméter élesebb folyashatart jelénési, szerepe tulajdonképpen hasonld, ha egyiitt

lépnek fel. Nagy, és kis! eredményez éles képlékeny atmenetet.

A fenti egyenletrendszer egy linearisan kinematikai keyeéi@si modell, ahogy azt a
4. abra mutatja. 4, = 0.5 ést = 0.6-ndl a terhelési sebességjelet valt. A szinvaltasok
a képlékeny deformacio monoton valtozasanak szakastak,jamikor a differencial-
egyenletben a megfetekag ebjelet valt. Megfigyelhdi a "ratcheting" jelensége is, bar
itt csak egyetlen ciklust dbrazoltunk.
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6. KOVETKEZTETESEK ES MEGJEGYZESEK

A képlékenységtanba disszipaciot is bevézeiméletek altalaban csakkeLviN-
VoicT-testet tartalmazzék, azaz csak a viszkdzus hatasokasddépeodellezni. Maugin
ugyan emliti, hogy a relaxacios hatasert fésaxweLL -test is a termodinamikai elmeé-
let része, de annak modellezésére kiilontekHtozot vezet be [8]. Masrészt, a kemé-
nyedésért és a képlékenységért feddbeld valtozdkat is sokan kilénvalasztjak [16]. Az
altalunk targyalt modellben egyetlen b&lgltoz6 modellezi a kdszasi, a relaxacios és a
képlékenyedési jelenségeket.

A képlékenységre vezgtlapfeltevés az, hogy a vezetési egyenletek altal ereghmén
zett disszipacio nem feltétlen a klasszikus lineéaris éstans egyutthatok altal sugallt
kvadratikus, a termodinamikai aramokban masodrendiemobgén formajua lehet, hanem
attol eltéd, a termodinamikai aramokban @tend(ien pozitivan homogén is. Specialisan
a bel$ valtozéhoz tartozo6 tagrél elegemtkltételezni ezt a tulajdonsagot. Az altalunk itt

javasoltOnsAGER-egyltthatd formék erre vezetnek.

A hagyomanyos targyalasban alapfogalomként — képléketgnp@lként és egyut-
tal folyasfuggvényként - hasznalt disszipacids potenkifdtezésének feltétele@usa-
GER reciprocitasi relacidinak fennallasa, azaz a szimmesrikezetési matrix (pontosab-
ban a nemlineariSyArRMATI -L1 reciprocitasi relacidkat kell megkdvetelnink [40, 41]).
Ezért egy altalanos targyalasban a beldltozo6 idderivaltjatdl fug@ disszipaciés po-
tencial helyett érdemes a vezetési egyenldgieklindulni. Ez esetben vizsgalhatd, hogy
ez az altalanositas mennyiben vezet a nem kapcsolt képtdgteirasra.

Viszkdzus, reoldgiai hatdsok regularizaljak és staljika megoldhatobba teszik az
az idedlis képlékenység egyenleteit [9]. Az egyenletdie@garcidlis differencialegyen-
lete rendszer) sajatos szerkezete miatt a szokasos numetikbilizalasi technikak (hi-
perbolikus kiegészités, numerikus viszkozitds) nem rdtik& a képlékenység esetén. A
fenti differencidlegyenletek példall= 0 esetben mar nem differencialegyenletek, ezért
nehezebben értelmezbek és targyalhatéak numerikusan. Targyalasmodunk érielm
a képlékeny deforméacioval kapcsolatos irreverzibilitézert klasszikus képlékenység-
elméleten tulmutatd, valodi dinamikus képlékenységidatak esetén lehet jelégége,
mint példaul a képlékenyedési frontok terjedésének menéde.

7. KOSZONETMONDAS

KdszdnetM AToLcsI TAMAsnak, aki ravilagitott a képlékenységelmélet mikodésére,
AsszoNYI CsABANak, FULOP TAMAsnak €ésFEKETE TAMAshak akikkel egyltt még most
sem gondolom, hogy ez ilyen egyszeri lenne, de akik bizeakdy hogy mar igy is sok
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mindenre j6. A munkéat az Otka K81161 palyazataval timogatta
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