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Absztrakt: Téglatestekre illeszkedd zdrt, sirloddsmentes kotélhurkokbol dllo hdlozatokat vizsgdlunk a téglatestek csomagoldsdnak modell-
Jjeként. Keressiik a fenti kotélhdlozatok koziil a legkisebb szdmii zdrt hurkot, illetve legkisebb dsszhosszat eredményezd olyan elrendezéseket,
melyek eldfeszitéssel stabilizalhatok. Megmutatjuk, hogy a ,,hagyomdnyos”, azaz élekkel pdrhuzamosan futo kotelekbdl dllo stabil hdlozathoz
képest a legkisebb Osszes kotélhossz — a test geometridjatol fiiggden — akdr 50%-kal is csokkenthetd, amennyiben a kotelek ferdén haladnak.

Kitériink ezek mellett a taldlt elrendezések optimumdnak robusztussdgdra is.
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1. BEVEZETES

Téglatest alaki csomagok és feliiletiikon vezetett szalagok matematikai-mechanikai értelemben felfoghat6k zart,
merev poliéderfelszinre feszitett kotélhaloként. Az ilyen kotélhalok alkotta csomagolast stabilnak nevezziik, ha a
kotélhdlonak 1étezik olyan sajatfesziiltségi dllapota, amely tetsz6leges infinitezimadlis elmozduldsrendszerrel szem-
ben masodrendi merevséget [1] biztosit. Ennek hétkdznapi értelmezése, hogy a (nyujthatatlannak képzelt) szala-
gokat nem tudjuk vagas nélkiil eltavolitani az ugyancsak deformalhatatlannak tekintett csomag felszinérdl. Stabil
konfiguracidkra irdnyul6 vizsgdlataink négy egyszer(sitd feltevése, hogy

(1) akotelek nyulasmentes zart hurkokat alkotnak,

(2) két kotélszakasz érintkezésénél (vagyis a csomépontokon) a kotelek csomézds nélkiil, onmagukon (,,6n-
érintkezd hurok™) vagy egymadson (,.érintkezd hurkok™) irdnyt valtoztatva haladnak 4t (a pusztdn egymads
folott futd, de irdnyt nem véltoztatd koteleket megkiilonboztetésiil ,,keresztezs” koteleknek hivjuk),

(3) akotél és a téglatest élei kozott (,,Japvaltasnal”), valamint két ktélszakasz érintkezésénél (csomdpontndl)
fellépd surlodast elhanyagoljuk, azaz a kotélerd egy hurok teljes hosszan allando,

(4) csomdpontok és/vagy lapvaltdsok nem eshetnek egybe, azaz csak tipikus konfiguracidkat vizsgalunk.

Az utolsé elétti feltételbdl adéddéan két szomszédos csombpont kozott a kotelek geodetikus vonalat kdvetnek a
poliéder felszinén, mely vonalak tulajdonsdgai nagyban fiiggenek a széban forgé feliilet geometridjatél [2]. Egy
korabbi vizsgalatban [3] igazoltuk, hogy a fenti kritériumok mellett egyetlen zart hurok még tetsz6leges szamu
onérintkezés mellett sem adhat stabil csomagoldst. Ezen allitds igazsagat illusztrdlhatjuk azaltal, hogy a kérdéses
poliédert sikba fejtjiik az egyes hurkok mentén. Adott hurok a poliéder egy lapjt tobbszor is dtszelheti, vagyis egy
lapot tobbszor is (vagy akdr egyszer sem) tartalmaz a kapott sikbeli alakzat, melyen a csomépontok kozotti geode-
tikus vonalak egyenes szakaszok. Onmetszés esetén a csomdpontbél kifelé mutaté négy kotélers-vektor nagysdga
azonos, vagyis az atellenes erék kozos hatdsvonalba esnek. Mindebbdl kovetkezik, hogy a hurok egyetlen egyenes
mentén, a poliéder valamely élével alkotott P metszéspontjabol indulva is végigkovethetd, amennyiben a csomoé-
pontokndl atvaltunk az érintkez6 kotélszakaszra. A kotél teljes hosszdn végigérve ismét ugyanazon él megfeleld
pontjdba érkeziink, vagyis a hurok a sikon egy PP’ szakasznak felel meg. Mivel azonban — a fenti utolsé feltétel
értelmében — minden ilyen PP’ szakasz eltolhaté a széban forgé él mentén egy kicsiny Ax mértékben, mely éltal
a hurok teljes hossza valtozatlan marad, a hurok helyzete még el6feszités esetén sem lehet stabil. Megjegyzend®d,
hogy (i) a kismértékd eltolds a csomépontok PP’ menti helyzetét is valtoztatja, (ii) a fenti gondolatmenet érvényét
veszti, ha harmas vagy tobbes érintkezés lehet6ségét is fenntartjuk.

Stabil csomagolast tehat csak egynél tobb érintkezd hurok esetén érdemes keresniink. Ugyancsak [3]-ban kiilon
foglalkoztunk a téglatestek éleivel parhuzamosan fut6 szakaszokbdl allé hdlézatokkal (,,egyenes csomagolds”, 1.a
abra), melyek esetében fenndll, hogy legaldbb négy zart hurok sziikséges a stabil csomagoldshoz. Ha az élekkel
nem parhuzamos kotélirdny is megengedett (,.ferde csomagolas”, 1.b dbra), a hurkok minimalis szdma csupan
kettd.
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1. dbra. Stabil egyenes csomagolds négy hurokkal (a) és stabil ferde csomagolds két hurokkal (b).

A tovébbi fejezetekben el8szor rovid betekintést adunk egy adott poliéderfelszin gorbiileti viszonyai €s a fel-
szini geodetikus vonalhalézatok kozotti Osszefiiggésekbe, majd megkiséreljiik olyan stabil (jellemzéen ferde) cso-
magolasok eldallitasat egy a, b, ¢ oldalhosszakkal rendelkezd téglatestre, melyek 6sszhossza kisebb az egyenes
csomagoldsnél ad6dé minimaélis 6sszhosszndl. Koénnyen beldthat6, hogy ez a minimumérték 4(a + b + ¢), ugyanis
egyenes csomagolds esetén minden lapon annak mindkét élével parhuzamosan kotélszakaszoknak kell hizédni-
uk. Tegyiik ol ennek ellenkezdjét: ha egy ilyen éllel parhuzamos kotélszakasz hidnyzik, akkor az a szomszédos
és atellenes lapokon sem folytatédhat, ennek kovetkezményeként csak két dtellenes lapon lehetnek keresztezd
vagy érintkezé kotelek. Két keresztezés esetében két zart sikbeli hurok adddik, egyébként pedig az érintkezési
pont(ok) a tartalmazé lap(ok) sikjdban, azok éleivel bezart 45 fokos szogben nyildsmentesen mozgathaté(k) ad-
dig, amig egy érintkezési pont fedésbe nem keriil valamely éllel — nyilvanval6an a fenti esetek mindegyike kizarja
a stabil csomagolds lehetdségét. A ferde csomagoldsok esetében megvizsgaljuk, hogy a hossznyereség mértéke
(s, optimumardny’’) miként fiigg az élhosszak ardnyétdl, végiil kitériink ezen optimumok robusztus vagy torékeny
voltanak vizsgdlatara, azaz arra, hogy egy optimalis konfiguracié ,kozelében” felvett masik halézat is ,.kozel”
optimaélis-e.

2. A GAUSS-BONNET-TETEL ES KOVETKEZMENYEI

A fejezetcimben szerepl6 tételnek kiilonbozé megfogalmazdsai ismertek [4], éllitdsa gombbel homeomorf felii-
leten, mint amilyen egy téglatest is, az aldbbi formdban is megfogalmazhat6: egy adott feliileten fut6 zart gorbe
geodetikus (azaz érintGsikba vetitett) k4 (s) gorbiileteinek hossz menti integralja, illetve a gorbe ltal hatdrolt felii-
leti pontok Gauss-gorbiiletének (K) a korbezart feliiletre vett integralja 6sszegezve 27-t ad. A geodetikus gorbiilet
mellett koncentrélt §; szogtoréseket, illetve a K integralja mellett koncentrdlt szogdefektust (D;) is megengedve a
kovetkezd egyenlet irhat6 fol:
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Mivel az altalunk vizsgalt feliileten a csticsokon kiviil barmely pontban K = 0, illetve a kotelekre a csomdponto-
kon kiviil barmely pontban x, = 0, a képlet integralkifejezései elhagyhatdk és igy annak jobb oldala zérussa valik.
Tovébbi specialitdsként vegyiik figyelembe, hogy a téglatesten barmely cstics szogdefektusa D; = 2w — 3(7/2) =
/2, tehdt (1) 4j alakja
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ahol [ az adott hurok belsejében 1év$ téglatest-csticsok, k pedig a hurok dltal érintett csomdpontok szdma. Meg-
jegyzendd, hogy [ értéke és igy d; elGjele sem egyértelmd (a téglatest gombbel valé topoldgiai ekvivalencidja miatt
a hurkon beliil és kiviil esd csiicsok szerepe folcserélhetd, azaz [ vagy 8 — [ szamu belsé csics ugyanazt az esetet
jelenti): a tovabbiakban feltételezziik, hogy 0 <[ < 4.

Az egyenes csomagolds esetére szoritkozva tovabbi megkotottség, hogy a d; torésszogek csak /2 tobbszors-
sei lehetnek, illetve a 0 torésszog épp az érintkezés (és igy a csomodpont) hidnydnak felel meg (ilyenbdl e szamu
eléfordulast feltételeziink), a m viszont a kotél 6nmagara hajtasat és igy az Osszhossz sziikségtelen novekedését
jelentené, hiszen az el6z6 fejezet végén irottak szerint igy is minden lapon (legaldbb) két kotéldarabnak kell ke-
resztezddnie vagy érintkeznie. Korldtozzuk tehdt tovabbi vizsgalatainkat a b és j szamu pozitiv, illetve negativ
elGjeld /2 torésszog esetére, melyekkel hurkonként 4 — 1,,, = by, — Ji, 6s Osszesen Y by, + €4 + i = 12.

Hérom kotélhurok esetén egyszertien beldthat6, hogy legaldbb egyikiikre (1, byn, €m, jm) = (1,3,0,0) kell,
hogy teljesiiljon (ez egyetlen csicsot koriilvevd, 6 egyenes szakaszbol 4116 hurkot jelent), ellenkez6 esetben 3 darab
(2,2,2,0) eset adhat csak 12 érintkezést/keresztezést, ez pedig geometriailag lehetetlen. A megmaradé lehetséges



esetek vizsgalatdval ezutdn konnyen belathatd, hogy harom hurokkal stabil csomagolds nem 4llithat6 el6 ([3]). Ha
a hurkok szamat négyre noveljiik, akkor viszont az 1.a dbran lathaté alakzat mar stabil: adott kompatibilis hu-
rokhosszak mellett nydldsmentesen nem mozgathatd, mivel 1étezik olyan egyparaméteres sajatfesziiltségi allapota,
amely a csom6pontok mind a 12 infinitezimdlis mozgdsaval szemben merevséget biztosit.

3. FERDE CSOMAGOLAS KET HUROKKAL

Tekintsiink most két hurkot a téglatest felszinén, melyek egyetlen pontban érintkeznek, azaz mindkét hurokra
kE = 1. A (2) osszefiiggés értelmében ez az egy érintkezés csak £7/2 torésszog mellett lehetséges, melyhez
tartozéan [ = 4 F 1 (a kordbbiak értelmében legyen | = 3). Figyelembe véve ezen kiviil, hogy a két hurok
csak akkor feszithetd meg, ha az érintkezési pontban 6sszefuté négy kotélerd paronként kdzos hatasvonald, adédik
a kovetkeztetés, hogy a hurokpar egyetlen, minimum egyszeres keresztezésti zart geodetikus vonalat kovet. A
matematikai irodalomban a keresztezésmentes zart geodetikus vonalak elnevezése egyszeri geodetikus vonal (lasd
pl. [5]), ennek analégidjara egy Onkeresztez6 geodetikus altal meghatarozott két érintkez6 (de kiilon-kiilon nem
onkeresztez8) hurkot szintén egyszeriinek neveziink. Ezen definici6 értelmében tehat egy hurok akkor is egyszerd,
ha 6nmagaval nem, de a vele érintkezd hurokkal — akér tobb pontban is — keresztezdik.

Mivel céljaink kozott tovabbra is szerepel a kotélhossz minimalizaldsa, adott téglatest-geometria mellett mindig
a lehetséges legkisebb szamu keresztezés esetével, azaz egyszerti hurkokkal foglalkozunk. Belathat6 ugyanis, hogy
a téglatest feliiletén futé kotelek 6nmagukat is csak derékszogben keresztezhetik: legyen G egy ilyen 6nkeresztezé-
si pont. Tavolitsuk most el az 6sszetett hurok P érintkezési pontjatdl a kotél mentén valamely irdnyban legkozelebb
fekvd G onkeresztezési pontig terjedd szakaszat, illetve a masik irdnyban létez6 PG szakaszt, és illessziik 6ssze
a hurkot G-nél: ily médon a keresztezések szama biztosan csokkent, és az eljards mindaddig folytathat6, amig az
utolsé onkeresztezés is el nem tiinik.

Ha egy egyszer(i hurok harom csucsot vesz koriil, akkor a korbezart csticsok egymashoz viszonyitott helyzete
topoldgiai értelemben kétféle lehet (az az eset, amikor semelyik cstcspart nem kot dssze él, azonnal elvethetd,
mivel a kotél nem keresztezheti sorban a valamely csicsban 6sszefuté harom élet). Els6 esetben két csticsot €l kot
0ssze, a harmadik csics pedig az el6z6 kettd valamelyikével atellenes, a masodikban pedig a hidrom cstics egyetlen
lapra (a tovdbbiakban alaplap) illeszkedik. Az els6 esettel most nem foglalkozunk, részint mert a kotélhurok altal
tartalmazott egyenes szakaszok minimadlis szdma ebben az esetben tobb, mint a masodik esetben (ez 6nmagaban
még nem bizonyitéka annak, hogy ilyen halézat 6sszhossza ne lehetne minimalis), részint pedig azért, mert ez —
szemben a masodik esettel — nem minden téglatest esetében 1étezd konfiguracio.
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2. dbra. Hdrom csticsot koriilvevd (/2 torésszogli) egyszert hurok (a); 7/2 térésszogtli hurkokbdl alkotott
egyszerl hurokparok alapesetei: a korbevett (és fekete korrel jelolt) hdrom-harom cstics szomszédos (b) vagy
atellenes lapokra (c) illeszkedik.

Legyen tehat alaplap a 2.a dbra a, b élhosszi lapja. EgyszerGien belathatd, hogy tetszéleges geometridju téglatest
esetében a szoban forgd zart hurok az alaplaptdl jobbra vagy lefelé mindig tartalmazhat torést. Tekintsiink ugyanis
egy, az alaplap négy cstucsat koriilvevd, a csicsokhoz igen kozel futd (torésmentes, azaz geodetikus) hurkot és
azon egy pontot: a pont koriil az eredetihez képest kis szoggel elforgatott hurok esetén el6bb-utébb az alaplap
negyedik csucsa a kotél kiilsd oldaldra keriil (ehhez értelemszerlien a kotélhossz novelésére és egy 1j toréspont
beiktatdsara is sziikség van). Lathatd, hogy az ily médon keletkezd toréspont az épp a hurkon kiviilre keriils
csticcsal szomszédos valamely alaplappal szomszédos lapon, a cstics kdzelében jon 1étre. A 2.a dbra szerinti felsé
vagy balra es6 lapra ez a toréspont csak akkor keriilhet, ha az el6bbi gondolatkisérletben nyert, harom csicsot
koriilvevé hurkot a test felszinén (hdl6zatan) elforgatjuk, amire viszont ismét csak bizonyos oldalardnyok mellett
van lehet6ség (a c élnek kell viszonylag hosszinak lennie a masik kett6hoz képest). Ezt az esetet — annak specidlis
voltdra tekintettel — nem vizsgaljuk, ekkor viszont a szimmetria miatt az dltaldnossdg csorbitdsa nélkiil feltehetjiik,



hogy a torés az alaplaptdl jobbra helyezkedik el. Topoldgiai értelemben két esetet tekintiink a keresztezés pontos
helyére nézve: az vagy a két hurok alaplapja kozotti egyetlen lapra esik és igy a két alaplap 4tellenes helyzeti ((c)
abra), vagy a kozottiik 1évé lappar valamelyikén ((b) dbra) helyezkedik el, ekkor az alaplapoknak kozos éliik van,
melynek végpontjait mindkét hurok tartalmazza (tehat a két egyszer(i hurok egymdst keresztezi). Elvileg ketténél
tobb lap is elvélaszthatja az alaplapokat, ekkor viszont mar a ferde hurkok 6sszhossza jellemzden meghaladja
az egyenes csomagoldsra kapott értéket, s6t legaldbb négy elvalaszté lap esetén valamely hurok sziikségszertien

onkeresztezdvé valik, igy ezekkel az esetekkel nem foglalkozunk.

4. EGYMAST KERESZTEZO EGYSZERU HURKOK

Az iménti (b) esetbdl kiindulva vizsgéljuk meg a stabil csomagoldst ad6é hurokpér 1étezésének feltételeit. Jelolje
p és q a toréspontnak az alaplap korbe nem vett csicsatdl mért vizszintes és fliiggbleges tavolsagat (2.a dbra). A
kordbban ismertetett feltétel szerint a két hurok egyetlen egyenes mentén sikba fejthetd, lasd a 3.a dbrat. Itt a
kiilonbozd hurkok altal koriilvett feliiletrészt kiillonb6z6 drnyalattal kiemelve 14that6 az A-beli érintkezés.
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3. dbra. Szomszédos oldali csticsharmast korbevevd hurkok; (a) dbra: a hurokpar mentén sikba fejtett feliilet,
sotétebb, illetve vildgosabb sziirkével jelolve az egyes hurkok 4ltal hatarolt felszinhdnyad (a tartoméanyok részben
egymast is fedik, A, A’ és A” ugyanannak az érintkezési pontnak a képei). (b) dbra: a téglatest térbeli képe.
Mindkét dbran a sotétsziirke hdromszdgek ugyanazt a lapot jelolik.

Az A’ A és AA” azonos meredeksége alapjan felirhat6, hogy
pP+a)lg—p+a+b+3c)=@p+q—a—b—c)(qg—p—2a—2b),
melybdl
a+b=p+2q,

tehét az A érintkezési pontok mértani helye egy x = a + b,y = (a + b)/2 tengelymetszetekkel megadott egyenes.
Rogzitsiik a hurkok hosszdt A pont felvételével, majd irjuk fol a bal oldali hurok hosszénak négyzetét A(z,y)
onmagaban (tehat a masik hurokkal valé érintkezés nélkiil) lehetséges helyzeteinek fiiggvényében:

h2:(m+y)2+($_y+2a+2b)2
—2(r—(a+b)’+2(y+(a+b)?,

ami egy O’ (—a — b, a + b) kdzéppontd, h/+/2 sugart kor egyenlete. Hasonlé megéllapitas tehetd a masik hurokra
is, ahol a kdzéppont koordinatdi O” (a + b + 2¢, —c). Léthatd, hogy az O’O"” egyenes édthalad A pont (p, q) éltal
megadott helyén, vagyis az egyes hurkok nydldsmentes mozgatdsa az A pontnak egyszerre az O’ és O” kozép-
pontd, érint6 helyzetd koriven val6 elmozditdsaval jarna, ami lehetetlen: a fenti eljarassal 1étrehozott egyszeres
érintkezésti hurokpdr stabil csomagolést biztosit. Mivel az A’ A” egyenes meredeksége a 3.a dbra alapjan mindig
173, ezért A’A” = \/10(a + b + ¢). Kijelenthetd tehat, hogy az ilyen hurokpar a stabil egyenes csomagoldshoz
képest v/10 /4 = 0, 7906-szeres kotélhosszt igényel.

Vizsgdljuk meg, hogy a fenti gondolatmenet milyen geometriai korlatok mellett érvényes, azaz milyen a, b, ¢
oldalhosszak sziikségesek ahhoz, hogy az A’ A” egyenes végig a 3.a dbra szerinti lapokon haladjon dt. Mivel az
ott lathaté kifejtésben A’ és A” jelentik egy periddus két végpontjét, a kozottiik levs hdrom ,,1épcs6™ relativ mere-
deksége vizsgalandé. Tekintettel arra, hogy az egyes 1épcsdk adatai az a, b, ¢ ciklikus permutéciéjaval egymasba
vihetSk, a hdrom oldalhossz koziil egyik sem Kkitiintetett a mésik kett6hoz képest. Tegyiik ezért fol, hogy A’ A”




jobb sz€1s6 helyzetében a ¢ magassagu 1épcsdkon tdmaszkodik, amelybdl az alabbi két egyenlbtlenség kovetkezik:

Mindezek mellett az is sziikséges, hogy A’ A” ne messe a felsd 1épcsSket, melybdl tovabbi két sszefiiggés adddik:

c <}. b
2a+2b — 3~ c+a

>

Wl

c értékét az altalanossag csorbitdsa nélkiil 1-nek véve a fenti négy egyenlet az aldbbi alakra hozhat6:
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Ugyanezen Osszefiiggések az a, b, ¢ — b, ¢, a médositassal (A’ A” az a magassagu 1épcs6khoz illesztett):
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illetve egy tjabb ciklikus eltoldssal (b magassagu 1€pcsd):
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A kapott tartomédnyokat, illetve ezek unidjat a 4.a—d dbrdk illusztraljik.
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4. abra. Egyszeresen érintkezd, egymast keresztezd hurokparral stabilan csomagolhat6 téglatestek oldalaranyai
(c = 1); (a)-(c) abrdk: a (3), (4), és (5) egyenlbtlenségek metszethalmazai, (d) dbra: az elébbiek (a = b egyenesre
szimmetrikus) unidja.

Az egyenes csomagoldséhoz viszonyitott optimumardnyrél kordbban beléttuk, hogy az az oldalhosszaktdl fiig-
getlen: most azt latjuk, hogy ezen optimumok éltaldban nem torékenyek abban az értelemben, hogy a 4.d dbra
idomjdnak barmely belsd pontjahoz tartozé elrendezés kis megzavardsa ugyanigy stabil csomagoldsra vezet. Ki-
vételt képeznek a tartomdny hataranak kozelében 1év6 pontokkal jellemzett esetek, amelyek a kordbbi levezetés
értelmében csticsokhoz igen kozel futd koteleket jelentenek.

5. EGYMAST NEM KERESZTEZO EGYSZERU HURKOK

A 2.c dbran lathat6 esethez is készitsiik el a hurokpar egyenes kotélmenti kifejtését, ez lathat6 az 5.a dbran. A pont
lehetséges helyét itt is a két hurok képének egyenldé meredekségébdl szamitjuk:

p+q)(g—p+2a+b+c)=(p+q—b—c)(g—p—2a—2b),
mely alapjan

(b+c¢)(a+b) =p(2a +b) + ¢(2a + 2b+ ¢),



O’ Y e
A P \Z, ¢
e 1T bc—q—p
b /a b b
»/X +
1 P pPTq

A 0

| p—qt2a+2b | gq—pt2atbtc

a) b)

5. 4bra. Atellenes oldali csticsharmast korbevevé hurkok: (a) dbra: a hurokpar mentén sikba fejtett feliilet,
sOtétebb, illetve vilagosabb sziirkével jelolve az egyes hurkok altal hatérolt felszinhdnyad (a tartomdnyok A-t6l
eltekintve diszjunktak, A, A’ és A” ugyanannak az érintkezési pontnak a képei). (b) dbra: a téglatest térbeli képe.
Mindkét dbran a sotétsziirke haromszogek ugyanazt a lapot jelolik.

tehét az A érintkezési pontok mértani helye itt is egyenes © = (b+c)(a+b)/(2a+b),y = (b+c)(a+b)/(2a+2b+c)
tengelymetszetekkel. A hosszak négyzetét folirva adédik, hogy a hurkok toréspontjai nyidldsmentes esetben most
is koriven mozognak, a kozéppontok O'(—a — b, a + b), O”(a + b + ¢, —c). Fontos kiilénbség azonban, hogy az
el6z6 esettdl eltéréen A’ A” egyenes meredeksége az oldalhosszak fiiggvénye, (b + ¢)/(4a + 3b + ¢), illetve hogy
az A’ A" periédusra most csak két 1épcsé esik. Ennek alapjan A’ A” jobb sz€1s6 helyzetére két eset lehetséges: az

vagy a ¢ magassagu 1épcsdkre timaszkodik és a fels6 kontur b-1épcsbi sem metszik a hurok vonalat, azaz

c b . b b+c
> s >
3(a+b) " a+c ¢ " 4a+3b+c
vagy megforditva:
c b 3 b < b+e

< és < .

3(a+b) " a+c 2a+c~ 4a+3b+c
c = 1 felvételével az els6 eset egyenlStlenségei az aldbbi alakra hozhatdk:
32 —1 32 -1
T —T)
(megjegyezziik, hogy az a) egyenlGtlenség ilyen irdnyban b > 1/3 esetben teljesiil, b < 1/3 esetben viszont a
b) egyenl6tlenség a)-ndl mindig er6sebb korlatot ad). A két hozzarendelés képe egy-egy hiperbola, melyek a b
tengelyen, a = 1/+/3-ndl metszik egymdst, nemnegativ a, b értékeikre lasd a 6. dbrt. A mdsodik esetben az
atalakitds

a) a <

Q)

32 —1 3% —1
a) a2 T baz-—p N
egyendtlenségekre vezet, itt a b) esetben emlitendd, hogy jelen formdja csak b < 1-re érvényes (b > 1 valasztassal
a megfordulé egyenlStlenség csak negativ a-t engedne meg, igy ezzel sem foglalkozunk). A b)-ben szerepld
hozzarendelés szintén hiperbolat hatarol, mely az el6bb emlitettekkel k6zos pontban metszi a b tengelyt (6. dbra).
Megjegyzendd az abrét illetéen, hogy itt hidnyzik az a = b tengelyre vett szimmetria. Ennek oka, hogy a és
b szerepe nem folcserélhetd, hiszen a keresztezést tartalmazo lap az A’ A” barmely — kifejtésen beliili — eltoldsa
esetén is szigordan b, ¢ oldalakkal hatarolt.
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6. dbra. Egyszeresen érintkezd, keresztezésmentes hurokparral stabilan csomagolhaté téglatestek oldalardnyai
(c = 1): a sziirke tartomdny a (6) és (7) egyenlStlenségek metszethalmazai éltal alkotott unié ((6b) az alsé, (7b) a
fels6 kontirvonalnak felel meg), a gorbék 0-hoz,1/3-hoz és 1-hez tartanak, a tartomdny nem szimmetrikus.



Ismét kérdés lehet az optimalis kotélhossz-arany, amely azonban most nem konstans. A stabil egyenes csomago-
lashoz viszonyitva az optimumarany

F1/2 = (4a +3b+c)® + (b+c)? 1/2
- (da + 4b + 4c)? :

amely mindig egynél kisebb, hiszen
(da+3b+c)>+(b+¢)* < (4a+3b+c+b+c) < (da+4b+4c)?

Az f érték minimuma azt is megmutatja, hogy mely a, b, ¢ oldalakkal rendelkezs téglatest csomagolasa optimali-
zalhat6 leginkdbb és mi ennek a mértéknek a maximuma (f!/? minimuma). Keressiik az egyszertiség kedvéért f
minimumét ¢ = 1 felvétele mellett. Ehhez f a szerinti derivéltja

df(a,b)
da

=24a+3b+1)-4-(da+4b+4)> — (da+3b+ 1)+ (b+1)%) - 2(4a+4b+4) -4
=16(4a + 4b+4)(2a(b+ 3) + b* + 4b + 1),

amely minden konstans b mellett ¢ > 0-nak szigordan monoton novekvd fiiggvénye, kovetkezésképpen f-nek a
geometriailag lehetséges paramétertartomanyon beliil nincs analitikus értelemben vett szélséértéke, azaz a legki-
sebb értéket csak a konttirvonalak valamelyikén kaphatjuk. Keressiik a (6b) dltal megadott kontir mentén f; (b)
minimumat:
(b+1)2 4 (b*+)?

(b2 +4b+1)2 7’

fi(b) =

dfi(b)

db
melyr6l ldthat6, hogy f1-nek b = 1-nél van minimuma és az elsd derivalt értéke a b € [0, 1] tartomdnyon negativ. A
most vizsgalt kontirvonalon viszont b €]0,1//3[, és f1(1/+/3) = 1/4, tehit a szalaghossz elméleti alsé korlatja
az egyenes csomagolas esetéhez viszonyitva 1/2. Hasonlé gondolatmenet érvényes a (7b) altal definidlt dgra is, itt

(3% +2b—1)2 + (b2 — 1)?

=0— (b—1)(30> +4b+3) =0,

f2(b) = 402 +1)2 ’
dfjéb) =036 — 152 +3b+1=0,

melynek zérushelyei ismét kiviil esnek az b €]1/+/3, 1| megengedett tartomanyon, de f»(1/v/3) = 1/4. f legki-
sebb értékét tehat ezen a kontdron is akkor kapjuk, ha az egyik élhossz (a) a masik kett6hoz képest elhanyagolha-
téan kicsinnyé valik.

6. OSSZEGZES ES TOVABBLEPES

A fentiekben bemutatott vizsgalatnak két fontos eredménye van:

(1) Az élekkel parhuzamos kotélhurkokbdl 4ll6 stabil csomagoldshoz képest mind a sziikséges hurkok szdma, mind
pedig a kotelek 0sszes hossza csokkenthetd: bizonyos oldalaranyok mellett két érintkezd (egy tn. alaplap pontosan
harom cstcsét koriilvevd) feszitett hurok mar stabil csomagolast ad, s ha 1étezik ilyen csomagolds a 2.b-c dbrak-
nak megfelel6en (mdsod- illetve harmadszomszéd alaplapokkal), akkor azok 6sszhossza biztosan kisebb, mint az
egyenes csomagoldshoz sziikséges minimum.

(2) A 2. abra két esete alapvetSen kiilonbozik: ha az alaplapokat egy lap vilasztja el, akkor a kotélhossz opti-
mumardnya a geometriai viszonyoktél fiiggetlen konstans (v/10/4), mig két elvalszté lap esetén az optimumarény
fligg az oldalhosszaktél, és legnagyobb alsé korldtja 1/2. Mindkét esetre igaz, hogy a geometriailag lehetséges
paraméter-tartomdany belsejében felvehetd olyan stabil hurokrendszer, mely a csticsoktdl ,,biztonsdgos” tdvolsagra
fut. Ha azonban az optimum mértékének optimalizdldsa (milyen oldalardnyok mellett ad6dik a legkedvez&bb op-
timumarany) a kérdés, akkor az igy ad6dé geometria éppen a lehetséges paraméter-tartomény hatdran helyezkedik
el, tehdt ennek az oldalarinynak (a vizsgélatok szerint a : 1/v/3 : 1,a — 0) a kozelében kis zavards is valamely
csucs tulso oldalara keriils kotelet eredményezhet, ezzel a megoldas elvesztését okozva.

A hurokszdm és -hossz optimalizdldsanak kérdése természetes médon kiterjeszthetd a téglatestnél tdgabb kon-
vex poliéderhalmaz, s6t akar sima zart feliiletek esetére is. Olyan testeknél, ahol a csicsok szogdefektusa nem
/2 tobbszorose, az érintkezd hurkok nem feltétleniil esnek egymds folytatdsdba, ami a kiilonbdz8 hurkokban kii-
16nb6z6 kotélerdt, tobbszords hurokrendszer esetén pedig ily médon Osszetett egyensulyi-kompatibilitasi feltételt
jelent. A poliédereken futé kotélhalézatok fentiek szerinti modellje alkalmas lehet alapveten nem merev (esetleg
nem kell6en merev) ridszerkezetek felszini kotélhurkok segitségével torténd utélagos merevitésének vizsgédlatara
is.
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