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EPQ MODELLEK VALTOZTATHATO
MINOSEG-ELLENORZESI SEBESSEG ESETEN!

HAUCK ZSUZSANNA
PTE Kozgazdasagtudomdnyi Kar

Jelen munkdban olyan Economic Production Quantity (EPQ) modelleket
vizsgalunk, melyekben minden egyes terméket atvizsgalnak eladas elétt. A
selejtes termékek az atvizsgalasi periddus végén egyszerre hagyjak el a rend-
szert, ardnyuk valészintiségi valtozo. A termelési rata és a minéség-ellendrzés
sebessége dontési valtozé a vallalat szaméara. A sziik keresztmetszet sebes-
ségének novelése csokkenti a hianybdl adédo koltségeket és a selejtaranytol
fliggden hat a készleten tartdsi, valamint a sorozatkezdési koltségekre. A
sebesség novelésére vonatkozo kilonbozo koltségfiiggvények mellett keressiik
a készletezéssel kapcsolatos 6sszkoltség minimumat. Mindezt megtesszik
Osszefliggd ciklusokra, ahol minden periédusban ugyanannyi a selejtarany,
illetve egymastdl fiiggetlen ciklusokra is, ahol a meghibdsodés szdzaléka pe-
riédusonként véltozik. Eredményeinket az Economic Order Quantity (EOQ)
modell eredményeivel is Osszevetjiik.

Kulcsszavak: EPQ modell, minGség-ellendrzési sebesség, gazdasigos so-
rozatnagysag

1 Bevezetés

A termelés menedzsment szakirodalom egyik alapmiive Harris (1913) Eco-
nomic Order Quantity (EOQ) modellje, melynek lényege, hogy a kereslet, a
fajlagos készletezési koltség, valamint a sorozatkezdési koltség ismeretében
meghatarozza azt a gazdasagos sorozatnagysagot, mely mellett a készletezés-
sel kapcsolatos 6sszkoltség minimélis lesz. Ezt a problémat gondolta tovabb
Taft (1918), feltételezve, hogy a termékek nem a készletezési periédus elején,
egyszerre, hanem folyamatosan érkeznek a raktarba. Jelen munka az erre
a gondolatmenetre felirt Economic Production Quantity (EPQ) modell egy
tovabbfejlesztett valtozata.

Az EOQ és EPQ alapmodellek kimondatlanul ugyan, de feltételezik, hogy
a raktarba érkez6 termékek mindegyike kifogastalan minGségii. Erre a prob-
lémara tobben felhivtak ugyan a figyelmet, de Porteus (1986) volt az elsd,
aki EOQ modellben feltételezte, hogy egy bizonyos valdsziniiség szerint hibas
termékek keletkeznek. Rosenblatt és Lee (1986) a probléma kapcsén arra
a kovetkeztetésre jutott, hogy selejtes termékek el6fordulasa esetén kisebb
sorozatokban célszerii gydrtani. Voros (1999) a Toyota Termelési Rend-
szerbdl kiindulva feltételezte, hogy a termelési ratat csokkenthetik a folya-
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mat minéségi problémdi. Ha ugyanis minGségi hibat taldlnak a dolgozdk,
akkor megallithatjak a termelGszalagot. Hidny keletkezését nem megengedd
EPQ modelljében arra a kovetkeztetésre jutott, hogy a folyamat minGségének
romlasa noveli a gazdasagos sorozatnagysagot és csokkenti az atallas és kész-
lettartas éves koltségeit. Noveli ugyanakkor a javitas koltségeit, igy megha-
tarozhato az optimalis folyamatmindség szintje.

Salameh és Jaber (2000) modelljének alapgondolata, hogy eladéas elStt a
vallalat minden egyes termék mindségét leellendrzi, az atvizsgalasi peridodus
végén pedig a selejtes termékek tdvoznak a rendszerbdl. A téma kiterjesz-
tési irdnyzatait részletesen targyalja Khan et al. (2011). Ezek a modellek
jellemzéen a gazdasdgos sorozatnagysag meghatarozasaval hivatottak mini-
malizdlni a készletezéssel kapcsolatos Gsszkoltséget. Hauck és Voros (2015)
azonban ramutatnak arra, hogy minderre a vallalatnak az atvizsgalasi sebes-
ség valtoztatasanak eszkoze is rendelkezésére all. Jelen munka is ezt a két
dontési valtozot veszi figyelembe, azzal a kiilonbséggel, hogy ha a termelési
rata lassabb a minGség-ellendrzés sebességénél, akkor — mivel ez esetben a ter-
melési rata a szlik keresztmetszet, ezért — az optimalis sebesség a termelésre
vonatkozik.

Papachristos és Konstantaras (2006) felhivjék a figyelmet arra, hogy Sala-
meh és Jaber (2000) modelljének feltevése nem elegendd a hidny elkeriiléséhez.
Voros (2013) megoldja ezt a problémét, és bevezeti az Osszefiiggd, valamint az
egymastol fliggetlen ciklusok fogalmat. Elébbi esetben minden periédusban
ugyanugy viselkedik a rendszer, ahogy az az els6ben kialakult. Utébbiban
minden periédus végén egy a tobbitdl fliggetlen ciklus kezd6dik. Az egymastol
fiiggetlen ciklusokra vonatkoz6 szamitdsok Maddah és Jaber (2008) gondo-
latan alapulnak, akik a ciklusok hosszanak varhaté értékét javasoljak alkal-
mazni.

A kovetkezé szakaszban bemutatjuk a modell alapvetéseit elegendd mér-
tékli j6 mindségii kereslet, illetve hidny keletkezése esetére. A 3. részben ezek
alapjan irjuk fel az 6sszkoltség fliggvényt, melynek minimumat osszefiiggd és
egymastol fliggetlen ciklusok esetére is bemutatjuk. A 4. szakasz 6sszefoglalja
vizsgalodasaink targyat és fobb eredményeit.

2 A modell

A tanulmanyban olyan EPQ modellekkel foglalkozunk, amelyek feltételezik,
hogy értékesités elott minden egyes terméket at kell vizsgalni. Ez jellemzo
gyakorlat példdul az egészségiigy szamdra beszallitott termékek (pl. gydgysze-
rek, gyogydszati segédeszkozok) gyédrtdsa esetén. A keresletet a j6 mindségii
termékekkel elégitik ki. Amennyiben ezekb6l nem &ll rendelkezésre megfeleld
mennyiség, Ugy hatralék keletkezik. Feltételezziik, hogy a ki nem elégitett
kereslet nem veszik el, és a hidnyt minden egyes készletezési ciklus végén
egy 100%-ban j6 mindséget garantald beszallité pdtolja. Ugyanezekben az
idopontokban, egyszerre hagyjak el a raktarhelyiséget a selejtnek bizonyult
termékek.
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A j6 minéségii termékek napi keresletét D-vel jeloljiik és konstansnak
feltételezziik. A selejtardnyt, igy a rendszer mindségét p valdsziniiségi valtozd
irja le. Megmutatja, hogy a vallalat egy megtermelt sorozatnak hany széza-
lékat kényszertil megjavitani, alacsonyabb aron értékesiteni vagy megsem-
misiteni. A modell a harom lehetéséget egy kategériaként kezeli, minden
egyes atvizsgalasi periédus végén a ) mennyiségi termékbdl allé sorozat p
ardnya egyszerre tavozik a rendszerbol. Ezen Qp egység tovabbi sorsanak
jelen optimalizalasi probléma szempontjabol nincs jelentésége.

jelolés  jelentése

D napi kereslet (db/nap)

T a mindség-ellendrzés sebessége (db/nap), dontési valtozéd
o a jelenlegi mindség-ellenérzési sebesség, rg > D

Tmax a legmagasabb elérheté mindség-ellendrzési sebesség

IS

z=D/x, z <1; Zmin = D/Tmax

a mindség-ellenérzés z szintre torténd gyorsitdsdnak napi koltsége
sorozatkezdési koltség (ciklusonként mertiil fel)

egy termék készleten tartdsanak napi koltsége

termékenkénti napi hatralékkoltség

sorozatnagysag (db), dontési véltozd

a selejt termékek ardnya (%), p € [0, 1], valdsziniiségi valtozd

a selejt termékek ardanyanak stirtiségfiiggvénye

a selejt termékek lehetd legmagasabb ardnya (a < 1) egy sorozatban
egy évben ledolgozott munkanapok szama
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1. tabldazat. A jelolések jegyzéke

A villalatnak naponta x mennyiségii termék atvizsgaldsara van kapacitasa.
Ezt a sebességet akkor tudja elérni, ha minden nap keletkezik is ennyi készter-
mék, azaz ha a termelési rata legalabb akkora, mint a mindség-ellenorzési se-
besség. Amennyiben a véllalat naponta z-nél kevesebb mennyiségii terméket
kiild mindség-ellenérzésre, tigy nincs értelme novelni annak sebességét, hanem
a termelési rata mint sziik keresztmetszet gyorsitasara van sziikség. Ha a ter-
melési rata éppen megegyezik az atvizsgalasi sebességgel, ugy az arra kapott
optimum a termelési ratara is igaz. Utébbi esetekben azonban g(z) fiiggvény-
nek a termelés gyorsitdsanak koltségeit (is) tartalmaznia kell.

Készletszint

) N H Op
0 P

I
0x, O(1-p)’D 1d6

1. dbra. Készletalakuldsi diagram hétralék nélkiili esetben (D < z(1 — p)).
Forrds: Vords (2013) alapjan sajit szerkesztés
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Mivel a selejt el6forduldasanak lehetGségével is szamolunk, ezért naponta
legaldbb annyit kell termelnie és atvizsgdlnia a véllalatnak (x), hogy ki tudja
elégiteni a keresletet, vagyis * > D teljesiiljon. Ez a mennyiség azonban
csak ritkdn elegendd, ugyanis mivel a selejt aranya p szézalék, ezért naponta
valdjaban csak z(1 — p) jé mindségii kindlat keletkezik. Amennyiben ez eléri
a napi kereslet szintjét D < z(1 — p), Ggy nem keletkezik hétralék. Ezt az
esetet illusztralja az 1. dbra.

Az dtvizsgdlasi sebesség kezdeti szintjét jeldli g, melybdl a napi keresletet
kivonva kapjuk, hogy napi zo— D > 0 termék keriil a raktarba (1. dbra). Ez a
mennyiség a napi keresletet meghaladé j6 mindségii napi kindlat (xq(1 —p) —
D), valamint a naponta talélt selejt darabszam (zgp) Osszege. A készletszint
novekedése addig tart, amig a teljes sorozatot, azaz ) db-ot 4t nem vizsgalnak.
Az atvizsgalas tehat @QQ/xo napot vesz igénybe, és ez alatt (xg — D)Q/xo,
azaz (1 — z9)@ készlet halmozédik fel a raktarban, ahol zg = D/xg. Mivel
a sorozatnagysagot Q-val jeloljiik, melynek p szdzaléka selejt, ezért Qp selejt
hagyja el a rendszert a Q)/x¢ id6pontban, vagyis a készletszint (1 — zop — p)Q
értékre csokken. Ezt kovetGen a ciklus végéig mar nem érkezik tobb termék
a raktarba, a megmaradt készlet pedig naponta D mennyiséggel csokken.
Mivel a jé minGségii, azaz értékesithetd6 mennyiség egy készletezési ciklusban
Q(1 — p) darab, gy egy ciklus hossza addig tart, amig ezt a mennyiséget a
kereslet fel nem emészti, vagyis Q(1 — p)/D napig (Vords, 2013).

Készlettartasi koltség annyi termék utan meriil fel, amennyi a készletala-
kuldsi diagram (1. dbra) gorbe alatti teriilete. A fentieknek megfelelen ez
egy ciklusban az (1) egyenlet altal leirt HCC'1 készlettartési koltséget jelent,
melyben nemcsak a sorozatnagysag, hanem az atvizsgalasi sebesség is dontési
valtozo:

Q/x Q(1-p)/D
HCCI(Q,x)zh[/ (x—D)th—/ Q1 —p—2) — Dtdt| =
0 Q/x
2
= hﬁ(2pz+ (1 —p)2 — z) .
M)
Mivel hatralék nélkiili esetben egy periédus hossza Q(1 — p)/D, ezért egy
évben ND/Q(1 —p) pozitiv hosszisdgu ciklus zajlik le. A kapcsol6dé készle-
tezési 0sszkoltség harom elembél all. Az egy ciklusban felmeriilé HCC1(Q, x)
készlettartasi koltséget a ciklusok szamaval felszorozva megkapjuk a vonat-
kozé éves koltséget. Emellett minden ciklus elején sorozatkezdési koltség
mertl fel, melynek egyszeri mértékét s-sel jeloljiik, éves szintjét pedig az
éves ciklusszdmmal tOrténd szorzds adja meg. Az eredeti EPQ modellhez
képest még egy koltségelemmel szamolnunk kell a készletezéssel kapcsolatos
éves 0sszkoltség (TC1(Q, 2), 1d. (2)) meghatdrozdsédhoz, ez pedig a mindség-
ellenérzés gyorsitasabdl adddé napi koltség, melyet g(z) fiiggvénnyel mériink.
Az 4tvizsgalas sebességének novelése torténhet alvillalkozé bevonasival,
tuléraztatassal vagy a technoldgia fejlesztésével. Ha a sebesség éppen annyi,
hogy hibatlan sorozatot feltételezve a vallalat ki tudja elégiteni a keresletet,
akkor x = D, azaz z = 1. Mivel ez a sebesség minimuma, ezért gyorsitas
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nem tortént, emiatt g(1) = 0. Amennyiben gyorsabban kell elvégezni a fel-
adatot, ugy az alvallalkoz6 magasabb aron vallalja azt, vagy a tdlora jar
tobbletkoltséggel. A sebességet novelve g(z) tehdt nd, viszont x és z kozott
fenndll6 reciprok viszony (z = D/x) miatt ez azt jelenti, hogy g(z) szigorian
monoton csokken z-ben. Konvex csokkenést feltételeziink, ami abbdl kovet-
kezik, hogy minél magasabb szintrol noveljiik a sebességet, az annal nagyobb
er6feszitéssel jar. Egy cikluson belil g(z) annyi napon meril fel, amennyin
atvizsgalds folyik, azaz hatralék nélkiili esetben Q(1—p)/D napbdl Q/x ideig,
ami az évi N szdmu munkanap z/(1 — p) hédnyadét jelenti. A hdnyadost nem
kell p = 1-re értelmezniink, mivel ha a teljes sorozat hibas, akkor hatralék
keletkezik. A hatralék nélkiili 6sszkoltség:

ND NhQ

Q0 -—p° T p)

Ahogy azt a (2) kifejezés mutatja, a sorozatnagysig mellett a mindség-ellendr-
zés sebessége is dontési valtozd. El6bbi megszokott az irodalomban, utobbit
viszont Hauck és Voros (2015) vizsgalta elészor EOQ modellekre. A 2. dbra
megmutatja, mi torténik az EPQ modell hatralék nélkiili valtozataban, ha
a mésodik ciklusban megnoveljiik a mindség-ellendrzés sebességét (rg < x1).
Ennek eredményeként a ciklus hossza, igy az évente felmeriilo ciklusok szama,
ebbdl kovetkezoen pedig az éves sorozatkezdési koltség nem viéltozik. Le-
rovidill azonban a mindség-ellendrzési idészak. A selejtes termékek emiatt
hamarabb hagyjak el a raktarhelyiséget, a j6 minOségi napi tobbletkinalat
ugyanakkor korabban kertil be a raktarba, mint az elsé ciklusban.

TOUQ, 2) = (2zp+(1-p)* —2)+

N
) (@)

Készletszint

(x,-D)0x, Op
(X,,—D)Q Xy ,\‘/-D
-D
I 1 i |
0x, (l-p)D 2001-p) D 1d6
Ox,

2. dbra. Készletalakuldsi diagram hatralék nélkiili esetben (D < x(1—p)), a masodik ciklusban
megnovelt atvizsgdlasi sebességgel (zg < x1)
A mindség-ellendrzési sebességet minden hatéron til névelve az atvizsgalds
a ciklus kezdetének pillanataban befejezdédik, amivel tulajdonképpen az EOQ
modellt kapjuk vissza (1d. 3. dbra bal oldala). A mésik véglet, ha a sebesség
annyira lassd, hogy minden nap éppen annyi jé minéségl terméket vizsgalnak
at, amennyi az aznapi kereslet. Ez azt eredményezi, hogy csak a selejtes
termékek keriilnek a raktdrba (I1d. 3. dbra jobb oldala). Az dbrak érzékeltetik,
hogy ha a selejtarany magas, akkor a lehetd leggyorsabb mindség-ellenorzési
sebesség mellett adédik a készlettartdsi koltségek minimuma. Ha ugyanis a
3. abra bal oldalan alacsony lenne a selejtszint, akkor a gorbe alatti tertilet
joval magasabb lenne, ez esetben pedig célszerti megfontolni a jobb oldali
abran bemutatott lassu atvizsgélast.



156 Hauck Zsuzsanna

Készletszint Készletszint
0
Op
O(l-p) (x-D)Ox x-D =xp
-D < ‘} op
O(1-p)D  1dé Qx=Q(1p)D  1dd

3. dbra. Hatralék nélkiilli EPQ modell készletalakuldsi diagramja minden hataron til névelt,
illetve minimdlis min&ség-ellendrzési sebesség mellett

Konnyen eléfordulhat, hogy — példaul egy gép meghibiasodasa miatt — ma-
gasabb lesz adott sorozatban a selejtarany, melynek kovetkeztében a véllalat
nem tudja kielégiteni a keresletet, azaz D > x(1 — p). Amennyiben a
napi kereslet meghaladja a naponta bevizsgalt jé6 minoségu kinalatot, ugy
hatralék keletkezik. Ennek napi mértéke a két mennyiség kiilonbsége, azaz
D — x(1 — p). Mivel igy nem keletkezik t6bblet j6 mindségii termékbél, ezért
csak a selejt kerill a raktarba. Az atvizsgalas végeztével a ciklus is véget
ér, hiszen a Qp selejt eltavolitasat kévetéen nem marad mas a raktarban.
Egy ciklus hossza tehdt Q/z, és feltételezziik, hogy ebben az idépontban egy
megbizhaté beszallité tokéletesen pétolja az addig felhalmozott hidanyt. A
hatralék keletkezésébdl szarmazd egységenkénti tobbletkoltséget b fejezi ki,
melynek mértékét a hiany potlasanak modja is befolyasolhatja.

Készletszint

Op 7

X, (‘p X 1 4

S S r—
o [)-.\‘](7 ] Id6

)(D/x,+p-1) 7] .
Q([ P b D-xp(l-p)~~_ !

OMDx,+p-1)|

0v,  Ox,
4. dbra. Készletalakuldsi diagram hétralék keletkezése esetén (D > xz(1 — p)),
a masodik ciklusban megnovelt dtvizsgdldsi sebességgel (zg < x1)

A hétralék esetét bemutaté 4. @brdn leolvashatjuk, hogy a minéségellendr-
7és sebességét novelve (mésodik ciklus) az dtlagos készletszint nem véltozik,
ugyanigy @Qp/2 marad. A hétralékot azonban hamarabb sziinteti meg a
beszallitd, {gy annak dtlagos szintje, Q(z + p — 1)/2, ebbdl kifolydlag pedig
az azzal kapcsolatos koltségek is csokkennek. Lerovidiil ugyanakkor a cik-
lushossz, ami évente magasabb ciklusszamot, ezen keresztil pedig a sorozat-
kezdési koltség gyakoribb felmeriilését jelenti. Az egy ciklus sordn felmeriil



EPQ modellek valtoztathaté mindség-ellenGrzési sebesség esetén 157

készlettartasi, ill. hatralék koltségeket a (3) és (4) egyenletek irjék le hétralék
keletkezése esetén.

Q/e
HCO2(Q,z) = h[ / apt dt] = h%pz (3)
0

Q/x QQ
BCC2(Q, z) = b[/ (D~ (= p)tdt] =bes (e 20 -p) ()
0

A készletezéssel kapcsolatos éves 6sszkoltség hatralék keletkezése esetén négy
elembé] adddik tehdt dssze, ezek az éves (i) sorozatkezdési, (ii) készlettartdsi,
(iii) hétralékkal kapcsolatos, valamint (iv) mindségellendrzési koltségek. Utdb-
bi minden munkanapon felmertil, hiszen nincsen sziinet az atvizsgalasi perié-
dusok kozott, az egyik ciklus végeztével azonnal Gjabb kezdddik. Hatralé-
kot tartalmazé esetben tehat a ciklusok hossza megegyezik az atvizsgdlasi
periédus hosszdval, igy azok éves szdma @)/x reciproka, szorozva az egy
évben ledolgozott munkanapok szdméval (N). Az egy készletezési periédusra
vonatkozé HCC?2 és BCC2 mennyiségeket a ciklusszammal megszorozva
kapjuk az (5) egyenlet mésodik és harmadik tagjat. A készletezéssel kapcso-
latos koltségeket a 2. tabldzat listazza az EPQ modell hatralékot feltételezd
és nem megengedo esetére.

nem keletkezik hatralék:  keletkezik hatralék:

D<z(1-p) D>=z(1—-p)
egy készletezési ciklus hossza Q1 —-p)/D Q/x
ciklusok szama egy évben ND/Q(1 —p) Nz/Q
éves sorozatkezdési koltség NDs/Q(1 —p) Nzxs/Q
éves készlettartasi koltség % (zipT_pl +1-p w;u
hétralék éves koltsége - NSQ (z4+p—1)
min&ség-ellendrzés éves koltsége g9(2)zN/(1 — p) g(z)N

2. tdbldzat. Készletezéssel kapcsolatos koltségek EPQ modellben

Hatralék keletkezése esetén a készletezéssel kapcsolatos Osszkoltség tehat:

TC2(Q,z) = ]ng-l- N;Qp-l- NSQ (z+p—1)+ Ng(z) . (5)

1. TETEL. A folyamatmindség romldsa hdtralék nélkili esetben noveli, hdt-
ralék keletkezését feltételezo esetben csékkenti a gazdasdgos sorozatnagysdgot.

A (2) Osszefiiggésben definidlt 6sszkoltség fiiggvény minimumét keresve,
hatralék nélkiili esetben a gazdasigos sorozatnagysag

o /205 1
te h\[2zp+(1—p)2—2"~

A Wilson-formula médosité faktoranak nevezdéje p-ben csékkend, ha z <
1 —p, azaz nem keletkezik hatralék. Mivel p a selejtarany, ezért tulajdonkép-
pen a rendszer mindségét irja le. Ha tehat az eléallitasi folyamat mindsége
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romlik, azaz tobb hiba fordul el6 a gyartas soran, akkor a mddosité faktor,
ennek kovetkeztében pedig a sorozatnagysag is novekszik. Ez 6sszhangban
van Voros (1999) megallapitdsaval, aki a Toyota Termelési Rendszer folya-
matmindségét az andon zsinér meghiizasa miatti ledllasok idejével jellemzi.

Az (5) egyenlet alapjan hatralékot feltételezd esetben a gazdasdgos sorozat-
nagysig Q3 = \/2Ds/h-\/1/(hp +b(z + p — 1)). A médosité faktor nevezdje
p-ben novekvo, vagyis hatralék keletkezése esetén a folyamatmindség romlésa
csokkenti a sorozatnagysigot.

3 A minéGség-ellenorzési sebesség novelése EPQ
modellekben

Az el6zbekben lattuk, hogy a napi kereslet, a mindség-ellendrzési sebesség,
valamint a selejtardany mértékétol fliggéen keletkezhet készlettobblet vagy
hétralék. A keresletet konstansnak tekintjiik, a sebességrél a vallalat dont, a
selejtszéazalék pedig valdsziniiségi véltozd. Vords (2013) alapjan két esetet kii-
l6nboztetiink meg, majd hasonlitunk Gssze aszerint, hogy az egymast koveto
ciklusokban véltozhat-e a selejtarany, vagy minden periédusban annyi marad,
ahogy az az els6 ciklusban kialakult. Utobbi esetben Gsszefiiggd, a selejtarany
valtozasat megengedo esetben egymistol fliggetlen ciklusokrdl beszéliink.

3.1 A mindség-ellenOrzési sebesség novelése egymassal
osszefiiggd ciklusokban

A (2) és (b) osszefliggésekkel leirtuk a készletezéssel kapcsolatos 6sszkoltség
alakulasat hatralék nélkiili, majd hatralékot feltételezé esetre. Ezen fliggvé-
nyek fiiggetlen valtozdja @) és z, melyekrdl a szoban forgo véllalat a sorozat-
nagysdg (Q), valamint a mindség-ellendrzési sebesség (r) megvélasztdsdval
dont. Hatralék attol fiiggden keletkezhet, hogy az egy sorozatban jelenlevo
selejt ardnya (p) meghaladja-e az (1 — z) értéket, ahol z a napi kereslet (D)
és az egy nap alatt atvizsgalt termékmennyiség (x) hdnyadosa. Ha ugyanis
nem keletkezik hatralék, akkor D < x(1 — p), melyet dtrendezve p < (1 — 2).
Az 6sszkoltségfiiggvény tehat

_JTC1Q,7), ha0<p<l-—=z
TC(Q’Z)_{TCQ(Q,Z), hal—-z<p<1.

Mivel p valészintiségi valtozd, melynek stirtiségfiiggvénye f(p), ezért az dssz-
koltség varhaté értéke:
1

ETC(Q»Z)Z/O_ZT01(Q>Z)f(p)dp+/ TC2AQ,2)f(p)dp. (6)

11—z
Az alabbi mennyiséget szeretnénk tehdt minimalizalni:

ETC(Q,=?)

N = $5()D/Q+ (H(2) + B(2))Q/2 + G(2) , (7)
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ahol
sG) = [ va-prwas [ apime @
HE =h [ 0= 2 420G dp+EG) ()
BG)=b [ Gtp-1i0)d (79

1

Glz) = / 292/ - D)) dp + / ofwdp  (7d)

1—2
1 2 D/xO = Zmax éS Zmin = D/xmax . (76)
S(z), B(z) és G(z) megegyeznek az EOQ modellben (Hauck és Vorés, 2015)
definidlt osszefliggésekkel, H(z) azonban médosul (1d. Vérds, 2013).

2. TETEL. A 0 < z < 1—a intervallumon H(z) linedris, H(0) = h(1— E(p))
kezdeti értékkel. Az1—a < z <1 intervallumra nézve H(z) fliggvény z = 0.5-
ig konkdv, majd konvex, és H(1) = hE(p)-ben végzddik. Amennyiben a < 0.5,
tgy H(z) konkdv az intervallumon.

A tétel bizonyitasdhoz felhasznaljuk a lenti derivédlasi szabalyt:

— m(x,p)dp =
Az Ji(a)
U(x)ym(x,l(x)) — K (x)m(z, k(x)) + / o m(z,p)dp,
k(z) OT

melybdl H, = hfol_z(—2 + 1Tlp)f(p) dp. H, elbjelét keressiik, hogy meg
tudjuk hatarozni a fliggvény monotonitasat. Ehhez sziikséges tudnunk, hogy
h mindig pozitiv, f(p) pedig pozitiv értéket vesz fel, ha 0 < p < a, egyébként
nulla. Definicié szerint p < a, ezért ha a < 1/2, akkor H, biztosan negativ,
azaz a fliggvény z-ben szigorian monoton csékken. Az a > 1/2 esetben az
eloszlastdl fiigg, hogy névekvd vagy csokkend-e a fiiggvény.

Amennyiben a < 1 — z, ugy H, konstans, ezért H(z) linedris. Mindezt
a masodik derivalt segitségével is igazolhatjuk, hiszen ezen az intervallumon
fl—2)=0:

Ha (1 — 2) < a, akkor f(1 —2) > 0. A madsodik derivélt ezért negativ, ha
z < 1/2, de porzitiv, ha z > 1/2, a z = 1/2 helyen pedig inflexiés pontja
van. Ezek szerint H(z) linedris a 0 < z < 1 — ¢ intervallumon, majd konkév
1—a < z<1/2-g, z = 1/2 helyen inflexiés pontja van, az 1/2-nél magasabb
z-kre pedig konvex. Ezt az esetet mutatja be az 5. dbra. Amennyiben a <
1/2,4gy 1/2 < 1 — a, ami azt jelenti, hogy az 1 — a < z intervallumon H (z)
konvex.
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h(1-E@p))

hE(p) +—

1-a 12 1 z
5. dbra. H(z) egy lehetséges alakja

v

_ H(z) kezdeti értéke H(0) = h[1— E(p)], végs6 értéke pedig H(1) = hE(p).
Osszehasonlitva a két kifejezést, a kezdeti érték a magasabb, ha a selejt-
ardny véarhaté értéke (F(p)) alacsonyabb 50%-ndl. Tegyiik most fel, hogy a
selejtardny egyenletes eloszlast kovet a [0, a] intervallumon, azaz

_J1/a, ha0<p<a
Fp) = {o eayébként (9)

A selejtardny vérhaté értéke ekkor E(p) = a/2. Ezek szerint H(0) > H(1),
ha 1—a/2 > a/2, vagyis 1 > a. Mivel ez definicié szerint teljesill, ezért a
selejtardny egyenletes eloszldsa esetén mindig igaz, hogy H(0) > H(1).

(7b) és (9) miatt az a < 1 — z intervallumon H(z) = h[l — a/2 — 2z —
zIn(1 —a)/a), 1 — 2z < a esetén pedig H(z) = h[(2?> — 2 — zIn2)/a + a/2].
Ezen Gsszefuiggéseket felhasznalva a 6. dbra hat kiillonb6z6 a értékre mutatja
be a gorbe alakjat.

1

09 AN

08

07

06 | ——H (&=01)
...... H (a=0.3)

05 H (a=05)
- = H(a07)

04 ———H (&=08)
——H (a=09)

03

0,2

0,1

0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 z=D/x

6. dbra. H(z) alakja egyenletes eloszldsra, a kiillonbozé értékei és h = 1 esetén
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Ahogy azt a fentiekben megallapitottuk, a gorbe (1 — a)-ig linedris, z =
1/2-ig konkav, majd konvex. Konkdv intervallum csak abban az esetben
létezik, ha a > 1/2, mivel csak 1 — a < z esetén nem linedris H(z).

Egyenletes eloszlds esetén az els6 derivélt H, = h(—2 — In(1 — a)/a)
az a < 1 — z intervallumon, mely konstans elGjele a-tol fugg. H, pozitiv,
azaz H(z) linedrisan novekszik, ha a > 0.8 (kerekitve). Ellenkezd esetben
ugyanakkor linedrisan csokken a 0 < z < 1 — ¢ intervallumon. 1 — 2z < a
esetén az els6 derivalt H, = h(2z — 2 — Inz)/a, amely akkor pozitiv, azaz
H(z) akkor novekszik, ha z < 0.2 (megkozelité érték). Ennél nagyobb z-kre a
fliggvény csokkend. A fentiekben megallapitottaknak megfeleléen a fiiggvény
z = 0.5-ig konkav, ezt kovetden pedig konvex.

Hauck és Voros (2015) alapjan minden z-re igaz, hogy a (7) modellnek
optimalis sorozatnagysaga

Qopt(2) = V25D\/S(2)/(H(2) + B(2)) , (10)

a készletezéssel kapcsolatos 0sszkoltség varhato értékének minimélis szintje
pedig

min ETC(2)/N = V2sD+\/S(2)/(H(z) + B(2)) + G(2) , (11)
feltéve, hogy Zmax = 2 > Zmin-

3. TETEL. Osszefdggé’ ciklusok esetén az EPQ modellben tobb elembdl dll a
gazdasdgos sorozatnagysdg, mint az EOQ modellben.

A (10) osszefiiggés az EOQ és EPQ modellre egyarént igaz, a kiilonbség
H(z) szintjében van. Mivel H(z) az EPQ modellben kisebb, ezért az EOQ
modellhez képest kisebb a (10) nevezdje, amibdl kévetkezden a hédnyados, igy
a gazdasagos sorozatnagysig nagyobb lesz.

Mivel a célfiiggvény viselkedését az atvizsgalasi sebesség megvalasztasaval
tudjuk befolyasolni, ezért meg kell ismerniink azon kifejezések tulajdonsigait,
melyek fliggnek z-t6l. Ezek K(z) = S(2)(H(z) + B(2)) és G(z).

4. TETEL. Ha a selejtardny eloszldsa egyenletes, akkor a 0 < z < 1—a inter-
vallumon G(z) szigordan monoton névekszik, ha —g(z)/g. > z, és szigorian
monoton csokken, ha —g(z)/g. < z. A figgvény konkdv, ha —z(g../9.) < 2,
és konver, ha —z(g../9.) > 2. Az 1 —a < z < 1 intervallumon G(z)
csokkenésének feltétele a > g(z)Inz/g, + zlnz + 1 — z egyenlbtlenség tel-
jestlése. A fliggvény konvex, haa >2Inzg,/g,. —9(2)/29..+zlnz+1—z.

G(z) els6 és mésodik derivaltjat frjak le a kovetkezd egyenletek:

1

G - / (92) +202) /(1 — p)F(p) dp + / 6 1(p) dp

—Zz

1

Goom [0t 20/t [ et )i~ 2 g1

11—z

Egyenletes eloszlas esetén ezek a derivaltak az alabbi alakot oltik.
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7. dbra. G(z) jellemzd alakja harom kiilénb6zd g(z) és a = 0.5 esetén

Ha 0<z<1-—a, akkor

—In(1 —a)

—In(1 —
GZZT(g(z)+zgz) és GZZ:M

(29: + 29..) -

Mivel —In(1 — a)/a > 0, ezért a monotonitasrdl (g(z) + zg.), a konvexitas-
konkavitdsrdl pedig (2g, + zg..) kifejezés el6jele dont. Mivel g(z) konvex
modon csokken, ezért els6 derivaltja negativ, vagyis g, < 0, a masodik de-
rivalt pedig pozitiv, azaz g,, > 0. G(z) szigortian monoton névekszik ezen
az intervallumon, ha —g(z)/g. > z, de csékken, ha —g(z)/g. < z. Tovabba
konkav, ha —z(g../g.) < 2 és konvex, ha —z(g,./g.) > 2.

Hauck és Voros (2015) alapjén harom lehetséges g(2) fiiggvényt vizsgdlunk
példaként. Amennyiben g(z) = C/z, igy G(z) konstans, mivel g(z)+zg, = 0,
ennek megfeleléen pedig a masodik derivalt is nulla. Konvex cstkkend G(z)-
hez jutunk ugyanakkor, ha g(z) = C/22. Ekkor ugyanis —g(2)/g, = z/2, ami
kisebb z-nél, az elsé derivalt tehdt negativ. A konvexitds abbdl kovetkezik,
hogy —2(9../9.) = 3 > 2. Konkav névekvé G(z), ha példdul g(z) = Ce=.
Ekkor ugyanis —g(z)/g. = 1, mely értéknél z kisebb, ill. lehet vele egyenld,
gy a névekedés z = 1 helyen &1l meg. A konkavitast tekintve —z(g,./g, = 2),
melyre mindig igaz, hogy 2-nél kisebb értéket vesz fel.

1—a<z<1, akkor

1
G, = E(gz(a— 1+z—zlnz)—g(2)lnz),
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G,, = é(gzz(a —14+z—2zInz)—2g,Inz —g(2)/2) .

Az eléz6 intervallumhoz hasonléan, mivel 1/a pozitiv, ezért a zaréjeles kife-
jezések dontenek az elGjelekrdl. Ezek alapjan G(z) csokkend z-ben, ha (a —
1+2)/Inz < z+g(2)/g-, és novekvd, ha az egyenlbtlenség a mdsik irdnyban
teljestil. Mivel 1—a < z, ezért (a—142) nemnegativ, és ezt az értéket egy ne-
gativ szammal kell osztanunk, tekintve ugyanis, hogy 0 < z < 1, In z negativ.
Az egyenlétlenség bal oldala tehdt negativ vagy nulla. Atrendezéssel kapjuk,
hogy a csokkenés feltétele, hogy a > g(z)Inz/g,+2zInz+1—2. A mésodik de-
rivalt pozitiv, azaz G(z) konvex, haa > 2Inz29,/g9..—9(2)/29..+zIn z+1—z.

A miésik intervallumon bemutatott hdrom példat folytatva g(z) = C/z
esetén G(z) csokkend, hiszen z + g(z)/g, = 0. A mésodik derivéltat tekintve
9.» = 0 miatt csak g,(1—21In z) < g(z)/z egyenlétlenség teljesiilését szitkséges
figyelembe venniink. Ez mindig igaz, mivel a bal oldal negativ, mig a jobb
pozitiv. G(z) tehat konkdv.

Ha g(z) = C/2?, akkor z + g(2)/g. = z/2, ami csokkend iranyra utal.
G(z) konvex ezen az intervallumon, ha a fiiggvényre aktualizalt feltétel, a >
zInz/3+2/6 +1 — 2 teljesiil. Atrendezve ez a —1+ z > zInz/3 + z/6, ahol
a—142z > 0. Numerikusan meghatdrozva a jobb oldalon all6 kifejezés értékét
z < 0.7 esetén negativ szamot kapunk, a maximum pedig z = 1 helyen 0.176,
vagyis ennél nagyobb a-kra biztosan konvex G(z). 0.7 < z < 1 esetén pedig
kis a-k mellett lehet konkav.

Végiil g(z) = Ce™* fiiggvénnyel kalkuldlva G(z) csokken, ha a > (Inz —
1)(z —1). Ha z < 0.44, akkor a szorzat értéke meghaladja az 1-et, ezért az
ilyen z-kre G(z) biztosan névekvé. A z =1 helyen van minimuma, melynek
értéke 0. Van tehat csokkend fliggvényrész is, amely a 0.44 < z < 1 szakaszon
kezd6dik. A konkavités feltétele mindig teljesiil, mivel a < 1/z24+1—2z4 (2 —
2)Inz mindig igaz, a kifejezés ugyanis z = 1 helyen, 1 értékkel veszi fel
minimumat, ¢ maximélisan pedig 1 lehet.

5. TETEL. A 0 < 2 < 1—a intervallumon K(z) = S(z)(H(2)+ B(z)) linedris;
z = 1-ben névekvd, ha b/(b+ h) > E(p), és csékkend, ha b/(b+ h) < E(p).

Ahogy a 3. tablazat Osszefoglalja, S(z), H(z) és B(z) tulajdonsigai je-
lent6sen eltérnek egymdstél. Amennyiben 0 < z < 1 — a, ugy B(z) = 0,
ezért K(z) = S(2)H(z). Tekintve, hogy S(z) konstans, H(z) pedig linedris
ezen az intervallumon, ezért K(z) is linedris. A kezdeti érték K (0) = S(0) -
h(1 — E(p)), és H(z) monotonitdsa donti el, hogy cs6kkend vagy névekvé-e
a fliggvény.

0<z<1l-a 1-a<2<1
S(z) konstans pozitiv csokkend; konkav, majd konvexre vélthat
S1)=1

H(z) lineéris; kezd8 értéke  z = 0.5-ig konkdv, majd konvex,
H(0)=h(1-E(p)) H(1)=hE(p)
B(z) nulla konvex novekvd,
B(1) = bE(p)

3. tdbldzat. S(z), H(z) és B(z) tulajdonsdgai az EPQ modellben.
Forrds: Hauck és Vords (2015), H(z) sajat szamitds
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A 0 <z <1 - a intervallumon ennek koévetkeztében vagy a z = 0 vagy a
z =1 —a helyen lesz K(z) minimuma.

A magasabb z-t, azaz lassabb mindség-ellendrzést jelenté 1 —a < z < 1
intervallumon sokkal komplexebb a helyzet. Az elemzéshez sziikségiink van
K (2) kifejezés z szerinti els6 és masodik derivaltjaira, melyek az aldbbiak:

K. =S:.(H(2) + B(2)) + 5(2)(H: + B:) ,

K..= Szz(H(Z) + B(Z)) + 2SZ(HZ + Bz) + S(Z)(sz + Bzz) .

Az eléjelek megallapitdasdhoz ismerniink kell S(z), H(z) és B(z) els§ és ma-
sodik derivaltjait:

1 , b L
Sz=—/1 —fp)dp & Szz=2/1 F/Wdp =71 =2),

L2 s

H.—h /Ol_z(—2+ﬁ)f<p>dp 6 Ho=h2—1/2)f(1-2),

1
B.=b flp)dp és B,,=bf(1-2).
11—z
A lehetd legmagasabb z-hez tartozé K (z) érték K (1) = (h+b)E(p). Ebben a
z = 1 pontban K(z) névekvd, ha K,(1) = —(h+b)E(p) +b > 0, azaz b/(b+
h) > E(p). Utébbi egyenlStlenség bal oldaldn az irodalombdl jél ismert (1d.
Voros, 2010) optimdlis termékelérhet8ségi szint (optimélis fogyaszté-kiszol-
géldsi szint) &ll. Amennyiben ez magasabb a selejtardny varhaté értékénél,
ugy K(z) névekvé z = 1-ben. Nem ebben a pontban van tehat a fiiggvény
minimuma, hanem egy alacsonyabb z-hez, azaz magasabb minéség-ellenorzési
sebességhez tartozd pontban. Mivel a hidny fajlagos koltsége legalabb annyi,
mint a fajlagos készletezési koltség (b > h), ezért b/(b+h) > 1/2. Ha tehét a
selejtardny varhaté értéke nem haladja meg az 50%-ot, akkor K (z) névekvd
z = 1-ben. Egyenletes eloszlas esetén ez mindig teljesiil, ugyanis a selejtardny
vérhaté értékének maximuma 1/2.
Eddigi megallapitasaink alapjan tehat a 0 < z < 1 — a intervallumon
K (2z) linedris, és lehet végig névekvd vagy végig csokkend, z = 1-ben pedig
noévekvd, ha b/(b+h) > E(p), és csokkend, ha b/(b+ h) < E(p). Ez Gsszesen
négy esetet eredményez. A 8. dbra két olyan esetet mutat be egyenletes
eloszldsra, ahol a < 0.8, ezért K (z) szigorian monoton csékken a0 < z < 1—
a intervallumon. Ennél nagyobb z-kre altaldnossdgban annyit allapithatunk
meg, hogy nagyobb b-re a fliggvény hamarabb kezd novekedni, ha egyéltalan
novekszik. Az illusztracié kedvéért egy magas és egy irredlisan alacsony b-t
valasztottunk. Utobbi azt hivatott bemutatni, hogy z = 1 helyen csokkend
a fuggvény, ha b/(b+ h) < E(p). A koltségfiiggvény minimuma ezért z =
1 helyen, azaz az ellendrzés gyorsitdsat nélkiilo6z6 helyen van. Magasabb
fajlagos hianykoltség esetén az 1 —a < z < 1 intervallumon talalhaté a
minimum.
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K(2=3(2(H(29)+B(2)
1,6

14 /  bi(b+h)>E(p)
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8. dbra. K(z)alakja a selejtardny egyenletes eloszlasa, a = 0.5, h = 1 és b két kiilonbo6z6 értéke
esetén

1a K(2=S(9(H(29+B(2)

25 /
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9. dbra. K(z) alakja a selejtardny egyenletes eloszlasa, a = 0.9, h = 1 és b két kiilonb6z8 értéke
esetén (b/(b+ h) > E(p))

A 9. dbra jéval magasabb maximélis selejtardnyt enged meg (a = 0.9), igy
az els6 intervallumon K(z) szigorian monoton ndvekszik. Ez a monotonités
a masodik intervallum elején folytatédik, majd mindkét esetben csokkenés
utdn valt djra novekedésre. A koltségfiiggvény minimuma ezért vagy ismét
az 1 —a < z < 1 intervallumon van, vagy a z = 0 helyen. Utébbi azt
jelenti, hogy a minGség-ellendrzés sebessége végtelen, azaz nulla idéegységet
vesz igénybe ez a tevékenység. Mivel ez a gyakorlatban nem kivitelezhetd,
ezért feltételezniink kell z-nek egy nullanal nagyobb minimumat, és ezen zpy;iy
mellett fennalld fliggvényértéket kell Gsszevetniink a masik intervallum mini-
mumaval.
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A fenti két dbra segitségével is Osszefoglalhatjuk, hogy mig 0 <z < 1—a
és z = 1 esetére meg tudtunk mondani bizonyos szabdlyszertiségeket, addig
az 1 —a < z < 1 intervallumon a figgvény a paraméterektdl fiiggben sza-
mos kiilonbozo alakot olthet. Ezen tulajdonsdgok nagyban befolyasoljak az
Osszkoltség fiiggvény alakjat. Ezek koziil mutatunk meg tobbet a kovetkezo
harom példaban.

la. példa. Legyen g(z) = Ce *, C =0.1,a = 0,5, h =1,b; =1
és bo = 5. Salameh és Jaber (2000) alapjén s = 100 és D = 137. Az
Osszkoltség figgvény 0 < z < 0.5 intervallumon megegyezik a két b értékre,
magasabb z-kre azonban jelentés eltérés mutatkozik. A hidny alacsonyabb
fajlagos koltsége esetén (by = 1) alacsonyabb a minimum értéke ETCni, =
111.15N, melyet magasabb helyen (z = 0.82) vesz fel. by = 5 esetén ugyanis
z = 0,57-ben van minimum, melynek értéke ETC\,;, = 126.36 N. A hidny
magasabb fajlagos koltsége tehat gyorsabb mindség-ellenOrzésre Gsztonzi a
vallalatot.
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10. dbra. Az la. példa 6sszkoltség figgvényei (g(z) = Ce” *,C =0.1,a = 0.5, h = 1, s = 100,
D =137)

1b. példa. Tekintsiik az la. példit a = 0.9-re. A 0 < z < 1 — a interval-
lumon ET'C linearis novekvo, melyet 0.1 < z szakaszon némi névekedés utan
csokkenés, majd megint névekedés kovet. Alacsony fajlagos hidnykoltség
esetén az Osszkoltség minimuma a z = 1-hez kozel helyezkedik el, minimalis
sebességnovelésre van tehat sziikkség. Magas b érték esetén azonban épp
z = 0-ban van az elméleti minimum. Attdl fiiggben, hogy hol van z tech-
nikai minimuma, vagy abban a zy;, pontban, vagy a z = 0.29 helyen veszi
fel a legalacsonyabb értékét ETCp—s.
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ETC,-; (1b. példa) ETC,-5(1b. példa)
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11. dbra. Az 1b. példa 8sszkoltség fiiggvényei (g(z) = Ce™*,C =0.1,a = 0.9, h = 1, s = 100,
D = 137)

Az eddig bemutatott példdkban z = 1 helyen névekvé volt az 6sszkoltség
fiiggvény, ami annak koszonhetd, hogy K(z) kifejezés nagyobb sillyal szere-
pelt az Osszegben. Ahogy a fentiekben lattuk, G(z) csokkend z = 1-ben, ezért
ennek a tagnak nagyobb silyt adva ETC is csokkenhet z = 1-ben, igy lehet
ezen a helyen a minimum. Az lc. példdban ennek érdekében megnéveltiik a
mindség-ellendrzés gyorsitasanak koltségét.

Ic. példa. Tekintsiik az la. példat a = 0.9, b = 1 és C' = 20 mellett. A
fliggvény menetét tekintve annyi valtozas tortént, hogy z = 1-hez kozeledve
a monotonitas tovabbra is csokken6 marad, igy a minimum z = 1 helyen van.
A mindség-ellendrzés sebességének novelése dragabb tehat anndl, amennyit a
vallalat megtakaritana a gyorsabb munkavégzés kovetkeztében.

ETC (1c. példa)
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12. dbra. Az lc. példa 6sszkoltség fiiggvényei (g(z) = Ce *,C =20,a=0.9,h=1,b =1,
s =100, D = 137)
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Ahogy azt a példdk is érzékeltetik, az 6sszkoltség fiiggvény minimuma a
Zmax = Z 2 Zmin intervallumon elhelyezkedhet zmin, Zmax, 2 = 1 —a helyeken,
illetve & zmax > 2z > 1 — a szakaszon. Amennyiben K(z) és G(z) mono-
tonitdsa ellentétes irdnyu, és G(z) annyira magas, hogy ETC nem linedris a
Zmin < 2 < 1 — a intervallumon, Ugy ezen szakasz belsé pontja is lehet mini-
mumpont. A minimumhely megtaldlasara alkalmazhatjuk az EOQ modellbél
ismert (Hauck és Voros, 2015) algoritmust.

Algoritmus

1. Kiszdmitjuk ETC(zmax) értékét, és legyen L = ETC(zmax), valaming

Ropt = ”Amax-

2. Tekintsitk OETC(z)/0z derivaltat a (7a-e) Osszefliggések érvényessége
mellett az 1 —z < a intervallumon! Megnézziik, hogy OETC(z)/0z =0
elsérendti feltételnek 1étezik-e megolddsa az [1 — a, zmax] intervallumon,
és az minimumpont-e. Ha van minimum ezen az intervallumon, akkor
jelolje zopi1! Az ETC(2zopi1) érték kiszdmitdsa utdn megvizsgaljuk,
hogy ETC(zopi1) < L teljesiil-e. Ha igen, akkor legyen zopr = Zopi1!
Amennyiben nincs minimum az intervallumon, akkor ETC'(1—a) értékét
szamitjuk. Ha ETC(1 —a) < L, akkor legyen L = ETC(1 — a) és
Zopt = 1 — a!

3. Tekintsitk OETC(z)/0z derivaltat a (7a-e) Osszefliggések érvényessége
mellett az a < 1—z intervallumon! Megnézziik, hogy az OETC(z)/0z =
0 elsérendii feltételnek 1étezik-e megolddsa a [zmin, 1 — a] intervallumon,
és az minimumpont-e. Ha van minimum ezen az intervallumon, akkor
jelolje zopa! Az ETC(2opt2) érték kiszamitdsa utdn megvizsgéljuk,
hogy ETC(zopt2) < L teljesiil-e. Ha igen, akkor legyen z,p = zppio-
Amennyiben nincs minimum az intervallumon, akkor ETC(zpin ) értékét
szamitjuk. Ha ETC(zmin) < L, akkor legyen L = ETC(zpyin) és

Zopt = Zmin!

4. L értéke megmondja az éves készletezéssel kapcsolatos 6sszkoltség mini-
mumét. Az optimalis minéség-ellenérzési sebesség pedig Topr = D/ zopt
Osszefliggésbol adddik. A kapott értéket a (10) Gsszefiiggésbe helyette-
sitve megkapjuk a gazdasigos sorozatnagysag, (Qop: szintjét.

3.2 A mindség-ellenOrzési sebesség novelése egymastol
fiiggetlen ciklusokban

Az eddigiekhez képest ebben a szakaszban arra az esetre terjesztjiik ki vizs-
galédasainkat, hogy mi torténik, ha az egymast kovetd készletezési periédu-
sokban eltérd lehet a selejtarany. Ez olyan ingadozasokhoz is vezethet, hogy
egyes ciklusokban keletkezik hatralék, mig masokban nem.
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13. dbra. Készletalakuldsi diagram egymastdl fliggetlen ciklusokra, a méasodik periédusban
magasabb selejtardnnyal. Forrds: Voros (2013) alapjan sajat szerkesztés

A 13. dbra egy olyan példat szemléltet, ahol az elsé ciklusban még alacso-
nyabb volt a selejtarany, ezért nem fordult el¢ hidany, a masodikban azonban
olyan szinti meghibasodds tortént, hogy jelentés mennyiségii hatralék hal-
mozodott fel. Ennek megfeleléen a masodik periédus csak az atvizsgdlasi
iddszak végéig tart, vagyis rovidebb az elsénél. Az éves készletezési 6sszkolt-
ség meghatarozasahoz tehat a ciklushossz varhaté értékével kell szamolnunk.
Ehhez tudnunk kell, hogy egy periédus Q(1 —p)/D ideig tart, ha nincs hidny,
és @/ x ideig, ha van:

_{Q-p)/D hal<p<l-—z,
CL(Q’Z)_{Q/x hal—z<p<1.
A ciklushossz (CL) varhaté értéke tehdt:
1—-2 1— 1
oo = [ LB rwars [ Liwap-
0 1—2 & (12)

— ([ a- s [ se)an) = 2ste).

Egy évben tehat 1/ECL = D/(QS(z)) peridédust feltételeziink, ha S(z) > 0.
S(z) definicidja alapjan (1d. 7a) E(p) < 1 esetén pozitiv. Mindig teljesiil
tehat a feltétel, mivel ha a selejtardny varhaté értéke 100% lenne (E(p) =

1), akkor a véllalkozds miikddésének nem lenne értelme. A készletezési és
hatralék koltségek varhato Osszege egy ciklusban:

BCCQ,2) = [ HCCUQ, 2)f(p) dp+ /1 (HCC1(Q, 2) + BCC2) f(p) dp —

0
2

—Zz

ahol -
H(z) = / (2p2 + (1—p)* — 2) f(p) dp +

+Z/1 (p+%(z— L+p))f(p)dp .

—Zz
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A fentiekbdl kovetkezden a készletezési 6sszkoltség varhatéd értéke:

ND hQ*H(z)  g(2)2Q
ETCQ.2) = 55 (s+ 5D D )=
_ N (sD hQH (z)

(14a)
so\g "2 * "’g("’)) )

gy a gazdasigos sorozatnagysig minden E(p) < 1-re

Qopt(2 \/287[) \F (14b)

6. TETEL. Egymdstol fiiggetlen ciklusokat feltételezve, az EPQ modellben
tobb elembdl dll a gazdasdgos sorozatnagysdg, mint az EOQ modellben.

H(z)-t &sszehasonlitva az EOQ modellre érvényes értékével, az EPQ-ra
jellemz6 érték z egységgel kevesebb. Ebb6l kovetkezben (14b) miatt a gaz-
dasdgos sorozatnagysag nagyobb az EPQ modellben, ami megfelel a szak-
irodalom minéség-ellenorzés nélkiili EOQ és EPQ modelljeivel kapcsolatos
megallapitasainak.

(14) felhasznalasaval a kovetkezd optimalizaldsi problémdhoz jutunk:
mm ETC(z (V2sDhy/H(z) + 2g9(2))/S(2) (15)

A zg(z) kifejezés z szerinti derivaltja (g(z)+2g. ), ahol mivel g(z) csékkend,
ezért g, eléjele negativ, igy az Osszeg is lehet negativ. A fentiekben vizsgalt
fiiggvények koziil g(z) = C/z esetén a derivalt értéke nulla, ezért zg(z) kons-
tans. Negativ a derivalt elgjele, ha g(z) = C/22, és pozitiv, ha g(z) = Ce™=.
A mésodik derivaltak alapjén el6bbi konvex csokkenést, mig utébbi konkév
novekvést jelent z-ben.

7. TETEL. Figgetlen ciklusok esetén S(z) wviselkedése megegyezik az EOQ
modellben (Hauck és Viéros 2015) leirtakkal, H(z) tulajdonsdgai azonban
eltérnek attol. A kezdeti értékek megegyeznek, a 0 < z < 1 — a interval-
lumon H(z) linedris, de az EOQ modellben névekvd, mig az EPQ) modellben
csokkend. Az1—a < z < 1 intervallumon mindkét esetben konvezx a fliggvény,
EOQ-ra novekvé. A z =1 helyen felvett érték az EOQ modellben egységnyivel
nagyobb, mivel a két figguény értéke kozott z egqységnyi kilonbség van.

0<z<1l—a 1-a<2<1
S(z) konstans pozitiv, konvex novekvd,
értéke 1 — E(p) S(1)=1
H(z) — EOQ modell linedris névekvd, konvex novekvo,

H(0)=E(1-p)* H(1) =1+ E(p)+bE(p)/h
H(z) — EPQ modell linedris cs6kkend, konvex,
HO)=E(1-p? HQ)=E@Q+b/h)

4. tdbldzat. S(z) és H(z) tulajdonsdgai fiiggetlen ciklusok esetén.
Forrds: Hauck és Voros (2015), valamint sajat szamitds
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Mivel
1—-z
o= [ iow s [ 21,

ezért egyenletes eloszlas esetén H(z) linedris cs6kken6 a z < 1 — a interval-
lumon, ugyanis H, = a — 1, ami a < 1 miatt negativ. A fliggvény konvex az
1 —a < z <1 intervallumon, mivel

1
H,.=2z(140b/h)f(1—2)+ (2b/h) f(p)dp>0.
11—z

Nem éllapithatunk meg az egész intervallumra jellemz6 monotonitasi irdanyt,
viszont z = 1-ben a fiiggvény névekvd, mivel H,(1) = E(p)+E(1+p)-b/h > 0.

A 14. dbra egyenletes eloszldsra és két kiilonboz6 a-ra mutatja be H(z)
alakjat. Lathatjuk, hogy a csokkenés a masodik intervallumra érve is foly-
tatédik, majd a minimumot elhagyva konvex médon névekszik.
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14. dbra. H(z) alakja egyenletes eloszldsra a = 0.5 és a = 0.1 esetén (h =b=1)

8. TETEL. A (15) optimalizdldsi problémdban szereplé \/H (z)/S(z) hinyados
a0 < z < 1—a intervallumon csékkend; z =1 helyen névekvd, hab/(b+h) >
E(p), és csékkend, ha b/(b+ h) < E(p).

A \/H(2)/5(z) tort z szerinti derivaltjanak el6jelét (S(z)H, —2H (2)S,)
el6jele hatdrozza meg. Ha 0 < z < 1 — a, akkor mivel S, =0, S(z) > 0 és
H, < 0, ezért negativ eredményt kapunk, a hanyados tehat z-ben csokken.
A z = 1 helyen tudjuk, hogy S(1) =1, S,(1) =1, H(1) = (1+b/h)E(p)
és H,(1) = E(p) + (b/h)E(1 + p). Ebbol kovetkezoen S(z)H, —2H(2)S, =
—(14b/h)E(p) 4+ b/h, ami pozitiv, tehat a hdnyados novekvo z = 1 helyen,
ha b/(b+ h) > E(p), és negativ, tehdt csokkenést tapasztalhatunk, ha b/(b+
h) < E(p). Ez a tulajdonsig megegyezik az 5. tételben K(z) szorzatra tett
megallapitassal.

9. TETEL. A 0 < z < 1 — a intervallumon ETC(z) ésszkoltség fiigguény
csdkkend, ha g(z) + zg. < 0, és abban a ritka esetben névekvd, ha

—V2sDh - (H,/2VH) < g(2) + zg. .
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A z =1 helyen a fiiggvény csékkend, ha b/(b+ h) < E(p). Ha b/(b+ h) >
E(p), akkor a csokkenés feltétele:

g: < (\/25Dh(E(p)(1 L b/h) — b/h) /2/E(R)(L + b/h) .

Az 6sszkoltség varhaté értékének minimumdt keresve meghatarozzuk (15)
menetét. Az els6 derivalt az aldbbi alakot Olti:

)
5-(ETC/N) = »

(\/2th(SHZ/2\/F — S.VH) + (9(2) + 29.)S — Szzsz(Z))/S2 :

A 8. tétel alapjan a 0 < z < 1 — @ intervallumon az Gsszeg elsé tagja csok-
kend. A mésodik tagban S, = 0és S(z) > 0 miatt g(z)+2g, dont az el6jelrdl,
melynek viselkedését a fentickben mutattuk be. Osszességében megsllapit-
hatjuk, hogy a 0 < z < 1—a intervallumon az 0sszkoltség fiiggvény csokkend,
ha g(z) 4+ zg. < 0. Nem minimum tehat a z = 0 pont, ahol a minéség-ellen-
Orzés sebessége minden hataron tul névelt. Novekedés is elképzelheto ezen
az intervallumon, ha g(z) + zg, > 0 (pl. g(z) = Ce™* fiiggvényt feltételezve)
és \/2sDh rendkiviil alacsony: —v/2sDh(H,/2vVH) < g(2) + 2g..

A z =1 helyen (16) mdsodik tagja mindig negativ, mivel S(z) = S,(z) =
1, amib6l (g(z) + zg.)S — S.zg(z) = g., ami pedig definicié szerint negativ.
(16) elsd tagja a 8. tétel alapjdn szintén csokkend a z = 1 helyen, ha b/(b +
h) < E(p). Ebben az esetben tehdt az 6sszkoltség fliggvény biztosan csokkend
z = l-ben, vagyis lehet minimumhely. Ez azt jelenti, hogy a mindség-
ellenorzés sebessége a napi kereslet iitemével egyezik meg.

(16) elsé tagja pozitiv z = 1-ben, ha b/(b+h) > E(p), ezért az 6sszkoltség
lehet n6vekvo ezen a helyen. Tekintve, hogy a hiany fajlagos koltsége jellem-
z8en magasabb, mint a készlettartdsé, ezért b/(b+ h) > 0.5 redlis feltétele-
zés. Az egyenlétlenség mésik oldalan 4ll6 E(p) a selejtardny vérhaté értéke,
igy jellemzden kevesebb 0.5-nél. Egyenletes eloszlasnal példaul E(p) = a/2
és a < 1 miatt igaz ez az 4llitds. Osszességében tehdt b/(b + h) > E(p)
teljesiilése a valésziniibb. Ebben az esetben (16) csokkend z = 1-ben, ha

9. < (\/25Dh(E(p)(1 +b/h) — b/h) /2/E(p) 1+ 0/h) .

2a. példa. Legyen g(z) = C/2z?, b = 2h és a = 0.5. Salameh és Jaber
(2000) példdjanak megfeleléen v2sDh = 165.53. Az el6z6 egyenlétlenséget
aktualizalva és egyenletes selejteloszlast feltételezve, az 6sszkoltség fliggvény
csokkend z = 1-ben, ha —2C' < —119.5, azaz C > 59.75.



EPQ modellek valtoztathaté mindség-ellenGrzési sebesség esetén 173

430

280 \L ETC
330 \
230 \

¥

-
180 ==
= - = e - - - —.
130 === = =
0,3 04 0,5 0,6 0,7 08 0,9 1
= C=60 = = C=10 z

15. dbra. A 2a. példa sszkéltség fiiggvényei. g(z) = C/22, 9(zmax) = 0, Zmax = 1, Zmin = 1,
a=0.5b=2h,s=100,D = 137

A 15. dbra bemutatja, hogy a mindség-ellenérzés névelésének magas kolt-
sége (C' = 60) mellett a fiiggvény csokkend z = 1-ben, azaz a vallalatnak nem
célszerii gyorsitania az &tvizsgaldsi sebességet. A minimum értéke ETC(1) =
143.4N. Amennyiben azonban olcsébban (C' = 10) tudja megvaldsitani
a gyorsitast, ugy az Osszkoltség minimuma alacsonyabb z, azaz magasabb
atvizsgalasi sebesség mellett all el6. Esetliinkben z = 0.73-ban veszi fel a
minimumot, ETC = 134.8N értékkel.

2b. példa. Legyen g(z) = 5/z, a = 0.5, zmin = 0.1, V2sDh = 165.53,
h =1,b =1és by = 2. A 7. tételnek megfeleléen ETC a 0 < z <
1 — a intervallumon csékkend, z = 1-ben pedig névekvé. A minimum ezért
a 0.5 < z < 1 szakaszon taldlhat6. Ahogy az a 16. dbran is latszik, a
hidny fajlagos koltségének emelése siirgeti a mindségellenorzést, by = 1 esetén
ugyanis z = 0.8, mig by = 2-re z = 0.69 a minimum helye. A minimum értéke
rendre 115.6N és 123.3N.

2¢. példa. Legyen g(z) = 5/2%, a1 = 0.1, ag = 0.8, zmin = 0.1, V2sDh =
16553, h =1és b =5. A 7. tételnek megfeleléen ETC a 0 < z < 1—a
intervallumon csokkend, z = 1-ben pedig névekvé. A minimum ezért az
1 —a < z < 1 szakaszon taldlhat6. Ahogy az a 16. dbran lathatd, a selejt-
arany varhato értékének novekedése gyorsabb minGség-ellendrzésre készteti
a céget, ag = 0.8 esetén ugyanis ETC,p(0.42) = 185.23N, mig a; = 0.1-re
ETC,,,(0.92) = 56.8N.

Az Gsszefiiggd és egymastdl fiiggetlen ciklusok 6sszehasonlitasahoz Hauck
és Voros (2015) EOQ modellekre vonatkozé példéjat oldjuk meg. Ez lehetévé
teszi, hogy nemcsak a két rendszertipust, de az EOQ és az EPQ modellval-
tozatok kiilonbségeit is Ossze tudjuk vetni egyméssal:

3. példa. Legyen g(z) = 5/2%, a = 0.95, zmin = 0.1, V2sDh = 165.53,
h=1b; =16és by =5. A példat a 17. dbra illusztralja.
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16. dbra. A 2b és 2c példa Osszkoltség fliggvényei
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17. dbra. A 3. példa 6sszkoltség fliggvényei. g(z) = C’/,227 g(zmax) = 0, zmax = 1, 2y = 0.1,
C=5,a=0.95s5=100,D = 137

Alacsony fajlagos hidnykoltség esetén (by = 1) az Osszefiigg? és a fiiggetlen
ciklusokat bemutaté ET'C gorbék alakja hasonlé. A minimum mindkét eset-
ben z = 1 helyen van, értéke 161.34N. A mindség-ellendrzés sebességét novel-
ve — tehat a gérbén jobbrdl balra haladva — azonban jelentosen magasabb az
Osszefiiggo ciklusokra vonatkozo 6sszkoltség. Ennek oka, hogy a selejt leheto
legmagasabb ardnya magas: a = 0.95.

Amennyiben megnéveljitk a hétralék fajlagos koltségét (be = 5), gy az
optimumban is nagyobb eltérést tapasztalhatunk. Ismét az 6sszefiiggd ciklu-
sokra vonatkozé 0sszkoltség a magasabb ETCipin(0.45) = 24.85N, melynek a
helye az egymastdl fliggetlen ciklusokhoz képest magasabb z helyen van, ami
lassabb minéség-ellendrzést jelent. Ennek minimuma ugyanis ETCy;, (0.36) =
213.07N.

Az EOQ modell ugyanezen példara kapott eredményeit tekintve by = 1
esetén ugyanugy z = 1 helyen van a minimum. Osszefiiggd ciklusokra by = 5
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mellett nem taldltunk nagy kiilénbséget, ugyanis z,,; = 0.53 (vs. 0.45). Egy-
mastol fliggetlen ciklusok esetén jelentGsebb kiilonbség mutatkozik, az Ossz-
koltség fliggvény ugyanis a 2o, = 0.16 (vs. 0.36) helyen, tehét jéval gyorsabb
mindség-ellendrzés mellett (zop = 865 vs. xopr = 304) veszi fel minimumat.
A fentiekben és a szakirodalomban megéllapitottaknak megfeleléen az EPQ
modellben magasabb a gazdasigos sorozatnagysdg. A bs = 5 esetben Ossze-
fliggd ciklusokat feltételezve 219 egység all az EOQ 148 darabos sorozat-
nagysagaval szemben, mig egymastol fliggetlen ciklusokra kisebb a kiilonbség,
252 vs. 232 darab. Ahogy lattuk, nem allapithatunk meg hasonlé szabaly-
szerliséget azonban a mindség-ellenorzés optimalis sebességére vonatkozdan.

4 Kovetkeztetések

A tanulményban olyan Economic Production Quantity (EPQ) modelleket fr-
tunk fel, melyek figyelembe veszik, hogy eladas el6tt minden egyes terméket at
kell vizsgédlnia a vallalatnak, hogy azok megfelelnek-e a mindségi elvarasoknak
vagy sem. A mindségellendrzés sebessége dontési valtozd, igy a gazdasdgos
sorozatnagysag mellett ennek is kerestiik az optimaélis értékét. Megjegyeztiik,
hogy a sebesség novelésének akkor van értelme, ha az lassabb a termelési ra-
tdndl. Amennyiben a termelési rata a szlik keresztmetszet, gy az optimalis
sebességre tett megallapitasokat a termelés sebességére értelmezhetjiik.

A rendszer viselkedésének két tipusat kiillonboztettiik meg aszerint, hogy
minden keresletet ki tud-e elégiteni a véllalat vagy sem. Amennyiben az adott
napon talalt j6 minGségl termékek szama meghaladja a napi keresletet, ugy
nem keletkezik hiany. Ebben az esetben a mindség-ellenorzés sebességét akkor
lehet érdemes novelni, ha a selejtarany eléri az 6tven szazalékot. Hatralék ke-
letkezése esetén a sebesség novelése csokkenti a hidny atlagos szintjét, a kész-
leten tartasi koltségeket nem befolyédsolja, ugyanakkor noveli a sorozatkezdé-
sek szamat. A selejtardny valésziniiségi valtozo, amely meghatirozé hatédssal
lehet arra, hogy keletkezik-e hatralék. A véllalat ugyanezt a minéség-ellenér-
7ési sebesség (termelési rdta) megfeleld valtoztatdsaval tudja befolydsolni.

Az elemzést Osszefliggh és egymastol fiiggetlen ciklusokra is elvégeztiik.
El6bbi azt jelenti, hogy a rendszer minden egyes periédusban olyan selejt-
aranyt és modelltipust mutat, ahogy az az els6ben kialakult. Osszehasonli-
tottuk ezt azzal az esettel, hogy minden periddus végén az el6z6tol fiiggetlen
allapot all el6. Jelent6s kiilonbségeket akkor tapasztaltunk, amikor magas
fajlagos hianykoltséggel kalkulaltunk.

A problémét a sebességvaltoztatas koltségének harom kiilonbdzé tipusi
fliggvénye mellett vizsgaltuk meg. A készletezéssel kapcsolatos Osszkoltség
minimumat minden esetben a sorozatnagysag és az atvizsgaldsi sebesség
dontési valtozdk mentén hataroztuk meg. Kitértiink arra is, hogyan hatnak
az 0sszkoltség fliggvényre olyan paraméterek, mint a selejtardny maximélisan
elérhetd értéke, valamint a hidny fajlagos koltsége. Ahogy az EOQ modell-
ben, itt is igazolast nyert, hogy a hiany fajlagos koltségének emelése kiilonGsen
slirgeti az atvizsgalast. Az EOQ modellhez képest a gazdasdgos sorozatnagy-
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sdg mind Osszefliggd, mind egymastol fiiggetlen ciklusok esetén magasabb
lett, a mindség-ellendrzési sebesség optimalis szintje azonban hol magasabb,
hol alacsonyabb értéket mutatott.
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EPQ MODELS WITH THE SCREENING SPEED AS DECISION VARIABLE

In this paper, we consider Economic Production Quantity (EPQ) models where
screening of every item is carried out before selling the lot. The proportion of
defective items is random, and imperfect products found leave the system in a
batch at the end of the screening period. Production rate and screening speed
are decision variables. Enhancing speed of the bottleneck makes backlogging costs
decrease and — depending on the proportion of defections — it does also affect
holding and setup costs. Our goal is to find the minimum of the related total cost
for different types of screening accelerating cost functions. Analysis is carried out
for connecting and independent cycles as well, where percentage of defection stays
the same and can change from period to period, respectively. Results are compared
to those of Economic Order Quantity models.

Keywords: EPQ model, screening speed, lot size





