A palyazat keretében — munkaterviinknek megfelelgen — a legnagyobb sulyt
az altalanos és halmazelméleti topoldgia terén végzett kutatasok képezték. Ezek
kozott szamos mar korabbban elkezdett kutatasi téma mellett tobb j témét is
sikeresen elinditottunk.

Hosszabb ideje tanulmanyozzuk a szétszort kompakt terek — vagy ami ezzel
ekvivalens: szuperatomos Boole-algebrak — szdmossagsorozatait. [23]-ban teljes
jellemzését adtuk az wi-hosszu ilyen sorozatoknak, ami w; + 1-hosszt soroza-
tokra mar nem lehetséges. Megadtunk viszont az wo-nél révidebb sorozatokra
egy olyan elégséges feltételt, aminél jobb ZFC-ben nem remélhetd; ezzel egyéb-
ként Bagaria és Martinez korabbi eredményeit élesitettiik. Erre is tAmaszkodva
azutan [20]-ban teljes jellemzését adtuk az we-nél révidebb sorozatoknak AKH
mellett. Nyitva maradt az a kérdés, hogy wa-re ugyanez lehetséges-e?!

W. Just egy eredményét messzemenden altalanositottuk [7]-ben: megmutat-
tuk, hogy tetszéleges szami Cohen-valést adjungélva az alapmodellhez, a ke-
letkezett bovitésben minden szdmossagsorozatnak legfeljebb x megszamlalhato
eleme lehet, ahol x az alapmodellbeli kontinuum. (ZFC-ben csak az lathato be,
hogy legfeljebb [a bévitésbeli] kontinuum sok ilyen lehet.)

Ide illik a [24]-beli "fellépési" eredményiink, ami Martinez egy tételét élesiti,
s egyben jelentésen egyszertsiti: Ha van olyan természetes forszolas, ami
magas és \ széles szétszort kompakt teret ad, akkor minden o < A*-ra is van
olyan, ami a magas (és \ széles) ilyen teret ad.

Jelentds eredményeket értiink el topologikus terek felbonthatosagi tulaj-
donsagainak vizsgélatdban. Egy tér x-felbonthatd, ha tartalmaz x diszjunkt
stird halmazt. X maximalisan felbonthato, ha A(X)-felbonthato, ahol A(X)
jeloli az X nem-iires nyilt részhalmazai szamossagainak minimumaét.

[21]-ben egy igen altalanos és hatékony modszert vezettiink be a legkiilon-
boz6bb felbontéasi tulajdonsagu terek konstrukciojara. Ennek lényege az, hogy
segitségével a megadott terek (ezek mindig bizonyos Cantor-kockak stri alte-
rei) Osszes strd részhalmazéarol teljes attekintés adhato. Modszeriinkkel tel-
jes megoldasat adtuk Ceder és Pearson egy 1967-ben publikalt — s azdta sokat
vizsgalt — problémajéara, ami azt kérdezte, hogy egy w-felbonthat6 tér maximali-
san felbonthat6-e. (Erre korabban csak nem Tyihonov, vagy nem ZFC-beli ellen-
példak voltak ismertek.) Egyik {6 eredményiink szerint, ha A regularis, minden
Kk > A-ra van olyan stird X altere a 2” salyu Cantor-kockénak, amire A(X) = &
és X minden p < A-ra p-felbonthaté, de nem A-felbonthato. [21]-ben szamos
tovabbi nyitott probléméat is megvalaszoltunk, igy pl. belattuk, hogy minden x-
ra van a 2”-silya Tyihonov-kockdnak x szdmossagu szubmaximaélis stird altere,
tovabbd megadtunk egy kontinuum szdmossaga és szeparabilis szubmaximaélis
Hausdorff-teret.

O. Pavlov mély felbonthatosagi eredményeit jelentdsen élesitettiik [26]-ban.
Igy pl. belattuk, hogy ha X tetszdleges olyan tér, amiben minden diszkrét
altér legfeljebb k-s és A(X) > k, akkor X maximalisan felbonthat6. Pavlov
ezt csak A(X) > kT mellett tudta, s pl. kK = w esetén még 6roklsdden Lin-
delof terekre is problémaként fogalmazta meg, hogy A(X) > w elegends-e X
felbonthatésagahoz.



Kutatasainkban most is kdzponti szerepet jatszottak a kompakt terek hal-
mazelméleti struktirajaval kapcsolatos vizsgalatok. [11]-ben homogén kompakt
terek szamossagara adtunk meg (konzisztens) felss korlatokat, bizonyos szét-
valasztasi, ill. fedési feltételek mellett. Ezzel pl. (konzisztencia erejéig) igenld
valaszt adtunk van Mill kérdésere, hogy egy 6rokl6dGen normélis homogén kom-
paktum legfeljebb kontinuum szamosségi-e.

[12]-ben Okunyev és Tkacsuk egy probléméajat oldottuk meg, konzisztens
példat adva olyan kompakt térre, amiben w; minden stirid altérnek kalibere, de
aminek a d-sziiksége ws, s igy nem megszamlalhato.

Arhangelszkij még 1967-ben kérdezte, hogy egy kompakt (Th-)térben van-
e mindig olyan diszkrét altér, amelynek lezartja a térrel egyenl§ szdmossagi.
A. Dow nemrég adott erre konzisztens ellenpéldat, s cikkében kérdezte, igaz-e
ez legalabb megszamlalhatoan sziik kompaktumokra. [19]-ben erre konzisztens
igenls valaszt sikeriilt adnunk amellett az AKH-nal gyengébb feltevés mellett,
hogy minden limesz szadmossag erds limesz.

[10]-beli {6 eredményiink is Arhangelszkij egy problémajanak megoldasa: Ha
egy megszamlalhatoan kompakt tér el6all megszamlalhato sok D-altér egyesité-
seként, akkor kompakt. Mivel minden balrél szeparalt tér D-tér, ez Tkacsenko
egy 1979-es klasszikus és igen nehéznek tartott eredményét is élesiti. Ugyaneb-
ben a cikkben Tkacsenko egy masik addiciés tételét is élesitettiik belatva, hogy
ha egy kompaktum cov(M)-nél kevesebb balrél szeparalt altér unidja, akkor
szétszort.

A [10]-hez szorosan kapcsolodd [27] dolgozatban azt az addicids kérdést
kedtiik el vizsgalni, hogy egy (6nmagéaban stirti) kompakt teret hany diszkrét
altérrel lehet lefedni. Azt sejtettiik, hogy ehhez legalabb kontinuum sok disz-
krét altér kell, de ezt csak 6rokl6dGen normalis kompaktumokra tudtuk belétni.
Igaz, ebben az esetben t6bb is kijétt: a teret nem lehet, vagy kontinuumnél ke-
vesebb jobbroél szeparalt, vagy kontinuumnal kevesebb balrol szeparalt altérrel
lefedni.

Szintén addiciés jellegli eredményeket lattunk be [28]-ban. Jakovlev egy
nevezetes tétele szerint minden Eberlein-kompaktum (azaz valamely Banach-
tér gyengén kompakt altere) 6roklédGen o-metakompakt. Mi megmutattuk,
hogy ha egy kompaktum véges sok metrizalhato altér unidja, akkor ennek a
megforditasa is igaz. Analog tételeket igazoltunk az Eberleinnél b&vebb Corson-
kompaktumok és az annal sziikebb uniform Eberlein-kompaktumok osztalyaira
is.

Klasszikus 4ltalanos topologiai kérdést vizsgaltunk [6]-ban, nevezetesen azt,
hogy az X és Y topologikus terekre tett milyen feltevések esetén igaz az, hogy
kozottiik barmely f: X — Y 6rzéfiiggvény, azaz olyan leképezés, melynél Gss-
zefiiges (ill. kompakt) halmaz képe osszefiiggs (ill. kompakt) folytonos. A
korabbi pozitiv eredmények koziil a legerGsebb McMillan tétele volt, miszerint
ez igaz, ha X lokalisan Osszegliggd Frechet-tér és Y Hausdorff. Ezt a tételt
szamos irdnyban élesitettiik, de {6 eredményiink a kovetkezs, teljesen 0j tipusa
tétel: Ha X Osszefiiggs rendezett terek szorzata és Y regularis akkor minden
f: X =Y 6rzéfiggvény folytonos. Mivel R“? nem k-tér, ebbdl rogton negativ



vélaszt kapunk McMillan ama kérdésére, sziikkséges-e X-nek k-térnek lennie ah-
hoz, hogy minden X-en értelmezett Srzéfiiggvény folytonos legyen. A téma al-
talanos jellege és az eredmények megleps volta magyarazza, hogy [6] igen széles
érdeklédést valtott ki; internetes megjelenése utén a folyoirat masodik legtobbet
letoltott cikke lett, csupan egy problémacikk elézte meg.

Egy kozel 30 éve nyitott probléemat sikeriilt megoldani [22]-ben azaltal, hogy
Fodor nevezetes regressziv fiiggvényes tételének tisztan topologiai megfogalma-
zasat és bizonyitasat adtuk meg. Ez igy szol: Legyen X olyan nem-kompakt, lo-
kalisan kompakt Hausdorfl-tér, amelyben barmely két nem-korlatos zart halmaz
metszi egymast. Ha U egy kornyezet-kijelolés egy S C X stacionarius halmazon,
akkor van olyan stacionarius T' C S, melyre (\{U, : € T} # 0. (Természetesen
X egy részhalmaza akkor korlatos, ha lezartja kompakt, s akkor stacionarius,
ha minden nem-korlatos zart halmazt metsz.) Sikeriilt ebben a kontextusban
— Fodor tétele mellett — Solovay stacionarius halmazok felbontasara vonatkozo
tételének tisztan topolodgiai valtozatait is megadni.

Egy igen egyszeri és természetes MAF forszolas utjan kapott generikus bal-
ol szeparalt terek alkalmazéasait adtuk meg a [3] dolgozatban. Juhész és Szent-
mikléssy korabbi kérdéseit megvalaszolva kimutattuk, hogy az igy kapott O-
dimenziés Hausdorff-terek 6roklédéen Lindel6fok, megszamlalhatoan sziikek, de
stirtiségiik tetszéleges, az alapmodellben elére megadott k regularis szamossag-
gal egyenls lehet. Specialisan, ekkor x nem lehet kalibere a térnek, de rajta kiviil
minden mas regularis szamossag az. Nem lehet tehat Sapirovszkij tételében,
miszerint egy megszamlalhatoan sziik kompakt tér szeparéabilis, ha w; kalibere,
a kompaktsag helyébe (6rokl6ds) Lindelofséget tenni.

Toronto-térnek hivunk egy olyan nem-megszamlalhato, nem-diszkrét regularis
teret, amely homeomorf barmely nem-megszamlalhato alterével. A halmazel-
méleti topologia egyik legnevezetesebb megoldatlan probléméja az, hogy vajon
konzisztens-e Toronto-tér létezése. A mindmaig legerésebb részeredményt eb-
ben az irdnyban [8]-ban sikeriilt belatni, aholis egy u.n. "darabonként" Toronto-
teret adtunk meg forszolas segitségével. Ezalatt olyan nem-megszmlalhato, nem-
diszkrét regularis teret értiink, amelyet akarhogy bontunk fel véges sok részre,
valamelyik rész homeomorf az egész térrel.

Egy topologikus teret "on-tranzverzalis"-nak hivunk, ha van rajta egy az
eredetivel homeomorf masik toplogia gy, hogy a két topologia egyiitt mar a
(maximalis) diszkrét topologiat generalja az alaphalmazon. A [13] dolgozatban
az On-tranzverzalis terek strukturajat vizsgaltuk, kiilonosen azzal Osstefiiggés-
ben, hogy a tér milyen és mekkora diszkrét altereket tartalmaz. Pl. ha X-ben
van X-szel egyenl6 szamossagu zart diszkrét altér, akkor X on-tranzverzalis, s
ha X &n-tranzverzalis, akkor X2-ben van X-szel egyenls szamossagi diszkrét
altér. Minden megszamlalhat6 Hausdorff-tér és minden szétszort metrikus tér
on-tranzverzalis, s az az &llitas, hogy egy X metrikus tér pontosan akkor 6n-
tranzverzalis, ha | X| = w(X) fiiggetlen ZFC-t8l. Sikeriilt tovabba megvalaszolni
Sakhmatov, Tkacsuk és Wilson egy sor problémajat: Létezik olyan szétszort tér,
ami nem On-tranzverzalis, léteznek akadrmilyen nagy szamossagi én-tranzverzalis
CCC kompaktumok, stb.

Arhangelszkij egy 40 éves probléméaja azt kérdezi, hogy egy gyengén elsd



megszamlalhato kompakt tér elsé megszamlalhato-e, ill. lehet-e kontinuum-
nal nagyobb szamossagu? Jakovlev adott az els§, Maliichin pedig a masodik
kérdésre negativ valaszt, mindketten a KH segitségével. Mindkét kérdés ZFC-
ben maig nyitva van, viszont [15]-ben a KH-n4l lényegesen gyengébb "b = c¢"
feltétel mellett tudtunk megadni ¢ szamossagt gyengén els6 megszamlalhato
kompakt teret. Tovabba azt is belattuk, hogy ha tetszéleges alapmodellhez
iterdlva adjungalunk w; dominéléd valést, akkor a generikus bévitésben létezik
akdrmilyen nagy szamossagi gyengén elsd megszamlalhaté kompakt tér. Vala-
mennyi eredményiink olyan lokalisan megszamlalhato regularis terek konstuk-
ciojat igényli, amelyek a megszamlalhato kompaktsag egy gyenge formajat tel-
jesitik (ezeket neveztiik Jakovlev-tereknek). Ezért a megszamlalhatoan kompakt
és lokalisan megszamlalhaté regularis terek lehetséges szamossagaira vonatkozo
klasszikus kérdés és a Jakovlev-terek kozt szoros kapcsolat van, lasd az Open
Problems in Topology 0j kiadasa szamara irott [29] attekintd cikket.

A kutatéasaink sulypontjat jelentd halmazelméleti topologiai témak mellett
— munkaterviinkkel 6sszhangban — foglalkoztunk inkabb geometriai, ill. valds
fiiggvénytani és mértékelméleti, valamint tisztdn kombinatorikai jellegd kérdé-
sekkel is.

Halmazelméleti és geometriai-topologiai modszerek érdekes és tjszertd kom-
binaci6jat alkalmaztuk [14]-ben annak a kérdésnek a vizsgalatara, hogy egy (lo-
kalisan) kompakt metrikus térben mikor taldlhat6 kontinuumnal tobb paronként
majdnem diszjunkt Osszefliggs halmaz. Mivel a szamegyenes sszefiiggs részhal-
mazai az intervallumok, ott ez nem lehetséges. Megadtunk viszont két elégséges
feltételt, melyek azt mondjak, hogy teriink "eléggé" kiilonbozik az egyenestdl:
a tér dimenzioja legalabb 2, vagy tartalmaz nem-megszamlalhato sok aga "csil-
lagot". Ha ezek valamelyike teljesiil, akkor a térben megadhaté annyi majdnem
diszjunkt Osszefliggé halmaz ahany majdnem diszjunkt kontinuum-szémossagu
halmaz egyaltalan létezik.

G. Gruenhage egy fontos kérdését valaszoltuk meg [4]-ben, megmutatva az
egyenes olyan kompakt nullmértéki részhalmaza létezésének konzisztenciajat,
amelynek kontinuumnal kevesebb eltoltjaval lefedhets a teljes egyenes. Foly-
tatva ilyen iranyu kutatasainkat, [16]-ban sikeriilt ezt az eredményt az egyenes-
rél tetszoleges lokalisan kompakt csoportokra kiterjeszteni: Meghataroztuk azo-
kat a csoportokat, melyekre konzisztens olyan kompakt és nulla Haar-mértékt
halmaz létezése, amelynek kontinuumnél kevesebb eltoltjaval lefedhetd a teljes
csoport.

Egy Laczkovich Miklos &altal a 90-es évek elsé felében felvetett problémét
vizsgaltunk és majdnem teljesen megoldottunk [2]-ben és [18]-ban. A kérdés az
volt, hogy egy metrikus téren értelmezett folytonos, ill. Baire-1 fiiggvények pon-
tonként parcialisan rendezett halmazaiban milyen rendtipusi lancok léphetnek
fel. Azt mutattuk meg, hogy a Martin-axioma feltételezése mellett egy konti-
nuumnal kisebb szdmossagu rendezett halmaz pontosan akkor reprezentalhato
Baire-1 fiiggvényekkel, ha minden jolrendezett része megszamlalhato. Komjath



egy tétele szerint ennél t6bb nem bizonyithat6. Emellett megmutattuk, hogy
kontinuum szdmossagu rendezésekre ilyen jellegti karakterizacié nem érvényes.

[17]-ben Mauldin egy 10 éves kérdésére valaszolva megmutattuk, hogy a
Liouville-szamok halmazat ,nem lehet megmérni”’, abban az értelemben, hogy a
mértéke minden eltolas-invarians mértékre nézve vagy nulla, vagy nem o-véges.
Ezutan mas természetes halmazokra, példaul a nem-normélis szamokra, illetve
a szamegyenes additiv, nem F, részcsoportjaira mutattuk meg ugyanezt a tula-
jdonsagot. A bizonyitasok transzfinit rekurzioval definialt kompakt halmazokat
hasznalnak.

[9]-ben részleges valaszt sikeriilt adnunk Preiss egy problémajara. Azt bi-
zonyitottuk, hogy a kontinuum-hipotézis feltételezése mellett a kiilonb6zs di-
menzi6s Hausdorff-mértékek izomorfak. Ez az eredmény igen nagy visszhangot
valtott ki, mar megjelenése el6tt tobb hivatkozas sziiletett ra, tobbek koézott
David Fremlintél.

Egy sokat igérs, de eddig meglehetésen elhanyagolt kutatasi iranyt inditot-
tunk el [25]-ben, aholis azt probaljuk meg modszeres vizsgalat targyava tenni,
hogy bizonyos véges kombinatorikai eredmények miként vihetSk at a végtelen
esetre. Igy [25]-ben pl. azt a — véges esetben egyszertien megvalaszolhaté —
kérdést vizsgaltuk, hogy egy P végtelen parcidlisan rendezett halmaz maxima-
lis antilancai mikor hasadnak. Megmutattuk, hogy ha P vAagas-mentes, akkor
benne minden véges maximalis antildnc hasad. Masrészt belattuk, hogy minden
elég gazdag strukturaji megszamlalhato P egyarant tartalmaz hasado és nem
hasad6 maximélis antilancot is.



