GYORFI ZOLTAN

Parhuzamos elnevezések
Tandcs Janos Ami hidnyzik Bolyai Janos Appendixébiol —

és ami nem ciml munkajanak megkésett biralata

Kezdjiik a vizsgal6déast azokkal az allitdsokkal, amelyek Tanacsnal is eléfordul-
nak (részben t6le szirmaznak) és vitathatatlanul helyesek (‘Tandcs 2008):

(a) Bolyai az Appendix 1. §-dban definidl egy reldciét, amit hdarom fiiggéleges vonal-
lal jelsl: I1l. Bolyai ezt a jelet olyan, egy sikban fekvd egyenesek viszonyira vezeti be,
amelyek bizonyos, specidlis értelemben vett, nem-metsz§ helyzetben vannak. Tény,
hogy az 1. §-ban nem szerepel a sz6: pdarhuzamos (parallel). (Lasd: Bolyai 1973.)

(b) Bolyai bevezet egy masik, sikbeli vonalak és dltalanos feliiletek bizonyos viszonyit
kifejezd kétvonalas reldciéjelet is: Il. Kimutathatd, hogy ezt a kétvonalas jelet Bolyai
a ,parallel/parallela” szavak helyett hasznilja, méghozzd ckvidisztins (egyenlGkozii)
értelemben.

s

Néhdny mondatban 6sszefoglalhatéak Tandcs f6 tézisei is. Az elsG igy hangzik:

[...] azt dllitom, hogy Bolyai az Appendix ¢ls§ paragrafusidban nem haszndlja a ,,parhu-
zamos” [...] kifejezést. Ergo: az inkrimindlt passzus nem tekinthetd [...] a ,,parhuza-
mossag” [...] meghatdrozdsinak vagy értelmezésének. (Tandcs 2008. 68. Ezeket a
téziseket mar Tandcs 2001. is tartalmazza.)

A magabiztos Ergo meglepd. Egy elnevezés hasznilatdnak hidnyibdl nem ko-
vetkezik az, hogy az éppen definidlt fogalom e/nevezése akkor vagy kés6bb nem
a hidnyz6 szd volt vagy lesz.
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A masodik f§ tézist T6th Imre Tandcs konyvéhez irott elGszavabdl idézem:

A ,parallela” ekvidisztins értelemben valé Bolyai Janos-féle szerepeltetése pedig,
mint ahogy arra Tandcs rimutat, megcafolja azt a szakirodalomban elterjedt nézetet
is, amely szerint a nem-cuklideszi geometria megalapitdsa nem lett volna lehetsé-
ges a parhuzamos-fogalom ekvidisztancia-jelentésének elGtérbe dllitdsdval (‘Tandcs
2008. 10).
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A hiperbolikus geometria valéban nem johetett volna létre az euklideszi geo-
metria hagyomanyos parhuzamossig fogalmdban egyesiil§ két tartalmi elem: a
nem-metszd helyzer Es az ekvidisztdans viszony szétvilasztasa nélkiil. Bolyainal és Lo-
bacsevszkijnal viligosan kiilonvalik e két vonatkozas és az ekvidisztancia-jelentés
nem Kkeriil elGtérbe. A ,,standard nézet” cdfolatirdl tehdt nem beszélhetiink.

Végiil a harmadik 6 tézis:

[...] a hiperbolikus geometridban mindketten [Bolyai és Lobacsevszkij] ugyanazokra
a geometriai objektumokra haszniljik a ,,parhuzamos” kifejezést vagy az adott nyel-
ven neki megfeleltethetdt. (51.)

Tovdbba:

[...] Bolyai és Loobacsevszkij egymadstdl 1ényegesen eltérS fogalmi-terminoldgiai rend-
szert alakitott Ki [...]. (136. Kiemelés tilem. Gy. 7.)

Az utébbi két dllitds koziil egyik sem igaz. Bolyai az Appendix 1. §-dban a harom-
vonalas reldcidjeler Kizarolag abszolit egyenespdrok esetében alkalmazza,' és nem
hasznalja ezek viszonyinak jellemzésére a ,parallel” kifejezést. Lobacsevszkij
a ,,parallel” reliciénevet pontosan gy haszndlja,” mint Bolyai a Ill jelet. Fogal-
mi eltérés tehit nincs. Ugyanakkor Bolyai kétvonalas jele és a kapcsol6do rela-
cionév — parallel — mis geometriai dolog-pdrok ekvidisztins helyzetére utal.’ Az
ilyen, ekvidisztins helyzetii vonalakra viszont Lobacsevszkij nem hasznélja a
parallel kifejezést. Tehdt a ,,parallel” elnevezést Bolyai és Lobacsevszkij nem
ugyanazokra a dolgokra alkalmaztdk. E18szor tgy tlinik az Ami hidnyzik... olva-
sOjanak, hogy Tandcs nem veszi észre, hogy a két relacio (Ill és II) értelmezési
tartoménya kiilonb6z6. De nem ez a helyzet: Tandcs ugyanis megjegyzi, hogy
Bolyai

[a] haromvonalas jelet a [bizonyos értelemben nem]* metsz6 (fél)egyenesekkel 6ssze-
fiiggésben, mig a kétvonalasat az egyenl§ tavolsdgu I.-vonalakkal [...] kapcsolatban
vezeti be. (123.)

! Abszoliit = hiperbolikus vagy euklideszi, a pirhuzamossigi axiéma megvélasztisitdl fiig-
gben. Jelen dolgozatban, ha az egyenes szot haszndlom a /iperbolikus vagy az euklideszi jelzé
nélkiil, akkor mindig abszolit egyenesre gondolok.

2 Van-¢ kiilonbség reldcidjel és reldcionéo kizote? Nyilvan nincs. Tovdbb4 sem az nem kote-
lez6, hogy egy matematikai elnevezéshez (nyelvi jelhez) matematikai jel is tartozzEék, sem pedig
az, hogy egy matematikai jelnek neve, nyelvi jele is legyen.

3 Egészen pontosan: A Ill jel is és a Il jel is reldcidjel. Reldcidjelek dolgokbdl alkotott pa-
rokra vonatkoznak.

4 Elgszor nem-metszd”.
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A Kkét relaci6 értelmezési tartomdnya tehat Tandcs szerint is kiillonb6z§ — leg-
alabbis a kétvonalas jel elsd el6forduldsart illetGen & is igy vélekedik. A kétvo-
nalas jel Appendixbeli tovabbi eléforduldsainak vizsgédlatara kés6bb visszatérek.

Végiil tekintsiik Tandcs mintegy mellékesen feltarulé nézetét a tudoményos
elméletek fogalmi és terminoldgiai rendszereit illetGen:

[...] Bolyai és Lobacsevszkij egymdstdl 1ényegesen eltérd fogalmi-rerminoligiai rend-

szert alakitott ki [...]. A ,,parallela” ,,ekvidisztins” értelemben valé Bolyai-féle hasz-

ndlata mellé éllitva a ,,parallellinien” [...] Lobacsevszkij-féle hasznélatit, a két fogal-

mi-terminoldgiai rendszer lényegi kiilonbozdségétlatjuk [...]. (136. Kiemelés télem. Gy. Z.)
A mar emlitett részletektdl fiiggetleniil ez a két mondat ravilagit az Ami hidny-
ztk... sorozatos félreértéseinek eredetére: Tandcs egyenlfségjelet tesz egy ma-
tematikai elmélet fogalmi és terminoldgiai rendszere k6z¢é. Mi mast bizonyit a két
sz0 (fogalmi, terminoldgiai) kotjeles egybekapcsoldsa? Tandcs azt sugallja, hogy
Bolyai és Lobacsevszkij eltérd terminolégidjabol parhuzamossiagelméletiik fo-
galmi kiilonbozgségére kell kovetkeztetniink. Célom, hogy Tandcs téziseit eme
kotdjel megalapozott kiiktatdsaval cafoljam.

I. MATEMATIKA ES NYELV

Egyetemeken a matematikus hallgatékat olykor azzal szérakoztatjadk (kinoz-
z4k?) tandraik, hogy kényszeritik ket: matematikai tételeket és érveléseket ne
a megszokott szavak haszndlatdval mondjanak ki és vigyenek végig. Mi is ezt
fogjuk most tenni. Kérem az olvasét, a bevezetendd furcsa elnevezéseken ne tit-
kozzék meg. Kis jaitékunknak a szavakkal a mondanival6 szempontjabél komoly
jelentdsége van. Tehit, a kovetkez6kben (egyre ritkdbban persze) mondjunk
paszulykdr egyenes helyett, hasznaljuk a zizmara sz6t a merGlegességre, illetve
derékszogre, és legyen a kor neve ingyom-bingyom, a hiromszogé fuszulyka, met-
szés helyett pedig mondjunk mihaszndldst. Ezzel — példaul — az euklideszi geo-
metria Thalész-tétele igy hangzik:

Ha egy ingyom-bingyom valamely atmér6jének az ingyom-bingyommal val6 mihasz-
ndlo pontjait paszsulykdik segitségével osszekotjik az ingyom-bingyom egy, az eléb-
biektdl kiillonb6z§ pontjaval, akkor a paszulykdk ebben a pontban gugmardcioban
mihaszndlnak. Az ily médon ingyom-bingyomba irott fuszulyka tehit zizmardns.

A tételt kimondani ezen a nyelven csupdn vicces, a bizonyitds azonban ilyen
koriilmények kozott komoly fegyvertény. Elismerem, a matematika lezisztult te-
riiletein a Kreativitist nem igazan segiti ez az abrakadabra. Az elnevezéseknek
ugyanis van jelent§sége, f6leg ha taldléak. Igen, igy van, de kizarblag letisztult
Jfogalmi rendszerrel rendelkezd teriiletek feltdrdsa soran, de semmi esetre sincs igy
a bizonyitdsokban dltalaban. A bizonyitdsokat ugyanis le kell tudni jatszani az el-
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nevezések osszezavarasaval is. Félre ne értsiik: nem arrél van szé, hogy egy-egy
szotarat kell kiviilr6l megtanulni az efféle gyakorlatok sordn, hanem arrél, hogy
a j6 bizonyitasok elvben tgy is elvégezhetbek, hogy az eredeti elnevezéseket és
az azokhoz f{iz6d§ szemléleti tartalmat nem is ismerjiik.’

Konkrétan: Bolyai az Appendix 1. §-dban a paszulykdk bizonyos nem mihaszndns
viszonyanak jelolésére vezeti be a hairomvonalas jelet, és nem kapcsol ehhez a
reldcibhoz semmiféle elnevezést. Messzebb megy, mint szerénységem, amikor
az egyenest paszulykdnak, a metszést mihaszndldsnat nevezem. O a mondott dol-
gok viszonyit az abszoltdt, majd a hiperbolikus geometria dj keretrendszerében
elég bator egyiltalan el sem nevezni. Bolyai azt mondja, a paszulykdtk, ha igy
meg igy allnak, akkor Ill-at irunk a jeleik k6zé. (Ezt igy mondjuk ki: ,,hdrom vo-
nalat”.) Bolyai nem akart itt semmiféle ismert kifejezést tijrahasznositani, mert
modern matematikus 1évén hatdrozottan el akarta keriilni az esetleges, félreve-
zetl és rejtett szemléleti-fogalmi utaldsokat. Nyilvan, mert tapasztalata szerint
minden nyelvi kdlcsonzés a szemantika zsdkutcdkbdl allo zsdkfalujaba vezet,
legf6képp a vadonatdj fogalmak esetében. Sajnos a matematikin kiviil tevé-
kenykeddk szimara ez még ma sem teljesen vilagos.

Mire egy matematikai diszciplina letisztul, az elnevezésekben rejl§ ellen-
6rizhetetlen konnotativumhalmaz olyan sok préban megy ét, annyit csiszolédik,
hogy a matematikus mintegy rdbizhatja magit ezen elnevezésekre és a mogot-
tiik sejlg szemléleti tartalomra. A nem-cuklideszi geometridk megsziiletésekor
viszont a pdrhuzamos, az ekvidisstans és a nem merszd kifejezések mogottes tartal-
ma, ldtszélagos azonossdga mar tobb mint kétezer éve akaddlyozta a fejlddést.®
A geometria fogalomrendszere Bolyai, Lobacsevszkij és Gauss fellépéséig nem
tisztult még le kell6képpen. A szavakrol kideriilt, hogy zavarjdk a gondolatokat.
Ezért: vagy értelmetlen 1 szavakat, vagy nem-szavakat (puszta jeldléseket) kel-
lett (volna) bevezetni az 1) fogalomhajtisok esetében; de a pdrhuzamos szot az
ekvidisztans sz6t6l élesen meg kellett kiilonboztetni. Bolyai megelégedett azzal,
hogy az egyenesek mondott, nem-metszd viszonyara nem talalt ki valami addig
nem haszndlt elnevezést, és csak a definiciot adta meg, azaz csak az ismert fo-
galmak tiikrében mutatta be az jat, nem tévén azt kimondhatéva a definicié
felmondasa nélkiil. Ugyanakkor az ekvidisztins helyzet{i, nem egyenes vonali
alakzatok esetére Bolyai megtartotta a paralle/ elnevezést, mert beletorddott a
kétezer év alatt kialakult, kapcsolatos szemléletmdédba.

5> Azokat a filozéfiai hdborgdsokat most hagyjuk figyelmen kiviil, amelyek a végsékig vitt
matematikai formalizmus létjogosultsigat vitatjak. A nem-cuklideszi geometria felfedezésé-
re, jelen dllapotira és fejlddéstorténetére ezek a vitdk nem sok hatdssal voltak.

¢ Sall6 Ervin irja: ,,Bolyai Jdnos szimbolisztikdja bonyolult kifejezéseket pétol. S ezt nemcesak
a tomorség kedvéére teszi, hanem azért is, mert el akarja keriilni a szemléletességtdl dtitatott ha-
gyomdnyos terminoldégidt. [...] S joggal, hiszen az »Appendix« 1. §-dban meghatirozott »pdrhu-
zamossdg« tisztan logikai jellegli és Gsszeegyeztethetetlen a parhuzamossignak szemléletiink
altal megszokott, euklideszi meghatarozasaval.” (Sall6 1974. 34-35.) Tandcsnak is ismernie kel-
lett Sallé véleményét, hiszen Tandcs 2008. irodalomjegyzékében is szerepel az itt idézett mdi.
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Végiil pedig dlljon itt egy szép példa a matematikus és a nyelv elkeseredett
kiizdelmére. Talaltam egy, eztttal egyvonalas (1) esetet a 20. szdzad elejérdl:

We introduce the primitive idea p | ¢, which may be read ,,p is incompatible with ¢”
[...] But [...this] way of reading p | ¢ [is] better avoided to begin with. The symbol
w0 | ¢” is pronounced: ,,p stroke ¢”.7

II. GEOMETRIA ES SZEMLELET (TUKROK ES GORBE TUKROK)

Az el6bbi szakaszban véghezvitt onomoklasztdzia utin most (csak a teljesség ked-
véért) egy kis ikonoklasztdazia kovetkezik: lerombolndm azt a szemléleti hagyo-
manyt, amely az euklideszi geometria paszulykdir és ingyom-bingyomyait egy bizo-
nyos meghatdrozott médon diktélja lathatni. Az aldbbi, 7. @brdn a Thalész-tételt
mutatom be — mondjuk igy — gérbe tiikkérben.?

1. dbra: Az euklideszi geometria
T'halész-tétele gorbe tiikorben szemlélve

7 Whitehead—Russell 1967.

8 Ez a rajz az euklideszi sikgeometridnak egy a hiperbolikus sikon modellezett viltoza-
tin beliil késziilt. Az euklideszi sikgeometria hiperbolikus sikon valé jelen modellezésével
kapcsolatban ldsd példdul: Ramsay—Richtmyer 1995. 215-217. A hiperbolikus sikot pedig a
szokdsos euklideszi modellen beliil az Ornoch modell szerint tekintem. Erre vonatkozéan
14sd példdul Prazmowski 1986. és Dubikajtis—Gus$ciora 1974.
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Ltt a cingyom-bingyomba beirt ABC fuszulyka lathatd. Fuszulykank egyik paszuly-
kdja (AB) dtmegy a ¢ kor K kozéppontjan; a € pont pedig a ¢-n iil. A Thalész-tétel
szerint AC zazmardns BC-vel. Ez utébbi allitast a ¢ koriil lathaté szaggatott 7n-
gyom-bingyomokkal szerkesztett zizmardcid sikere valészintsiti.

Ha valaki azt kérdezné, mi értelme van ennek a morbid demonstricionak, ak-
kor a kévetkezd taldlos kérdéssel vilaszolnék: ha gorbe tiitkorben szemléljiik egy
szerkesztés menetét, akkor vajon mi kell ahhoz, hogy biztonsiggal eldonthes-
siik: euklideszi korzvel és vonalzoval, avagy hiperbolikus korzével és vonalzé-
val dolgozik-e geométeriink? Péld4ul: a Thalész-tétel ismerete elégséges tudis,
mert ha a fenti zizzmardcid sikertelen, akkor bizonyédra nem euklideszi geometri-
drol van sz6. Es ez ismét fiiggetlen a korokkel és a merdlegességgel kapesolatos
elnevezésektdl és szemléleti tartalomtdl, kizdrdlag a széban forgd fogalmakat
egymiashoz kapcsolé logikai struktiratdl fiigg. Az alabbi 2. @bra, ahol hiperboli-
kus szerkeszt§ eszkozoket haszndltam, ugyancsak ezt szemlélteti:

2. dbra: A 'Thalész-tétel hiperbolikus-geometriabeli érvénytelensége
gorbe tiikorben szemlélve’

Ldm, ezen az dbrin AC és BC C-beli ziazmarancidja kizarhat6:' Nem igaz a Tha-
Iész-tétel, tehdt nem euklideszi geometridrél van sz6. Es ezt nem azon az alapon
allithatjuk, hogy a korok a fenti dbrdn ,,nem korok”, mert a korok az 1. d@dbran
»sem voltak korok” — legaldbbis a vdlasztott tiikbrben nem latszottak koroknek.

 Gorbe titkérben — from. Van a hiperbolikus geometridhoz ,,rendes” tiikor? Erdekesebb a
kovetezd kérdés: Az euklideszi geometridnak vajon ,rendes” tiikre a szokdsos dbrazolds? Kii-
16n tanulményt érdemelne a matematikai platonizmus jelen szovegben elrejtett értelmezése:
Az ,idedk” realitdsa nem csokott megvalésulds, hanem tiikorkép egy ismertnek vélt szemlé-
let gorbe titkrében. Ebbdl kovetkezik, hogy tiikreink ,rendességérdl” vagy ,,gorbeségérdl”
nincs is értelme beszélni.

19 Az 4bra rajzoldsakor a hiperbolikus geometria tigynevezett (kevéssé ismert) Ornoch mo-
delljét hasznéltam (lasd a 8. ldbjegyzetet).
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Bolyai, Lobacsevszkij és Gauss nagysdga éppen abban all, hogy a tudomany-
torténetben eldszor prébalkoztak sikerrel a szokdsos nevezéktan és a megszokott
szemlélet feladasaval. A geometria kapujara ma ezt kellene frnunk: Aki nem ké-
pes az elnevezésektfl megszabadulni, vagy nem képes gorbe tiikérben is latni,
amit latni kell, az itt ne 1épjen be. Sajnos, Tandcs Janos szimdra fontosabbnak
tlinik a ,,parallela”, mint elnevezés és az ehhez az elnevezéshez kapcsolédé ha-
gyomianyos szemlélet, mint a hattérben hiiz6dé logikai tartalom.

L. BOLYAI Il JELENEK ELOFORDULASAI AZ APPENDIXBEN

Tandcs csak a paraciklusokat (horociklusokat / horiciklusokat) emlitette a Il jel
Appendixbeli hasznédlata dolgdban. A kétvonalas jel el§szor valoban a 22. § utol-
s6 mondatdban bukkan fel: ,Designetur tale / per /Il L. Magyarul: ,,Ilyen /igy
jeloltessék: /11 L7 Itt, mint a szovegkornyezetbdl kideriil /is és L is L-vonalak,
és nem egyenesek. A kétvonalas jel definici6jdban (elsé megjelenésekor) tehat
sz0 sincs egyenesekrdl.

A kovetkezg, 23. § mindjart az Gj, nem egyeneseckre vonatkozo jelolés felhasz-
naldsaval kezdddik. A 24. §-ban is el6fordul a kétvonalas szimbdélum ugyancsak
nem egyenesekre, hanem horociklusokra (/.-ekre) vonatkozéan. Ugyanez all a
kétvonalas jel 24. §-beli, masodik el6fordulésara is.

Eddig L-péarokrdl volt sz6 mindig, amikor |l megjelent. A 27. §-ban a Il jel
egyenesek és azokkal egyenkozil (ekvidisztans ) ,,parallel” vonalak (a hiperbo-
likus geometridban nem egyenesek!) kozotti relacié jeleként 1ép fol: ,,Via dicta
¢d denotabitur per ¢ |l ab”. Magyarul: ,,A mondott ¢ 1t ¢d 11 ab-vel jeldltetik
majd”.

Akkor értjitk meg a ¢ |l ab jelolés mogoeti geometriai tartalmat, ha visszaté-
riink a 27. § elejére, a ¢ it definicidjdhoz: ,[s]i ac, bd sint | ab, et feratur cad juxta
ab; erit (via puncti ¢ dicta heic ¢@)”. Vagyis: ,,[h]a ac és bd ab és cab elrolatik ab
mentén (a mondott ¢ pont ttja pedig ¢d)”.

Itt La merGlegesség jele. Arrdl van sz6 tehit, hogy az ac és bd merGlegesek az
ab (egyenesre) és a merev cab egyiittest eltoljuk @b mentén; ekkor a ¢ pont ttja,
amit ¢Z-vel jeloliink... Ez éppen a tavolsdgvonal (ekvidisztians) definicidja. Bo-
lyai sziikszaviisiga mar-mér felhdborité: egyszerien nem tor6dik az olvaséval,
akinek éppen a hiperbolikus geometria egyik legfontosabb tényével kell szem-

11 Bolyai elnevezésektdl valé idegenkedését mi sem bizonyitja jobban, mint az, ahogyan a
hiperbolikus geometria egyik kulcsfogalmét (paraciklus/horociklus/horiciklus, mely a hiper-
bolikus geometridban nem egyenes) egyszeriien L-nek nevezi. Bolyai rdaddsul az itt idézett
definiciéban a fogalom nevét és az egyik e fogalom ald es§ objektum nevét meg sem kiilon-
bozteti.
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benéznie: az ab-t6l valo tavolsdgit megtartd ¢ pont titja nem egyenesen vezet. Ez
a pokhendi sziikszaviisig még kirivobb, ha a teljes mondatot egyben latjuk: ,,Ha
ac és bd | ab és cab elrolatik ab mentén (a mondott ¢ pont ttja pedig ¢d): [akkor
cd:] @b =sinu:sino”.

Végre megértjiik, hogy a ¢ iv (ekvidisztans tt) definicidja egyetlen mondat-
ba keriil (egy odavetett zaréjelpar segitségével) a ¢d-re vonatkozo6 és a 27. §-ban
be is bizonyitott dllitdssal, miszerint a ¢« ekvidisztins ivhossz Ggy aranylik az a4
szakasz hosszahoz, mint az # és a v szogek szinuszai. Ezt a mondatot, igy egyben
mdr csak az Appendix 12. abrdjét (3. dbra) tanulminyozva érthetjiik meg:'

3. dbra: Az Appendix 12. dbrdja. Vegyiik észre, ¢d és ed nem lehetnek
egyszerre egyenesek, ha mindkettd mer6leges az aec egyenesre!
Ennek ellenére ebben a tiikérben ab, ed és cd is egyeneseknek ldtszanak.

Az abrin ab egyenes szakasz, ¢d tivolsigvonal (ekvidisztins) és ed egyenes.
(Nem) jol latszik a ¢d és az ed mibenléte kozotti kiilonbség. Kideriil azonban,
hogy a ¢d vonal is és az ed egyenes szakasz is mer6legesek az ac egyenesre. Vi-
szont a hiperbolikus geometridban sem lehet egy pontbdl () két kiillonbozd
merdleges egyenest (¢d, ed) dllitani ugyanarra az egyenesre (ac). ed és cd koziil
az egyik nem lehet egyenes. Az Appendix 12. dbrija nem 6l sikeriilt, mert a
rajzolé nem hangstlyozta ¢ tivolsdgvonal jellegét. Nem ez a helyzet a Il jel
tovabbi el6forduldsaikor. A kétvonalas jel kovetkezd el6forduldsa a 32. §. 1.

12 En még azon sem csoddlkoznék, ha kideriilne, hogy Gausst, a javithatatlan £ispolgér fe-
jedelmet Bolyai stilusa mélységesen felhdboritotta. Ugyanakkor a #zagy Gauss végigverekedte
magit az Appendixen, ezen a rémes irdson, és beldtta, hogy kivételes tehetség munkdjit tartja
a kezében. A 4is Gauss azonban nem akart ezzel a kivételes tehetséggel kozelebbrdl is megis-
merkedni. Gauss kiilonben sem szerette a tanitvinyokat. Gauss biiszkeségét sérthette egyéb-
ként, hogy amin § évtizedeken 4t rigédott, és soha nem mert kézolni, mert félt, hogy senki
meg nem érti, azt most valaki hdnyaveti médon, de matematikailag megkérddjelezhetetlen
formdban folfirkdlja az orra elé. Kagan Lobacsevszkij miiveihez készitett, Fiiggelek a magyar ki-
addshoz cim irdsiban igy fogalmaz: ,,[Gauss] — Lobacsevszkij érdemeit méltat6 — leveleiben
[...] Bolyainak nevét sem emliti. [...] Kora neves matematikusai koziil csak Gauss szerzett [az
Appendixrél] tudomdst, § azonban szinte agyonhallgatta [...]” (LLobacsevszkij 1951. 177-178).

2012.07.13.

11:03:38



GYORFI ZOL'TAN: PARHUZAMOS ELNEVEZESEK 149

szakaszdban egy hosszii és bonyodalmas mondat kézepén taldlhaté: ,[...] sitque
bh Nl ef [...]7.

A kozvetlen szovegkornyezet nem ad felvildgositast arrél, hogy 44, illetve ¢f
koziil melyik egyenes, melyik nem. Csak a matematikai tartalom elemzése utdn
vélik nyilvanvaléva, hogy fr egyenes szakasz, b4 pedig tavolsdgvonal- (ekvidisz-
tdns-) iv. Filologiai szempontbdl ez a példa sem értékelhets. Ugyanakkor az
Appendix 17. abraja (4. dbra) sejteti, hogy bh nem egyenes, ¢f pedig az. Az Ap-
pendix 12. abrdjanak (3. @dbra) megrajzolasakor is igy kellett volna eljarni, ha az
Appendix ir6ja (koz)érthetGségre torekedett volna.

£ ]
n./! %
. «
i u:'-‘a

4. dbra: Az Appendix 17. dbrdja. Ebben a tiikkorben jol latszik,
hogy fc egyens és /b nem feltétleniil az.

A 32. § I11. szakaszdban egyértelmiivé vilik, hogy Bolyai a Il jelet az egyenldko-
z{ parhuzamossag jelolésére haszndlja feliiletek esetében, de az is nyilvinvalo,
hogy amig a két parhuzamos (egyenlGkozii) feliilet egyike sik, addig a masik
a hiperbolikus geometridban nem az. A geometriai tartalom nem ismeretében a
filol6gus ezt a tényt a szohaszndlatbdl olvashatja ki, ha van tiirelme: ,,Palam est,
superficiem #ad figuram planam p (in distancia ¢) lllam, [...]”. Forditsuk jel6lés-
hiien: ,,Nyilvianval6, hogy a p sikidommal ll-os (attél ¢ tivolsidgban levd) 7 feliilet
[...]7. Vagyis a p idom sikbéli és ett6l a p-t6l éppen ¢ tivolsdgban fesziil a 7 fe-
lillet, de eme 7 feliiletet Bolyai nem mondja siknak. Miért? Mert a hiperbolikus
geometridban egy sikt6l azonos tdvolsdgban lev§ pontok nem sikon, hanem egy
tgynevezett tavolsdgfeliileten, vagy hiperszférin helyezkednek el. A geomet-
riai tartalomtdl fiiggetleniil, a filologus figyelmét is felkeltheti, hogy Bolyai két
kiilonb6zs szot hasznal: sikidom Es feliiler, melyek parhuzamosak, azaz egyenld-
koziiek, ekvidisztins helyzetben vannak.

A kétvonalas jel Appendixbeli tovabbi elemzése ugyanarra az eredményre ve-
zet: Bolyai vagy horociklusok, vagy egyenes-ekvidisztans parok kotoet, de soha-
sem egyenes-egyenes parok kozott hasznalja a Il jelet.

Ha most végigvennénk a lll jel Appendixbeli 6sszes elGforduldsat, akkor azt
latnank, hogy az minden esetben egyenesparok és nem mds idomok kolcso-
nos helyzetét jellemzi, 11l soha nem 4ll ragozott alakban, és mindig megfelel az
Appendix 1. §-dban adott definiciénak. Minthogy egy sikon fekvd egyenesek

2012-1.indd 149 2012.07.13. 11:03:38 ‘ ‘



‘ ‘ 2012-1.indd 150

150 FORUM

kozott nem lehetséges ekvidisztans kapcsolat a hiperbolikus geometridban,
Bolyai nem is ad okot félreértésre azzal, hogy a kétvonalas jelet ekvidisztins
értelemben szerepelteti.

IV. A lll JEL. TOVABBI SORSA

Amint Tandcs is rdmutat, az Appendix Gjrakozléseibdl és forditasaibol tobbnyire
mar hidnyzik Bolyai hiromvonalas jele. Ugyanigy, a nem cuklideszi geometri-
aval foglalkoz6 korszer(i kozlemények sem alkalmazzik ezt a jelolést. Azt mu-
tatja ez, hogy a Il jel és a lll jelentése végeredményben ugyanaz? Nem. Egysze-
rien arrél van sz6, hogy mivel a két jel kizarélag kiilonboz tipust objektumok
(dolog-pérok) esetében haszndlatos, a jelolésbeli kiilonbségtétel megsziintetése
félreértésekre mar nem adhat okot. Bolyai idejében azonban nagyon 1ényeges
lehetett az egyenesek kozotti nem-metsz§ értelemben vett relacior a jelolés
szintjén is megkiilonboztetni az ekvidisztancidt jelols és az Appendixben soha
nem hiperbolikus egyenes parok viszonyit kifejezd |l jeloléstSl. Mindez azért
lehetett fontos Bolyainak, mert az euklideszi geometridban, és csakis az eukli-
deszi geometridban, az egy sikban fekv§ egyenesekre vonatkozé nem metsz§
viszony egyben ekvidisztancidt is jelent.”® Az utinkézl6knek azonban nem lett
volna szabad a fent megmagyarazott kényelmesebb jelolésmaédot alkalmazniuk.
Ezzel ugyanis lehetetlenné tették azt, hogy az Appendix mai olvaséja viligosan
lassa: Bolyai megmaradt a parallel sz6 haszndlatinal az ekvidisztancia verbali-
zaldsara és egy 1], nem kimondhaté (legfeljebb igy: ,,haromvonalas”) jelolést
vezetett be a sikbeli, specidlis médon nem metsz§ egyenesek kozotti viszony
kifejezésére.
Mit bizonyit mindez? Semmi esetre sem azt, hogy

[...] a nem-cuklideszi geometria megalapitdsa nem lett volna lehetséges a parhuza-
mos-fogalom ekvidisztancia-jelentésének elGtérbe éllitdsaval (Tandcs 2008. 10. T'6th
Imre el&szava).

Azt viszont vildgosan kell latni, hogy Tandcs ezt a nézetet kettGszazegy oldalas
tanulmanydban nem céifolja meg azzal, hogy bemutatja: Bolyai parallel (ekvi-
disztdns) értelemben hasznidlja a kétvonalas jelet, és lam: mégis felfedezi hiper-
bolikus geometriat.

Ugyanakkor, ha T'6th vagy Tandcs pontosan fogalmaz, és a bevezetésben
idézett {6 tézisben hatdrozottan egyenesekril beszél, akkor egyszerli matematikai
beliigy lenne azt bizonyitani, hogy egyenesekre vonatkozoéan az ,,ekvidisztancia

13 Az abszoliit geometridban pedig nincs eldontve, hogy ez mit jelentsen. A jellésbeli
megkiilonboztetés tehdt ott sem okozhat félreéreést.
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= nem metszés” alapi megkozelités lehetetlenné teszi a hiperbolikus geometria
felfedezését. Az, hogy Euklidész V. posztulituma (XI. axiomdja) egyenesckre
vonatkozoan ekvivalens a ,,/ka egyeneshez ekvidisztins, akkor egyenes” allitdssal, Bo-
lyai és Lobacsevszkij idejében mar kétezer éve ismert tény volt.

V. LOBACSEVSZKIJ ES BOLYAI U] PARHUZAMOSSAG-FOGALMANAK
LENYEGI EGYBEESESEROL

Tanécs kiillonbséget tesz Lobacsevszkij és Bolyai parhuzamossig-fogalma ko-
zott. Ilyen, emlitésre méltd, 1ényegi kiilonbség nincs, csak sz6haszndlatbeli kii-
16nbség van. Lobacsevszkij, mint kézismert, a parhuzamos / parallel sz6t hasz-
ndlja az 4] fogalom, a nem metsz§ értelemben vett pirhuzamossig elnevezésére,
és nem haszndlja ezt a szot altaldban az ekvidisztancia jelolésére. (Magyarul
lasd: Lobacsevszkij 1951.) A fentickben mar lattuk, hogy Bolyai nem nevezi el
a nem-metsz§ értelemben vett parhuzamossagot és a parallel szot tarzja meg a
(hiperbolikus geometridban nem egyenesek kozotti, egyenlGkoziiség / ekvidisz-
tancia) ,,parallelizmus” jelolésére.

Hasonlitsuk most 6ssze a két kutatd, Bolyai és Lobacsevszkij altal adott de-
finiciét a nem-metsz§ értelemben vett parhuzamossag fogalmanak bevezetése-
kor. Lobacsevszkij ezt irja: ™*

16} Bce npsiMbie MHUK, BHIXOSIIHE B He- , FEH &
HoTopol [MJMIOCKOCTH M3 QJHOW TOUKH, MOCYT 4 1}'
‘OLITH 1O OTHOLIEHHIO K HEKOTOPOH 3aJlaHHOH
TIpaMOR TOH KE TUIOCKOCTH pa3fenCHbl Ha JBa
Knacca, UMEGHHO Ha nepecerauue €e H Hene-
pecexapue. * I'panuynas Auxus OJHOTO B,
IpPyroro KinaccoB 3THX [NMPAMEIX| JHHUH HA3bI- 7 A
BACTCA napaareavtoll 3a0arHoll auruu ).

.

H K Vs

Yeprt. 1.

5. dbra: L.obacsevszkij parhuzamossig definicidja és magyarizo abrija.

14 Lobacsevszkij itt idézet miive eredetileg németiil irédott. En mégis jobban szeretem az
orosz forditdst, mert hlien tiikrozi a Lobacsevszkij kordbbi miiveiben kialakult sz6hasznalatot,
14sd: Loobacsevszkij 1945.
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Ennek a meghatarozasnak az a Iényege, hogy egy adott sikban, egy egyenes
vonatkozdsiban, egy az ugyanebben a sikban fekv§ ponton keresztiil, és szintén
ugyanebben a sikban fekv§ egyenesek két osztdlyba sorolhatéak: (1) azok, ame-
lyek nem metszik az els6 egyenest (nyepereszekajuscsije) (2) és amelyek metszik
azt (pereszekajuscsie). A két osztaly kozotti, hatarhelyzetben levd vonalat (gra-
nyicsnaja linyija) nevezi Lobacsevszkij parhuzamosnak.

Bolyai az Appendix 1. §-dban igy fogalmaz:

Vagyis

1 (E‘lg.l.) Si rectam am non secet plani ejusdem
recta dn, at secet quaevis dp (in aln) : designetur
hoc per énlllam, Dart talem bz, et quidem unicam,
@ quovis puncto & (extra 4;:), atque dam tabn nond
2R esse patet: nam &¢ circa & mota, donec dam

tebe=2R fiat,bc ex am aliquando primum exit, est
que tunc Jcll'!:n. Nec non patet esse &nj||em, ubi-
Vis sit e in am (supponendo in omnibus talibus
casibus esse am > ae). Et si, puncto ¢ in am abeun-
te in infinitum, semper sit cd= cb: erit semper

€db= (cbd < nbe); ast nbc = 0; adeoque et adéd
1= o.

0. dbra: Az Appendix 1. paragrafusa.

1. § (1. dbra) Ha az am egyenest az ugyanabban a sikban fekv§ oz egyenes nem metszi,
de metszi azt minden (az abn-ben levd) bu: jelolje ezt bn Il am. Vildgos, hogy ilyen bn
létexik és csak egyetlenegy, mégpedig barmely (am-en kiviil fekvd) & pontbdl s nyilvan-
valéan bam + abc nem > 2R; ugyanis ha be-t mindaddig forgatjuk 4 koriil, mignem bam

+ abe = 2R lesz, be valamikor legel8szor nem metszi am-et, és akkor bc 1l am. [...]"

Nyilvanvald, hogy az el§szér nem metszd§ egyenes elvilasztja egymastdl a met-
sz0 egyeneseket és a nem metszéket, vagyis ,,granyicsnaja” helyzetben van. Az
1. § els6 bekezdéséhez tartozo dbra pedig igy fest:

15 Az 1. §-t most T'6th Imre forditdsdban kozlom (Bolyai 1953, idézi Tandcs 2008. 185). Ezt
a forditdst olvasva igazdn meglepd, hogy T6th késébb Tandcs kényvéhez lelkes eldszot irt.
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7. dbra: Az Appendix 1. dbrajat érdemes 6sszevetni Lobacsevszkij
1. dbrdjaval (5. dbra).*®

Ez az 4bra is, és a meghatdrozés is igencsak hasonlatos a L.obacsevszkij altal
adotthoz. Bolyai az efvdlasztd és egyben eldszir nem metszd” granyicsnaja linyijdat
bn-nel jeloli.

A két definicié kozott matematikai értelemben nincs 1ényegi kiilonbség.!’
Van viszont egy lényegtelen kiilonbség, amely a jelen dolgozat mondanival6jat
illeten mégis fontos. L.obacsevszkij a parhuzamos (parallels) szot itt bevezeti a
leirt, hatdrhelyzetben levd (el§szor nem metsz8) egyenes(ek) viszonyara, Bolyai
pedig éppen itt, az 4j fogalom bevezetésekor nem hasznalja ezt a sz6t, egyalta-
lan nem haszndl sz6t; egy 1j jelolés, a haromvonalas szimb6lum hasznalatét java-
solja. A parallel kifejezést, mint fentebb részletesen elemeztem, Bolyai sohasem
hasznalja hiperbolikus egyenes parokra, ndla a parallelizmus nem hiperbolikus
egyenes parok kozott értelmezett, de ekvidisztanciat jelol.

16 Az 4brin az m olvasat a helyes.

17 Kagan idézett irdsiban megjegyzi: ,Az természetesen bizonyitdsra szorul, hogy ilyen
egyenes létezik-e.” (Lobacsevszkij 1951. 84, 8. jegyzet). Amint fentebb ldttuk, Bolyai pro-
bélkozik is ilyen bizonyitdssal. Kagan az A centrumu (Bolyaindl /) sugdrsor folytonossigara
hivatkozik, Bolyai pedig arra, hogy mikdzben forgatjuk a de-t 4 koriil, az egyszer csak elGszor
lesz nem metszd.

2012-1.indd 153 2012.07.13. 11:03:39 ‘ ‘



154 FORUM

Lobacsevszkij az egyenl6kozii vonalak (példaul horociklusok) esetében né-
mul el. O ezek parhuzamossdgara vonatkozéan nem vezet be sem elnevezést,
sem jelolést. Meggy6z8désem, hogy a két kutatét ugyanaz a megfontolds vezet-
te: Az euklideszi geometria egyenesei esetében egybeesd ekvidisztancia-paral-
lelizmus és a fenti értelemben vett nem-metsz§-parallelizmus viszony az abszo-
lit geometridban felhasad. Az egyik dj fogalmat legaldbb néman kell hasznalni
(vagy ki kell taldlni egy nyelvileg gyokértelen elnevezést), mert nagy a veszélye
a félreértéseknek; legaldbbis a 19. szdzad els felében, az 1Gj geometria felfede-
zésének kordban még ez volt a helyzet. Mindebbdl semmiképpen sem kdvetke-
zik a két, Bolyai- és Lobacsevszkij-féle ,,hiperbolikus parhuzamossig”-fogalom
kiilonbozbsége.

VI. BOLYAI ES LOBACSEVSZKIJ] ELNEVEZESEINEK
LENYEGTELEN KULONBOZOSEGEROL

Vajon miért hasznilta kiilonboz6képpen a két nagy geométer a parallel szot?
Egyetlen magyarazatot tudok elképzelni: Bolyai esetében a parallelus/parallela
latin szavak kéznyelvi jelentése hatirozta meg a névvilasztast. Amint a Pariz-Pa-
pai sz6tarban olvashatjuk:

parallelus, 1 Gr.: Egymdshoz fép rend[d]el, Egyardnt vald kizben verélfel helyhez-
tetert."®

Ne feledjiik, hogy a 19. szizad elején a miivelt magyar nemesség a latin nyel-
vet szinte mdsodik anyanyelvként hasznélta, és Nyugat-Eurépa tudoményos
nyelve is a latin volt még akkor. Bolyai szokincsében a parallela szo6nak inkdbb
az egyenkoziiséghez, mint a sz6 komplexebb geometriai jelentéséhez lehetett
koze.

Lobacsevszkij koreiben a latin nyelv nem fonédott 6ssze az anyanyelvvel, §
szabadabban vilaszthatott sz6t az 1) parhuzamossag-fogalom nyelvi jelolésére.
Feltehetd, hogy Lobacsevszkij a parallel sz6t sokkal inkdbb geometria szakszo-
nak érezte; szimara ennek a szonak valészintileg nem volt hétkdznapi hasznalati
értéke. Bar Plutarchi Vitae Parallelae (Plutarkhu Bioi Pardlleloi) az 6 polcan is ott
heverhetett. A Pdarhuzamos életrajzok korabeli orosz forditdsinak cime azonban
Plutarhovi szravnyityeljnije zsiznyeopiszanyija (Plutarkhosz 1810).

Az orosz cimben tehdt nem szerepel a parallelj sz6. Ebbdl is arra kivetkeztet-
hetiink, hogy L.obacsevszkij nyelvérzéke a parallelj sz6t nem feltétleniil kototte
egvfajta ,, Egymdshoz fép rend|[d]el, Egyardnt valo kizben vetéfjel helyhezretert” jelen-
téshez. Legalibbis sokkal kevésbé, mint ahogy az a Bolyaiak esetében val6szi-

18 P4pai Pariz 1708/1782/1995. A szétirnak mind 1708-as, elsd, mind 1782-es kiaddsiban
ugyanezttaldljuk. (Vanszerencsém mindkétkiadas egy-egy példanyitakonyvtaramban rizni.)
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n(isithetd. A mai orosz anyanyelvi besz€El§ a szravnyityeljnij sz6t hétkoznapi,'
a paralleli(niy) szot pedig matematikai szakszonak érzi, azzal a megjegyzéssel,
hogy valami hasonlét jelentenek, de stilusértékiiket tekintve nem felcserélhe-
tdek. Ezt Lobacsevszkij is igy gondolhatta, ha gondolt egyaltalan erre. Mate-
matikai szempontbdl azonban ez az érvelés semmiféle jelenetdsséggel nem bir;
folosleges szocséplés.

VIL OSSZEFOGLALAS

Az ekvidisztians viszonytdl elkiiloniils és a hiperbolikus geometria felfedezésé-
hez vezetd (abszoliit) parhuzamossdg fogalmat Bolyai és Lobacsevszkij 1ényegé-
ben ugyanugy definidlta. Bolyai az ,,elGszor nem metszd”, Lobacsevszkij pedig
a ,hatdrhelyzetben lev$” vonatkozast emelte ki két egy sikban fekvd egyenes
parhuzamos viszonydnak definidlé jellemzésére. Bolyai nem vezetett be elne-
vezést erre az 1] fogalomra, bevezetett azonban egy jelolést: |11, Bolyai jel6lését
ma mar nem haszndljuk. Lobacsevszkij az euklideszi geometriabdl megorokole
pdrhuzamossdg szot vilasztotta az jonnan definidlt fogalom elnevezésére.

Az ekvidisztans helyzetben levd vonalak (a hiperbolikus geometridban soha
nem egyenes parok) elnevezésére Bolyai megtartotta a parallel szot és a |l jelet.
Loobacsevszkij nem vezetett be kiilon elnevezést és jelolést erre az esetre. A mo-
dern matematikai nyelv és jelolésrendszer megengedi a parkuzamos sz6 és a ll jel
hasznalatit a hiperbolikus és az euklideszi geometridban egyariant. Félreértésre
ez ma mar nem adhat okot.

Remélem, hogy ez a rovid osszefoglalds véglegesen lezdr minden olyan 1é-
nyeget érint§ tudomanytorténeti/tudomanyfilozofiai vitdt, ami Bolyai és LLoba-
csevszkij szohaszndlatdval vagy szimbélumhasznalatdval kapcsolatos.

Végiil megkockaztatom kijelenteni, hogy Bolyai és Lobacsevszkij negativ re-
cepcidja nagyban koszonhetd annak, hogy a parallel sz6t egyaltalin megtartot-
tdk, ha nem is ugyanarra hasznaltdk ezt a szot. Ilyen forradalmi Gjitds esetében,
mint az 6vEék, teljesen el kellett volna szakadni a hagyomanyos elnevezésektdl.
Akkoriban azonban még elfogadhatatlan lett volna paszulykdik nem-mihaszndns
viszonyarol beszélni. Ma mar taldn elfogadott? Vagy még mindig az elnevezések
nyelvérzék diktédlta zavaros szemantikai erSterében éliink?

19 szravnyity ’osszehasonlitani’; szravnyivaty ’Osszevetni’; szravnyityeljno ’ardnylag, vi-
szonylag’. Vajon mi lehet a szrav*? Nézziik az ’sz’ nélkiil: ravno ’egyforman’; ravnyina ’sik-
sag’; ravvensztvo ‘egyenldség’; ravnomerno ’egyenletesen’. Megtaldltuk az osszefiiggést:
szravnomernij, paralleljnij, nem mds, mint ’szép egyenletességgel, egyarint helyeztetett’.
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