"T'’ANACS JANOS

A Bolyaiak absurdum-vezérelt
helyettesitési kisérletei a Parhuzamosok
Problémdjdanak megoldasara’

I. BEVEZETES

A parhuzamosok problémadjanak torténete sorin hirom f6 megoldasi kisérlet 6l1-
tott format: (1) a parhuzamossagi posztulitumot kézvetlen bizonyitds segitsé-
gével levezetni a maradék axiémarendszerbdl, (2) kozvetett médon, azaz a par-
huzamossigi posztulditum tagaddsabdl levezett ellentmondis révén bizonytani
a posztuldtum igazsagit, (3) egyszer(ibb, kénnyebben beldthaté axiomar taldlni,
amellyel a posztulatum/axiéma helyettesithetd.

A nem-cuklideszi geometria matematikatoreénet-irasi irodalmaban a reduc-
tio ad absurdum tipusi indirekt bizonyitds szinte kizarélagos szerephez jut a
masik két megoldasi kisérlet rovasara. Ez egyben az indirekt bizonyitas til-
értékelésér is jelenti. Az irdsok egy része ugy tekint az indirekt bizonyitisok
szinre 1épésére a torténet adott pontjan, mint ami a probléma megoldasi kisér-
leteinek sordban gyodkeres fordulatot hozott: végre a nem-cuklideszi geomet-
ria felfedezése felé mutato 1épések torténtek (Eves 1997. 54; Houzel 1992. 3;
Martin 1975. 302; Sommerville 1958. 11). Mivel Saccheri (és LLambert) mé6d-
szerét reductio ad absurdum tipust indirekt bizonyitdsként tartjdk szdmon,
ezért Bonola, Houzel és Sommerville szerint az igazi fordulat Saccherinek és
az altala alkalmazott médszernek koszonhetd (Bonola 1955. 97; Houzel 1992,
3; Sommerville 1958. 11).

A reductio ad absurdum tipusu indirekt bizonyitds tinik ugyanis olyan mé6d-
szernek, amely képes az anti-euklideszi dllitdsokat és a koztiik 1évé bel-
s6 kapcsolatokat feltarni. Bar az anti-euklideszi allitisok és osszefiiggések a
nem-cuklideszi geometriatél tobbek koézott abban a nagyon fontos dologban
kiillonboznek, hogy nem birnak az euklideszi geometriatél fiiggetlen, 6nall6
entitds statuszaval, mégis a nem-euklideszi geometria csirdjaként értékelhe-
t6k. Ezért a reductio ad absurdum tipust indirekt bizonyitdst tekintik tigy, mint

* A dolgozat elkészitését az OTKA K 72598 szamu palydzata, valamint a TAMOP-4.2.2/B-
10/1-2010-0009 szamd pélydzata timogatta. Koszonettel tartozom Fehér Martdanak, Lang Be-
nedeknek, Margitay Tihamérnak és Zemplén Gibornak észrevételeikért és javaslataikért.



TANACS JANOS: A BOLYAIAK ABSURDUM-VEZERELT HELYETTESITESI KISERLETEI 127

ami képes volt az euklideszi feltevésrendszer belsejében a nem-euklideszi
geometriat kicsirdztatni.

Egyes szerz6k éppen a heurisztikus termékenység alapjan allitjdk szembe az
indirekt és a direkt kisérleteket: ,,a megoldasi kisérletek sora mindaddig med-
d§ maradt, amig direkt bizonyitdsokkal probédlkoztak, mig az indirekt kisérletek
keresése hosszi, éles elmé;jii okoskodds segitségével meglepd tételekhez veze-
tett” (Széndssy 1992. 161).!

Ezzel szemben a helyettesitési kisérletek alig vonzottak figyelmet, és ha még-
is, akkor is kimeriilt a dolog a javasolt helyettesit§ axiémak ismertetésében — a
tovabbi metodoldgiai részletek nem képezték vizsgilodas targyit.

Az indirekt bizonyitdsok tdlreprezentaldsa és talértékelése a direkt bizonyita-
sok medddnek nyilvanitdsival és a helyettesitd kisérletek negligilasival egyiitt
azt a képet festi a nem-cuklideszi geometria felfedezéséhez vezet§ folyamatrol,
hogy kizardlag az indirekt médszer nyilvanithat6 (legaldbb utélag visszatekint-
ve) médszertanilag gyiimolcsozének.

Nincs ez médsként a Bolyaiak esetében sem. Béar Bolyai Farkas mindhdarom
modszerrel probdlta megoldani a problémit, az irodalom a legtobb figyelmet
indirekt kisérleteinek szenteli. A helyettesitési kisérletek modszertani részletei
pedig egyiltalin nem keriiltek az elemzések és vizsgalédasok latéterébe. Bar
a helyettesitési probalkozasok ignoraldsdnak nincs explicit indokldsa, a ki nem
mondott megfontoldsok nagyjabdl a kovetkezSképpen rekonstrudlhaték. A par-
huzamossagi posztulitum helyettesitésére szint matematikai allitds egyszerti-
ségének, konnyebb beldthatésdgdnak interszubjektiv megitélése és kozosségi
elfogadasa elsd ranézésre is problematikusnak ttinik. Nem csupdn aktudlis, mo-
dern nézGpontunkbdl, hanem mar az adott torténeti pillanatban is vildgos kel-
lett (vagy kellett volna) lennie annak, hogy barmely egyedi javaslat alapvetGen
vitathat6 lesz, kovetkezésképp a probléma végérvényes lezardsa ily médon nem
remélhetd. A helyettesitési kisérletek azt a benyomast keltik, hogy Iényegileg
elhibdzottak voltak, és emiatt tovibbi médszertani részleteik sem érdemelnek
figyelmet. Rdadasul dgy tiinik, hogy ez a megoldasi kisérlet nélkiil6z minden
tovabbi metodolégiai finomsagot: a mdédszer egy adott allitds egyszertiségére és
a konnyebb beldthat6sdgara vonatkoz6 igény bejelentésében, valamint ezeknek
a tulajdonsdgoknak a kozosségi kiértékelésében dsszegzddik.? Es bar a helyet-
tesit§ allitds és a parhuzamossigi posztuldtum logikai ekvivalencidja (egymads-

I ,Misok — jeles matematikusok mellett dicséségre vigy6 miikedveldk is — azon firadoz-
tak, hogy az euklideszi geometria tobbi alaptételére tdmaszkodva bebizonyitsdk az 5. posz-
tulditumot. Ez az 1t is terméketlennek mutatkozott mindaddig, amig direfr bizonyitdsokat
kerestek. Ezzel szemben meglepd eredményekhez vezettek azok az indirekt bizonyitasi kisér-
letek, amelyeket arra a feltevésre épitettek, hogy az euklideszi axiéma nem igaz.” (Széndssy
1970, 165. Kiemelések az eredetiben =T ].)

% Bolyai Farkas kapcsdn ez tgy finomodik, hogy azért is érdektelenck a médszertani rész-
letek, mert a Tentamenben szerepld nyolc helyettesitd axiéma egyet kivéve korabbi dllitdsok
alig modositott atvétele: ,Nagyon valdszint, hogy jé hisz év sordn gyarapodott ennyire ¢
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bol valé kolesonds levezethetGsége), amelyet a javaslattevének sziikséges volt
megmutatnia, toviabbi vizsgiloddsra érdemes Iehetne, ezt a médszer alapvetGen
problémids volta érdektelenné teszi.?

Bolyai Janos esetében az indirekt bizonyitdsok irdnti pozitiv elfogultsdg a ma-
sik két megoldasi kisérlet rovasiara még inkdbb kézzelfoghaté. A matematikator-
ténet-iras szerint Bolyai Janos 1821 eltt, amikorra is realizdlta, hogy a parhuza-
mosok posztuldtumdanak bizonyitdsa hidbavald, kizarélag indirekt prébdlkozasok
keretében prébilkozott problémdjanak megoldasaval (Széndssy 1992, 161). Az
irodalom azt is sugallja, hogy Bolyai Janos nem kisérletezhetett olyan elhibazott
vagy meddd médszerekkel, mint a direkt bizonyitds vagy a helyettesitési kisér-
let. A leirdasok kimeriilnek az indirekt médszer megnevezésében, és nem képez-
ték vizsgilodas targyit sem a modszertani részletek, sem a kisérletek episztemo-
16giai hozzdjaruldsa a végss, nem-cuklideszi fejleményekhez.

Mindezeket figyelembe véve a kovetkez6kben amellett kivainok érvelni, hogy
a Bolyaiak matematikai gyakorlata, igy Bolyai Janos 1821 tdjan kovetett modsze-
re sem a parhuzamosok posztuldtumanak reductio ad absurdum tipusi indirekt
bizonyitdsa. Ezzel Osszefiiggésben egyrészt azt képviselem, hogy a Bolyaiak
absurdum-keres§ médszere nem kizarélag az indirekt bizonyitdsokhoz kapcso-
I6dott, hanem a helyettesitési kisérletek keresésében is szerepet jatszott. Mas-
részt amellett fogok érvelni, hogy a Bolyaiak absurdum-keres6 médszere nem
logikai ellentmondds feltardsat, hanem ett6l kiilonb6z6 matematikai abszurdités
keresését célozta. Végiil megprobdlom azonositani az absurdum-vezérelt helyet-
tesitési kisérleteknek a Bolyai-geometridhoz valé eljutdsban jatszott episztemo-
l6giai szerepét.

1. A KET BOLYAI 1821 TAJAN KOVETETT MODSZERENEK
MATEMATIKATORTENET-IRASI BEALLITASA

A matematikatorténet-irds szerint Bolyai Farkas kutatdsainak els§ periddusara
az jellemzd, hogy meg volt gy§z6dve a parhuzamossigi posztulatum maradék
axiomarendszerbdl valé levezethet§ségérdl. Erre a meggy6z6désre alapozva pro-
balta cifolni a posztulitummal ekvivalens allitds tagadasat. Er6feszitésének irds-
beli dokumentaciéja, amelyet a Gausshoz 1804. szeptember 16-dn irott levélhez
mellékelt, Theoria Parallelarum néven vélt ismertté. A parhuzamossigi posztu-
latummal ekvivalens allitds, amelynek tagadédsit ellentmondds révén céfolni ki-
vanta, a kovetkez§ (SzEéndssy 1970. 156-157; Széndssy 1975. 104; Szénéssy 1992.
151): az egyenes tavolsdgvonala, azaz az egyenestdl egyenld tavolsdgra elhelyez-

szam, olyképp, hogy egyes axiémdk megfogalmazasihoz mar régebbi id6kben masok dltal ko-
zoltek kis médositdsa nytdjrott Bolyainak segitséget.” (Széndssy 1975. 107)
3 Lisd Bolyai Farkas kapcsan a II. pontban.



TANACS JANOS: A BOLYAIAK ABSURDUM-VEZERELT HELYETTESITESI KISERLETEI 129

kedd pontok alkotta vonal maga is egyenes. Gauss a vilaszlevélben raimutatott,
hogy Bolyai Farkasnak nem sikeriilt kielégitGen bizonyitania az ellentmondast.
Bolyai Farkas egy kiegészitésben (Supplementum 1808) prébalta orvosolni a prob-
1émat, ezt 1808. decemberi 27-1 levelében kiildte el Gaussnak. Ez a levél meg-
védlaszolatlan maradt. Az irodalom szerint Bolyai Farkas ekkortdjt 4 irinyban
kezdte keresni a parhuzamosok problémdjanak megoldasat: a parhuzamossagi
posztuldtumnal egyszertibb, konnyebben beldthat6 helyettesitd axioma keresé-
se évtizedekre lekototte a figyelmét (Széndssy 1970. 157; Széndssy 1975. 106;
Széndsy 1992. 153).

A Gausshoz irott levelezésben (a Theoria Parallelarumban és a Supplementum-
ban) kozzétett ellentmondaskeresés alapi korai bizonyitdsi kisérletek részle-
tesen keriilnek bemutatédsra és elemzésre (Széndssy 1970. 156—-157; Szénassy
1975. 103-106; Szénassy 1992. 150-153), és értékelésiik is alapvetGen pozitiv.
Ezzel szemben Farkas f6 mitivében, a Tentamenben (1831) publikalt helyettesi-
tési probalkozasok (Széndssy 1970. 157-161; Széndssy 1975. 107-109), médszer-
tanilag sokkal negativabb megitélésben részesiiltek. Ezek a probilkozasok ke-
vés figyelmet kaptak, és a Farkas dltal javasolt helyettesit§ axiomdk értékelése is
alapvet6en negativ. Két dolgot vetnek Bolyai Farkas szemére. Egyrészt, hogy a
javasolt helyettesit6 axiomak szindékuk ellenére egyaltalin nem szemléletesek
és egyszertiek (Széndssy 1970. 158; Széndssy 1975. 106). Mésrészt megalkotasuk
nem tlinik komoly intellektudlis munkanak, hiszen korabbi javaslatok kissé mo-
dositott dtvételének tiinnek.*

A helyettesit§ axiomak eldallitdisdnak mddszertani részletei pedig azért is
érdektelenek, mert ,,[az egyszerliség megitélésére igénybe vett] ’silyozas’ és
a felhaszndlt eszkozok szemléletességének kérdése azonban egyéni megitélés
dolga. A kivetkezGkben ezért sem az ekvivalencia, sem az egyszertiségi vizsga-
latokkal részletesen nem foglalkozunk.” (Széndssy 1975. 107.)

Ha a Bolyai Janos-féle nem-euklideszi geometria megformaldsianak folyamata
felé fordulunk, akkor azt latjuk, hogy a korai id§szak médszerét a parhuzamos-

* JNagyon val6szin(i, hogy j6 hiisz év sordn gyarapodott ennyire [nyolcra — T. J.] € szdm,
olyképp, hogy egyes axiémdk megfogalmazdsihoz mar régebbi id6kben masok altal kozoltek
kis médositdsa nydjrott Bolyainak segitséget” (Széndssy 1975. 107).

»Nem mind a kilenc helyettesitd axiéma Bolyai [Farkas — besziirds t6lem. 'T. ]J.] eredeti
alkotdsa, néhdny koziiliilk némi hasonldsdgot mutat el6z6leg mér ismert ekivalens posztuld-
tumokkal. A Tentamenben levé megfogalmazdsuk rendkiviil nehézkes, Bolyai szokatlan sz6-
haszndlata szinte elfedi a szemléletileg kénnyen beldthaté geometriai tartalmat.” (Széndssy
1975. 106.)

Széndssy miivének angol kiaddsiban némiképp sarkosabban fogalmaz: , The wording of
the substitute postulates proposed in the Tentamen is laboured, some statements are rather
vague and sometimes the involvement of the motion of time (tempus) conceals the otherwise
plausible geometrical contents. Their originality can also be questioned: they are much rather
the re-wording of attempts made during the earlier centuries to replace the parallel postulate.
What still endows them with some significance is that Bolyai just have thought over the proof
of their equivalence with the Euclidean parallel postulate.” (Széndssy 1992. 153.)
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sagi posztulditum valamely ekvivalensének tagadasara adandé reductio ad absur-
dum tipusu cafolat kereséseként jellemzik. Mivel Saccheri és Lambert is reductio
ad absurdum tipust indirekt bizonyitassal probélta a kérdést megoldani (Bonola
1955. 23; 43 és 97; Houzel 1992. 3 és Sommerville 1958. 11), és Bolyai Janos
modszere ugyanaz, mint az el6bbi két geométeré (Bonola 1955. 23 és 97; Stackel
1913. 76; Stackel 1914. 74), igy értelemszer, hogy Janosé is indirekt bizonyi-
tds. Howard Eves Janos mdédszerét ellentmondds keresését célzo kisérletként
jellemzi (Eves 1997. 61), mig Jeremy Gray olyan leirdsat adja Janos korai pro-
balkozéasainak, amely a pAirhuzamosok problémajanak reductio ad absurdum alapa
megoldasaihoz kozeliti: ,,Mindketten [ti. Bolyai Janos és L.obacsevszkij] abbéli
meggy6zidésiikben kezdtek a parhuzamosok problémajan dolgozni, hogy szert
tesznek az alternativ hipotézis kétséget kizaré cafolatira” (Gray 1979. 96).

Kiilénos, hogy sem Bonola, sem Eves, sem Gray nem hivatkoznak semmilyen
konkrét toreéneti evidencidra allitdsuk aldatdmasztasa céljabdl (Bonola 1955. 97;
Eves 1997. 61; Gray 1979. 96). Ezzel egyiitt igaz, hogy allitisuk kozvetett moé-
don megtimogathatd, és ehhez a leginkidbb kézenfekvd it a legjobb elérhetd
masodlagos forrdshoz, jelesiil a Paul Stackel dltal publikalt forrdsokhoz fordulni.
Stackel nem csupin Saccheri és L.ambert médszeréhez hasonlitja a Janos éltal
kovetett utat, hanem idéz egy olyan, Janostd6l szdrmaz6 fragmentumot, amely a
modszer részleteit illetGen is fontos adalékokkal szolgal. (A tovabbiakban ezt /.
Fragmentumnak fogom hivni.)

1.Fragmentum

»A XI. axima bebizonyithatdsira — frja Janos — elGszor azt az utat kovettem, hogy
bebizonyitsam, hogy az egyenessel egyenkozii vonal, azaz a sikban t6le mindeniitt

P

egyenld tdvolsdgra 1évE vonal szintén egyenes, és e végbdl megvizsgiltam, hogy mik
az ilyen vonal tulajdonsdgai az ellenkezd esetben.” Ma tudjuk, hogy Saccheri (1733)
és LLambert (1766) ugyanerre az ttra 1éptek és j6 darabot meg is tettek rajta (Stackel
1914, 74).°

> A fragmentum eredetije mint elsddleges forrds nem ismert, ezért csak a Stackel 4ltal
kozolt formdban 4ll rendelkezésiinkre. Fontos azonban, hogy a Bolyaiaktdl szirmaz6 idéze-
tek, szovegek, levelek stb. Stackel-féle kozlései rendkiviil precizek. Erdemes megjegyezni,
hogy Stackel 1913-as eredeti német munkdjinak egy évvel késébbi, 1914-ben kiadott magyar
nyelvi forditdsiban kozolt, a Bolyaiaknak tulajdonitott szovegek tokéletes egyezést mutat-
nak azokkal a forrdsokkal, ahol lehetgségiinkben all 6sszevetni a kett6t, igy példaul a késébb
alaposan elemzett, Bolyai Farkas dltal Jdnosnak kiildott 1820. dprilis 4-1 keltezési levelet is.
Mindez azt mutatja, hogy Stackel forditdja, Rados Igndcz a német fGszoveget leforditotta,
a forrdsokat viszont az elérhet§ eredetiben kozolte. Ennek alapjan j6 okunk van elfogadni
Stackel forriskozléseit azokban az esetekben is, ahol az eredeti nem 4ll rendelkezésiinkre.
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Szénissy szerint ,,[k]ezdetben Bolyai Janos is az indirekt bizonyitas ttjat kovet-
te, de 1825-ben 4j, forradalmian merész irdnyba indult el” (Széndssy 1970. 165).
Egy misik esetben pedig Bolyai Janos mddszerét kozvetleniil Bolyai Farkas in-
direkt kisérleteivel kapcsolja dssze:

Apja nyomdokain haladva, kezdetben (1820 koriil) Bolyai Janos is az euklideszi par-
huzamossigi posztulitum helyettesitGjének indirekt bizonyitdsival probilkozott. Ha-
marosan, talin még abban az évben, realizédlta az ilyen irdnyu kisérletek terméketlen-
ségét. (Széndssy 1992. 161, forditas t6lem —T. J.)

A matematikatorténet-irds tobbnyire az 1820-as évet tekinti a parhuzamosok
probléméjinak kutatisiban bekovetkezett gyokeres fordulat idejének: Bolyai
Janos ekkor adta fel azt a feltevését, hogy a parhuzamosok posztulituma a ma-
radék axiomarendszertSl nem fiiggetlen. A szakirodalom szerint ebbdl fakadéan
értelemszeriien feladta, hogy a maradék axiémarendszerbdl a parhuzamossagi
posztuldtumot levezesse, illetve bebizonyitsa. Ez a médszertani fordulat a két
Bolyai kozotti levélvaltassal keriil aldtdmasztisra (Gray 1979. 96-97; Gray 2004.
50-51).

A levélviltas elsg felvonasiban Bolyai Janos tudésitotta apjat arrdl, hogyan
gyiirk§zott neki a kérdés megoldasinak. Bolyai Farkas erre a hirre inkabb két-
ségbeesett, mint Oriilt, ezért vilaszlevelében megprébilta 6va inteni fide, fel-
vazolva azokat a rd var6 nehézségeket, amelyekkel majd szembe kell néznie.
A torténeti probléma az, hogy a levélpar els§ darabja, Janos Farkashoz irt levele
elveszett, ezért csupan Bolyai Farkas hires és bizonyos vonatkozasokban sokat
idézett 1820. aprilis 4-1 levele nydjt fogddzot a rekonstrukceiéhoz (Benkd 1975.
117-28).

A széban forgo levél elsd része, ahol Farkas elvileg 6va inti fidt (,,A parallela-
kat azon az dton ne probdld...”), a leggyakrabban idézet szovegek kozé tarto-
zik a Bolyai-féle geometria megsziiletésének kianonjabdl (Alexander 2006. 715;
Boyer 1968. 587; Gray 1979. 96; Gray 2004. 51; Martin 1975. 307; Rosenfeld
1988. 108; Struik 1981. 289-291; Stillwell 1989. 272; Szénassy 1992. 159; We-
szely 1981. 62-63; Weszely 2002. 62-39). Ezzel szemben a levél késébbi, mod-
szertani vonatkozasu részét alig idézik; ha mégis, akkor nem kotik 6ssze a levél
elsd részével (Weszely 1981. 62-63; Weszely 2002. 62-63). Ez azért is kiilonos,
mert a modszertani rész felvezet§ mondata igen erfsen rezondl az egyszer mar
elhangzott intésre. Bolyai Farkas tehit el@szor dltalinos formdban fogalmazza
meg a Janosra var6 nehézségeket, itt alapvetGen arrél van szo, hogy fogja az
életét szétzildlni a parhuzamosok problémdjival val6 foglalkozds. Ezt kovetGen
pedig a Bolyai Janos el6tt dll6 konkrét metodolégiai nehézségeket ecseteli: azo-
kat, amelyek a vélasztott médszerbdl fakadnak. (A tovabbiakban 2. Fragmentum
néven is hivatkozom a szévegre.)
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2. Fragmentum: Modszertani figyelmeztetés

Ne probild, soha meg nem mutatod, hogy azokkal a meg nem sz{ing mind egyméreék
béhajlasokkal valaha az alsé rectdt vagni fogja... egy 6rokké magiba vissza forgaté cir-
culus van ebbe a matéridba, sziinetlen becsal6 labirintus, mint a kincsdso elszegényiil,
aki ebbe elegyedik s tudatlanul marad. — Akdrmicsoda absurdumra menj ki, mind
semmi, nem teheted axiomdnak; felteszem, hogy A—t s akdrhdny oldalii polygonumor
lehet csindlni, ha nem igaz a parallelar{um] theoria, melynek minden szegleteinek summdja
omni dabili kisebb, s ezer efélék, a recta egyediil volna, mely a red irt perpendicularisokat
mind vdgnd, tobb recta nem volna, mely mind vdgna azokat — a legkisebb szegletbe
bé lehetne tenni a legnagyobb convexus angulust mind a két infinitum crussival.
Akédrmekkora, akdrmilyen kicsi summa duorum internorumra lehetne demonstrilni,
hogy vigja két recta egymdst akdrmilyen nagy rectdnak két végérdl, osztin a tobbit
cum rigore tudom; de mér ilyent axiomanak venni nem lehet. Mindenik demonstra-
tio sokbdl dll egyiitt, kiilon is némelyik hosszi — egyszer mind kézlom. Vannak olyan
axiomdk is az enyimek kozott, melyek hirtelen jéknak tetszenének; de nem jok, nem
tokéletes simplex s elég tiszta fundamentum egy olyan tudomanynak, amilyen a Geo-
metria. (Benkd 1975. 125.)°

Bolyai Janos alternativ hipotézis cafolasi kisérletét Jeremy Gray kozvetleniil Bo-
lyai Farkas elsd, altalanos figyelmeztetésével kapcesolja 6ssze Gray (Gray 1979.
96): ez azt sugallja, hogy a Farkas dltal Janosnak tulajdonitott médszer ellent-
mondas-keresd eljards. Bar Farkas csak itt, a levél médszertani figyelmeztetést
tartalmazé részében hozza széba az absurdumra kifuttatott prébéalkozésok kudar-
cat, elsd latasra ugy tiinik, hogy a Mddszertani figyelmezterés alaitamasztja Gray és
Széndssy modszertani olvasatit, miszerint az 1820-as évben Bolyai Janos — apja
nyomdokain haladva — valdban reductio ad absurdum tipust indirekt eljarassal
kisérletezett.

Miel6tt megprobalnam részleteiben megmutatni, hogy miért elégtelen, illet-
ve téves a levél mdédszertani olvasata, és ezzel egyiitt a Bolyaiak médszerének
leirdsa, 6sszefoglalndm a korvonalaz6dé matematikatorténeti képet.

A kép ot f6 alkotéelembdl all. Az els6, hogy Bolyai Janos mddszere megegye-
zik Saccheriével. Ez az allitds azonban, legalibbis ahogy megjelenik a publika-
ci6kban, inkdbb kinyilvanitisként van jelen az irodalomban, 1ényegében nincs
alatdmasztva kozvetlen torténeti evidencidkkal. A méasodik képalkoté elem az a
Janosnak tulajdonitott médszertani leirds (az 1. Fragmentum), amelyet csak Stac-
kel kozlésébdl ismeriink. Annak ellenére, hogy ez csak masodlagos forrés, j6

Vo, Stackel német miivének magyar forditdsdval (Stackel 1914, 74-76), amelyben a fenti
levelet eredeti nyelvén, azaz magyarul kzo6lték, valamint az eredeti német miivel, amely szd-
mdra viszont Rados Ignic a levelet forditotta le németre (Stackel 1913. 76-78).
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okunk van elfogadni, mint téredékes, de hiteles beszimol6t.” A harmadik ele-
met SzEéndssy azon éllitdsai alkotjdk, amelyek szerint Bolyai Janos mdédszere az
indirekt bizonyitas volt, és ez hasonlatos, illetve 6ssze is kapcsolhat6 Bolyai Far-
kas korai id§szakanak indirekt eljardsaval. Ezek az dllitdsok ismét csak kdzvetlen
torténeti aldtimasztds nélkiil dllnak. A negyedik elem az a kapcsolat, ahogyan
Jeremy Gray 6sszekoti az alternativ hipotézis cifoldsira irdinyul6 Bolyai Janos-fé-
le korai kisérleteket Bolyai Farkas 1820-as levelének altalanos intelmeket meg-
fogalmazo részével (Gray 1979. 96; Gray 2004. 50-51). Ez vezet el végiil a jelen
pillanatban legkonkrétabb és legerGsebbnek t{ing torténeti evidencidhoz, Bo-
lyai Farkas Janoshoz frott leveléhez. A levél médszertani intelme, amellett, hogy
lefrasat adja Janos mddszerének, hivatkozik az absurdumra kifutd bizonyitdsra.
Ez alapjian végre megalapozottnak tiinik az allitds, hogy Bolyai Janos mddszere
1820 tajan a reductio ad absurdum tipusu indirekt bizonyitéds Iehetett.

L A KET BOLYAI TENYLEGES MODSZERE: ABSURDUM-VEZEREL'T
HELYETTESITESI KISERLETEK REDUCTIO AD ABSURDUM-TIPUSU CAFOLASI
KISERLETEK HELYETT

A kovetkez6kben a fenti két fragmentum mddszertani tjraértelmezésée kiva-
nom elvégezni.

Az 1. Fragmentum alaposabban szemiigyre véve j6 néhany érdekességet mu-
tat. Az els§ az, hogy azoknak a vonalaknak a zu/ajdonsdgdra koncentral, ame-
lyeknek egy sikbeli egyenest6l mért tivolsidga dllandé. A masodik jellegze-
tesség, hogy a szoveg nem beszél a bizonyitdsi folyamat végpontjardl: nincsen
sz6 arrél, hogy a végcél a parhuzamossigi posztulatum igazsiganak ellentmondds
révén torténd bizonyitdsa lenne. Az eljards bnmagéban vett céljanak a parhuza-
mossagi posztuldtummal logikailag ellentétes eset elemzése tlinik, nem pedig a
cafolata. Ezek a sajatossagok egyiitt Bolyai Janos médszerét megkiilonboztetik a
fentebb latott reductio ad absurdum tipusi indirekt kisérletektdl, vagy legaldbbis
megkérddjelezik, hogy valéban ez ut6bbirdl van-e itt szo.

Erdemes felfigyelni arra, hogy a széban forgé fragmentum elsé mondata a
parhuzamossagi posztulitummal ekvivalens éllitds direkt bizonyitdsat sejteti.
Kovetkezésképpen: a kisérlet datfogéd célja akar a parhuzamossagi posztuldtum-
mal ekvivalens allitds bizonyitdsa is lehet, amelyhez a logikailag ellentétes eset
elemzése egyfajta eldzetes vizsgalodas a végss cél, azaz a kozvetlen bizonyitas
megalkotasa érdekében. Ez pedig Gijabb timpont ahhoz, hogy ne tekintsiik nyil-
vanvalonak: itt valéban az indirekt médszer leirdsar6l van szo.

Az egész azért zavarba ejtd, mert a szoveg egy olyan sémat ir le, ami cél-
jat tekintve a direkt bizonyitdshoz illeszkedik, mik6zben a részletek némiképp

7 Lidsd az 5. ldbjegyzetet.
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magukon hordjik a reductio ad absurdum jegyeit is, de ennek megkiilonboztetd
jegye: a cifolasi szindék emlitése nélkiil.

Attérve a 2. Fragmentum elemzésére, az dltaldnos figyelmeztetéssel indit6 rész
alapjan (,,A paralleldkat azon az ttan ne prébald: tudom én azt az utat is mind
végig...” Benk§ 1975. 123), valamint a médszertani figyelmeztetés részletessé-
ge alapjan indokoltnak tiinik, hogy a leirt eljarast Bolyai Farkas médszerének
tekintsiik. Bolyai Farkas pedig gy beszél a leirt médszerr6l, mint amely Bo-
lyai Janosnak is sajitja. Itt fontos emlékezniink ra, hogy a levélvaltis els6 levele
elveszett, ugyanakkor az, ahogyan Bolyai Farkas fidnak mdédszerét jellemzi, és
parhuzamba vonja sajat kordbbi kisérleteivel, nem tekinthetd§ az els§ levéltsl
fiiggetlen, véletlen mozzanatnak. Ez alapjan az elsd, Bolyai Janos-féle levelet
egy részletes modszertani beszimolénak gondolhatjuk, és j6 okunk van feltéte-
lezni, hogy Bolyai Farkas pontosan azt a médszert és kovetkezményeit ecseteli,
amit Janos eredetileg a levelében felvizolt. Ezzel egyiitt is érdemes tovabbi ér-
vekkel aldatimasztani, hogy val6ban van alapunk Bolyai Janos probalkozasaként
is latni a Bolyai Farkas éltal leirtakat.

A ,,meg nem szlinG mind egymértéki béhajlasok” kifejezés egy egyenes to-
rott tivolsdgvonaldra utal, azaz egy olyan torott vonalra, amely bizonyos pontjai
egy egyenestdl egyenld tivolsdgra vannak, és e pontokat egyenes szakaszok ko-
tik 6ssze. Ez az a torote tivolsagvonal, amelynek tulajdonsagait Janos az 7. Frag-
mentum szerint az ,ellenkez§ esetben” (azaz amikor hamis az allitds, hogy ,,az
egyenestdl egyenld tavolsiagra 1évE vonal egyenest alkot”) vizsgilni kezdte. Van
azonban egy toredék is, amelyben Bolyai Janos az ,,egyenletes polygondlis vonal
vagy tort egyenes” vizsgalatar6l — tehét olyan esetr6l, amikor a parhuzamosok
posztulituma nem igaz — beszél (Stackel 1913. 234; Stackel 1914. 235).8

Bolyai Farkas a 2. Fragmentumban tehat pont olyan torott tivolsdgvonalakrél
beszél, mint amelyek vizsgalatira Janos is utal az /. Fragmentumban. Kovetke-
zésképpen a két mddszertani vonatkozasi toredék egymadssal szoros kapcsolat-
ban van a ,,meg nem sz{ind mind egymértékiien béhajlé vonalakon” keresztiil.

A 2. Fragmentum moédszertani figyelmeztetésében felfigyelhetiink a szoveg-
ben egy toréspontra: a kezdémondat (,,Ne probald, soha meg nem mutatod, hogy
azokkal a meg nem sz{ing mind egymértékii béhajldsokkal valaha az alsé rectat
vagni fogja”) intése a gondolatjelig valéban értelmezhetd lenne a parhuzamossa-
gi posztulatummal ekvivalens 4llitds céfoldsi kisérleteként. A gondolatjelet ko-
vetd rész azonban nem. Hogy miért nem, az a ,,meg nem sziinGen egyméreéki

8 A teljes szovegkornyezet: ,,Valamely tetszés szerinti egyenletes polygonilis vonal vagy
tort egyenes vizsgilata, melyre a pairhuzamosaknak arra a feltevésre timaszkodé értelmezése
inditott, hogy van két egyenes, melyeknek tivolsidga mindeniitt egyenld, ép tigy mint atydm-
ndl, ndlam is az elsd Ut vagy gondolat volt, melynek alapjin a XI. axiémdt vagy X-et [Bolyai
Janos és Farkas jelolése a rémai tizenegyes szam jelolésére — 1. ].] bebizonyitani, helyeseb-
ben és biztosabban vele tisztdba jonni prébédltam és bebizonyitani vagy eldonteni torekedtem,
hogy minden ilyen fajta vonal vagy 6nmagéba tér vissza, vagy legalibb csomds.”
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1. dbra. Az ,,egymértékiien béhajlé vonalak” konstrukcidja Bolyai Farkasnal.
(Az eredeti dbra lel6helye: Stackel 1914/2, 105.)

béhajl6 vonalaknak™ Bolyai Farkas kisérleteiben jitszott kiilonb6z6 szerepeibdl
érthetd meg.

Nem meglepd, hogy ezek a ,,meg nem szlinGen egymértékii béhajl6 vonalak”
Bolyai Farkas megoldési prébalkozdsaiban is visszatér§ szerepet jatszottak: nem
csak a szoban forgo levélben beszél sajatjaként roluk, hanem a publikalt kisérle-
tekben is azonosithaték, ahogy azt latni fogjuk (Stackel 1914. 43-44).

A ,meg nem sziinden egymértékii béhajlé vonalakat” két Iépésben alkotja
meg Bolyai Farkas. Az elsG [épésben az egyenestsl egyenld tavolsiagra 1évE to-
rétt vonalat konstrudlja meg. Masodik 1épésként pedig e toroet vonal abe, bed,
cde ... szogeinek egybevagdsigit kell bizonyitani a pirhuzamossagi posztulatum
nélkil (7. dbra).

Bolyai Farkas azt prébalta megmutatni, hogy az a, 4, ¢, d, ... pontokra illesz-
kedd, és egyenls abe, bcd, ... hajlasi szogl torote vonal az alsé vonalat (azaz az

A, B, C, D, E, F...pontokra illeszked§ egyenes vonalat) metszeni fogja. Ha ez
kivitelezhet§ lenne, akkor val6ban reductio ad absurdum tipusu indirekt bizonyi-
tasi eljarasnak tekinthetnénk. Meglatisom szerint azonban Bolyai Farkas a le-
vél médszertani részének toréspontjit kovetden (az ,,[a]kdrmicsoda absurdumra
menj ki, mind semmi, nem teheted axiomanak...” részt6l kezd6dGen) masfajta
modszerre utal. Amir6l itt sz6 van, az a helyettesitési kisérletek médszeréhez
kapcsolédik. Emellett tobb érv is sz6l. Els6ként az, hogy a gondolatjel tipog-
rafiailag is két részre osztja a széveget; ez is a médszertanra vonatkozé meg-
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jegyzésekben torténd valtast jelzi. A masodik érv, hogy Bolyai Farkas itt olyan
allitasrol beszél, amely amellett, hogy absurdumot fejez ki, valamiképpen axiéma-
ként allithat6. Harmadszor, miutin felsorol j6 néhany, a pirhuzamossigi axioma
hamissdga esetén kijelenthetd allitast, ezen allitdsok mint potencidlis axiomdk t6-
kéletességének és egyszertiségének problémdjardl ir. Mindez sokkal inkdbb a
helyettesitési esetek problémairdl sz616 eszmefuttatdsnak tiinik, mintsem a par-
huzamossagi posztulitum remélt cafolasi kisérletei sordn el§allé nehézségekrsl
sz016 beszamolonak. Ezekre alapozva azt dllitom, hogy Bolyai Farkas beszamo-
16jat az ’absurdum’ kifejezés ellenére sem tekinthetjiik egy szokdsos értelem-
ben vett reductio ad absurdum tipust eljaras leirdsinak.

A legfontosabb, ami itt hidnyzik, hogy igazi reductio ad absurdum eljarisnak te-
kinthessiik, a logikai ellentmondds kritériuma. Bar a levél médszertani részének
a gondolatjelig tarté szakaszdra is igaz volt, hogy az ellentmonddésra hivatkozas
nem torténik meg, de volt alapunk indirekt médszernek rekonstrudlni. gy egy-
fel6l igaz, hogy az ellentmonddsra hivatkozas hidnydban nem kell automatikusan
elvetni az eljaras indirekt jellegét. MéstelSl azonban legaldabb egy rekonstrukcié
keretében tudni kell megmutatni, hogy indokolt a kontextus hallgatélagos in-
formdciéi alapjan az ellentmondés keresésére kovetkeztetni. Ott azonban, ahol
Bolyai Farkas felsorolja a képtelenséget kifejezd allitasokat, nincs olyan tovabbi
evidencia, amely a logikai ellentmondés implicit jelenlétét mutatnd, ahogy &
sem ldtszik ellentmondénak tekinteni 6ket. Es emlékezziink ré, hogy az ellent-
monddsra utalds hidnyzik az 1. Fragmentumbdl is.

Hogy lehet azonban egy abszurditds axiéma? A szoveg ugyanis azt sugallja,
hogy err6l van sz6. Ertelmezésem szerint nem az abszurditdst kijelentd allitds,
hanem annak tagadasa lehet axiéma.

Ha a sz6ban forgd, abszurditdst kifejezd allitas valoban ellentmondést ered-
ményezne, akkor az euklideszi parhuzamossagi posztulatum nélkiil megmaradé,
tn. maradék axiomarendszer kiegészitése vele az egész rendszert inkonzisztens-
sé tenné. Ez azt jelenti, hogy az abszurditast kifejezd éllitds zagaddsdr lehetne a
maradék axiomarendszer logikai kovetkezménynek tekinteni. Feltéve, hogy a ma-
radék axiomarendszer konzisztens, a maradék axiomarendszer b&vitése logikai
kovetkezményével (azaz: az abszurditast kifejezd allitds tagaddsaval) nem lenne
informativ, nem tenne hozz4a semmit a maradék axiomarendszerhez.

Mis azonban a helyzet, ha az abszurditést kifejezg allitis nem eredményezne
ellentmondast. Ekkor az allitds tagaddsa nem logikai kovetkezménye a maradék
axiémarendszernek, ezért az axiémarendszer tartalmasan, informativ médon bé-
vithet§ a tagadott allitdssal. Addig van tehit értelme a maradék axiomarendszer
bévitésérdl beszéElni, legyen sz6 akar az abszurditdst kifejezd allitasrol, akar a ta-
gadasarol, amig a képtelenség nem jelent logikai ellentmondast.

Nézziik, milyen torténeti evidencidk szélnak amellett, hogy Bolyai Farkas
valéban az abszurditdst kimond6 allitds tagaddsaval kivinja a maradék axioma-
rendszert kiegésziteni.
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Bolyai Farkas a Tentamenben négy axiémacsoportba sorolva dsszesen nyolc
helyettesitd axiomadra tesz javaslatot. Az egyes csoportok a helyzet, a quantitds,
az eltérés és a hasonldsag axiomdi. Az elsd két csoportba 3-3 alaptétel tartozik,
ezt egésziti ki egy eltéréssel és egy hasonlésdggal kapcsolatos axioma. A harom
helyzeti axioma koziil rogton az elsé a kovetkez&képpen hangzik:

Barmennyire is novekedjék valamely egyenes, a belsd szogek dsszege, melyeket vele
két olyan egyenes alkot, a mely t6le ugyanannak a siknak ugyanarra az oldalara esik,
folytonosan fogyva, nem vilhatik kisebbé biarmely megadhat6nil, hacsak az a két
egyenes nem metszi egymast (Stackel 1913/2. 98; Stackel 1914/2. 101).

Vessiik 6ssze ezt az axiémajavaslatot a 2. Fragmentumban szerepld, abszurdként
jellemzett alabbi kijelentéssel:

Akédrmekkora, akdrmilyen kicsi summa duorum internorumra [két belsd szogosszeg-
re] lehetne demonstrilni, hogy vigja két recta egymdst akarmilyen nagy rectdnak két
végérol.

Mig az axiémajavaslat azt allitja, hogy a bels§ szogek Gsszege nem valhat kiseb-
bé barmely el6re megadhato ércéknél, addig a parhuzamosok elméletének nem
igaz volta arra az abszurditdsra fut ki, hogy a belsd szogek 0sszege barmely el6re
megadhat6 ércéknél kisebb értéket felvehet. Lathatd, hogy e vonatkozdsban a
két dllitds egymasbdl logikai tagaddssal kaphat6. Bolyai Farkas tehat a Tentamen-
ben 1831-ben olyan allitdst javasolt a pirhuzamossagi posztuldtumot helyettesi-
t§ axiominak, amelynek ragaddisdr az 1820. aprilis 4-i levelében abszurditdsnak
nevezi. Erdemes tehit felfigyelni, hogy ez uz6bbi abszurditds az, amit nem tekint
logikai ellentmondasnak.

Ennek fényében Bolyai Farkas kordbbi mddszertani leirdsa igy lathaté, hogy
a parhuzamossagi posztulitum nem igaz voltdbdl levezetendd absurdumrdl van
sz0, de az elGillé abszurditdst nem tekinti logikai ellentmondasnak, logikai taga-
dasat pedig helyettesitd axiomanak javasolja. Bolyai Farkas tehat nem az abszur-
ditdst, hanem tagadésat teszi axiominak. Kovetkezésképpen az a megjegyzése,
hogy akarmilyen absurdumra fusson is ki az eljaréds, azt eredményiil kapott allitas
nem tehetd axiomanak, az elliptikus beszédmddnak tulajdonithaté. Mindaddig,
amig az absurdumot a logikai ellentmondéssal azonositjuk, nem értelmezhetd,
hogy akar az ellentmonddst, akdr a tagaddsat axiomaként javasolhassa a maradék
axiomarendszer kiegészitésére. Az iménti gondolatmenet azonban plauzibilissé
valik, ha itt olyan @dsurdum-keresd eljarasrol van szo, amelynek eredménye nem
logikai ellentmondads, és amelyeknek tagaddsdval a maradék axiomarendszer ki-
egészithetd.

Foglaljuk 6ssze az eddigieket. Van két fontos médszertani toredék, és mind-
kett§ annak a feltevésnek a vizsgilatardl szol, hogy a parhuzamosok posztuldtuma
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nem igaz. Az egyik kozvetleniil, a masik kézvetve, de megalapozottan hozhat6
kapcsolatba olyan (torott) vonallal, amelynek toréspontjai egyenld tavolsagra he-
lyezkednek el egy egyeneshez képest. Annak ellenére, hogy a parhuzamossigi
posztulatummal ellentétes felvetés vizsgilatardl szélnak, azaz indirekt médszert
sugallnak, egyik toredék sem utal arra, hogy a vizsgalddas célja ellentmondis ke-
resése lenne. Bar a médszertani intés els§ mondatai rekonstrudlhatok egy ellent-
mondas keresését célzo eljardsra utalé megjegyzésként, de a fragmentum haté-
rozott tipografiai torésponttal rendelkezik. E téréspontot kovetSen azonban egy
olyan absurdum-keres§ eljaras részletes leirdsat taldljuk, amely kapcsdn feltling
az ellentmonddsra torténd explicit vagy implicit utalds hidnya. Raadasul az el-
jaras kifejezett céljanak tiinik olyan allitdsok taldlasa, amelyek helyettesit§ axio-
mik lehetnek, és amelyek legnagyobb problémdja, hogy nem elég egyszertick.
A toréspontot kévetden tehdt a levél az indirekt bizonyitas jellemzése helyett
sokkal inkdbb a helyettesitési-szimplifikacids eljards modszertani leirdsanak tii-
nik. Azt els6re valéban kiilonosnek kell tekinteniink, hogy Bolyai Farkas a he-
lyettesitd eljaras osszefiiggésében beszél bizonyos allitdisok matematikai abszur-
ditdsarol, és hogy a helyettesit§ axiomékat elGallité modszer absurdum-keresd
eljarasként jelenik meg. Ezt azonban segit értelmezni, hogy az egyik széban
forg6 abszurd matematikai allitds tagadasa a Tentamenben valéban egy lehetséges
helyettesitd axiomaként kertiil el§. Kovetkezésképpen, a széban forgé médszer a
megfeleld helyettesit§ axiomakat elGallité absurdum-keresd eljaras jellemzésének
tlinik. Ezt a helyettesit§ axiomakat generalé absurdum-kerest eljarast az 1820.
aprilis 4-1 levél szovegének fényében nem csupan Bolyai Farkas, hanem Bolyai
Janos modszerének jellemzéseként is kell latnunk. Eszerint korrigalni kell azt a
matematikatorténeti bedllitast, amely szerint Bolyai Jdnos kizar6lag az indirekt
bizonyitas keretében préobilkozott 1820-1821 tdjan a parhuzamosok probléma-
javal.

Ha a két Bolyai médszerének fenti jellemzése helyes, akkor annak van né-
hany tovabbi fontos konzekvencidja is. Els6ként az, hogy a reductio ad absurdum
moédszert a neve ellenére rendszerint nem csupan egy képtelenség keresésének
eljarasaként, hanem a logikai ellentmondas taldlasat célzé 1épéssorként kezelik.
Misként: a matematikai @dsurdumot altalaban azonositjak a logikai absurdummal,
és ez utobbit pedig a logikai ellentmonddssal. A két Bolyai fentebb rekonstruélt
moédszere a helyettesit§ axiomak elGillitdsira azonban csak akkor tekinthetd 7e-
ductio ad absurdumnak (RAA), ha megkiilonboztetjiik a logikai reductio ad absur-
dumtdl, azaz a reductio ad contradictionemtl (RAC).

A matematikai abszurditds tehét a Bolyaiak szdmaéra olyan matematikai kiilo-
nosség vagy paradoxon kijelentése, amely maga nem hamis, és amelynek taga-
désa igaznak fogadhaté el. A Bolyaiak szdmara tehdt a matematikai abszurditas
fogalma elvalik a logikai abszurditds vagy logikai ellentmondds fogalmatdl.
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IV. AZ ABSURDUM-VEZERELT HELYE T TESITESI
KISERLETEK MODSZERENEK EPISZTEMOLOGIAI HOZADEKA
A KET BOLYAI SZAMARA

Fontos és nem kézenfekvs kérdés, hogy a absurdum-vezérelt helyettesitési ki-
sérletek gyakorlata hogyan érinti a Bolyaiak vizsgil6ddsainak eredményeit.
Sokkal jobban megérthetjiik a dolgot, ha kontrasztba 4llitjuk Saccheri esetével.
Saccheri esetében helyesnek ldtszik a leirds, hogy a parhuzamossagi posztula-
tum tagaddsdbol fakadé kovetkezmények vizsgdlédasanak célja logikai ellent-
mondas jellegli absurdum keresése volt. EzErt aztan amikor azt taldlta, hogy nem
lehet kizarni egymdashoz vég nélkiil kozeledd egyenesek 1étezését, akkor ezt
az aszimptotikus viselkedést az ,,egyenes természetével ellentétesnek” taldlta
(Bonola 1955. 43; Gray 1979. 51-62; Rosenfeld 1988. 98-99). Eredményét tgy
értékelte, hogy amit az egyenesek viselkedése kapcesan fellelt, az olyan problé-
ma, ami megengedi szimara a parhuzamossagi posztulditum igazsdga bizonyita-
sdnak lezardsat. Szamara tehdt a feltart kovetkezmény logikai ellentmondasként
funkcionilt.

Ha azonban valaki azt gondolja, hogy a pirhuzamosok probléméjiat megoldotta
és ezért a probléma lezarhat6, akkor ez kizédrja, hogy a nem-cuklideszi geomet-
ria megalapitdja legyen. A nem-cuklideszi geometria megalapitdsa ugyanis an-
nak elfogadasat feltételezi, hogy az euklideszi geometridnak olyan alternativija
van, amely nem all ellentmondasban vele. Masként: legalibb implicit médon el
kell fogadni a parhuzamossdgi posztulitum fiiggetlenségét a maradék axioma-
rendszertSl. Aki pedig azt hiszi, hogy a parhuzamosok probléméjit megoldotta,
legalabb implicit médon hiszi a pAirhuzamossigi posztulatum fiigg&ségét a mara-
dék axiémarendszert6l. Az a vélekedés tehat, hogy a parhuzamosok problémadja
nincs megoldva, sziikséges, bar nem elégséges feltétele a probléman valé mun-
kalkodédsnak. El6feltétele a nem-cuklideszi geometria felé vezetd folyamatnak.
Ebbdl a szempontbdl pedig dontd, hogy a két Bolyai nem azonositotta az dltaluk
tellelt absurdumot logikai ellentmondésként vagy valami olyasmiként, ami szé-
mukra a vizsgal6das lezarasit eredményezhette volna.

A kordbbi matematikatorténeti kép szerint gy lehetett volna latni a két Bo-
lyai és Saccheri kozti kiilonbséget, hogy mindnydjan ellentmondast kerestek, de
szemben a két Bolyaival csak Saccheri vélte tgy, hogy azt is taldlt. Az Gjonnan
rekonstrudlt médszertan fényében azonban a dolog gy néz ki, hogy a Bolyaiak
nem ellentmondast, csupdn abszurditdst kerestek, és azt is taldltak.

Erdemes felfigyelni arra a korkorosségre, amit az eredményeink felszinre
hoznak. A koribbi matematikatorténeti kép szerint ugyanis tgy festett a dolog,
hogy a Bolyaiak attél fiiggetleniil azonositottdk volna matematikai abszurditds-
ként a modszer altal szolgiltatott eredményeket, hogy ellentmondast kerestek.
Az 1) kép fényében azonban nem ez a helyzet: a médszer céljabdl fakadé eléze-
tes varakozds és a modszer altal szolgaltatott eredmények azonossdgot mutatnak,
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és egy olyan kort rajzolnak, hogy mind a Bolyaiak, mind Saccheri azt taldltdk,
amiért el6zetesen elindultak. A médszer altal szolgdltatott eredmények értéke-
Iése valamilyen médon nem fiiggetlen attdl, ami a médszer eredendd célja. Ez
a matematikatorténeti eset azt sugallja, hogy a matematikai eredmények éreé-
kelésében az el6zetes varakozasoknak és szindékoknak nagyobb szerepe lehet,
mint azt gondolni szokds.

V. TAVLATOK

A matematika- és tudomédnytérténet szamos torténetet ismer azzal kapcesolat-
ban, hogy bizonyos matematikai fogalmak milyen Iényeges véltozdsokon men-
tek keresztiil. Ebb6l a szempontbdl az absurdum, illetve a reductio ad absurdum
kifejezések tjabb példit szolgdltatnak, és megerdsitik azt a torténeti médszerta-
ni hozzaallast, hogy minden centrélis filozéfiai, tudomanyos és matematikai ter-
minust szemantikailag terheltnek kell tekinteni, és azzal az alapvet§ gyantval
kell kozeledni hozzajuk, hogy esetleg mast jelentenek, mint amit evidensnek
vesziink.

Hasonléan dltalanos formédban szeretném felvetni azt a kérdést, amit a jelen
esettanulmédny sugall, jelesiil, hogy a nem-empirikus vizsgidlédasok esetében
mennyiben taldlhat6k analdg jelenségek azzal, mint amit a tudoményfilozéfiai
a megfigyelések elméletterheltsége kapcsan a megfigyelési varakozdasoknak az
észlelésben jatszott szerepével 6sszefiiggésben jol ismer.
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