
Bevezetés

Kompozitok rétegközi törésével foglalkozó szakiro-
dalomban igen gyakori a magasabb rendû elméletek al-
kalmazása. Ezek az Euler-Bernoulli rúdelmélet mellett
lehetõvé teszik különféle korrekciós függvények szár-
maztatását. A rétegközi törés I-es, II-es és kevert I/II-es
terhelési módok hatására következhet be. KANNINEN [1]
klasszikus munkája az I-es módú, ún. DCB (double-can-
tilever beam) próbatest esetére mutatja be a Winkler-féle
rugalmas ágyazás alkalmazását. Késõbb WILLIAMS kiter-
jesztette ezt a megoldást ortotróp anyag esetére is [2].
Ezt a megoldást más szerzõk munkáiban is megtalálhat-
juk [3, 4]. KANNINEN és WILLIAMS elegáns megoldása
alapján II-es módú terhelési esetre is születtek hasonló
megoldások. DING és KORTSCHOT [5] bemutatott egy
ilyen modellt, de a levezetett egyenletek túlságosan bo-
nyolultak voltak, másrészrõl pedig nem lehetett õket
közvetlenül alkalmazni. Késõbb WANG és QIAO [6] új
megközelítésben vizsgálta a problémát. A származtatott
egyenletek hasonló formát öltöttek, mint KANNINEN és
WILLIAMS megoldása, mindemellett közvetlenül alkal-
mazható formulát sikerült levezetniük a II-es módú, ún.
ENF (end-notched flexure) próbatest rugóállandójára és
repedésterjedési energiájára.

ELS (end-loadwed split)
típusú próbatestek mélyebb
analízisét tûztük ki célul az
említett munkák alapján.
Az ELS típusú próbatestnek
két formája ismeretes. Az
1. ábrán ezek láthatók. Az
1a. ábrán az ELS-II, míg az
1b. ábrán az ELS-I/II pró-
batestet mutatjuk be. Az
ELS típusú próbatesteket
HASHEMI és társai használ-
ták fel kísérleti vizsgálatok-
hoz [7, 8]. HUTCHINSON és
SUO [9], valamint BAO és
társai [10] az ELS típusú
próbatesteket elvi szem-

pontból elemezték. Tanulmányunk célja, hogy az emlí-
tett kétféle próbatestre a rugóállandót és a törési energi-
át pontosabban határozzuk meg. Az analízishez többek
között a Winkler-Pasternak-féle rugalmas ágyazást is
felhasználjuk. A Pasternak-féle ágyazás [11−13] azt fel-
tételezi, hogy az ágyazás és a rúd kapcsolódási pontjai-
ban nemcsak erõk, hanem nyomatékok is ébrednek, ezek
arányosak a rúd szögelfordulásával. Kevert módú próba-
testek esetén fontos a teljes energia I-es és II-es kompo-
nensekre való szétválasztása. A szakirodalomban két
analitikus módszer ismert ennek megoldására. A globá-
lis módszert WILLIAMS fejlesztette ki [14], azt megtalál-
juk DUCEPT és társai [15], valamint BRUNO és GRECO

munkájában is [16]. A lokális módszer SUO és HUTCHIN-
SON [17] munkáján alapszik, azt szintén számos szerzõ
felhasználta [15, 18]. Szimmetrikus esetben a két mód-
szer azonos eredmény ad. Munkánkban ezért csak a glo-
bális módszert alkalmaztuk és egészítettük ki magasabb
rendû elméletekkel.

1. A próbatestek analízise

1.1. Rúdelméletek alkalmazása

Az ELS-II próbatest rugóállandójára a következõ
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1. ábra. ELS típusú kompozit próbatestek. a − II-es módú ELS próbatest; b − I/II-es módú
ELS próbatest
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összefüggés fogalmazható meg elõzõ tanulmányok alap-
ján:

(1)

ahol az elsõ tag az Euler-Bernoulli rúdelmélet, a máso-
dik tag a Saint Venant-féle hatás [3], az utolsó tag pedig
a repedéscsúcs nyírási deformációjának [6] figyelembe-
vételével származtatható. A repedésterjedési energia az
IRWIN-KIES képlet [5] felhasználásával számítható:

(2)

Így az energia a (2) egyenletbõl:

(3)

Ugyanígy fel lehet írni a az ELS-I/II próbatest hason-
ló mennyiségeit is. A rugóállandó:

(4)

ahol az elsõ tag az Euler-Bernoulli rúdelmélet, a máso-
dik a Winkler-Pasternak-féle rugalmas ágyazás [11, 12],
a harmadik a Saint Venant-féle hatás [3], az utolsó pedig
a nyírási deformáció figyelembevételével határozható
meg. A (4) képletben szereplõ szorzó:

(5)

A repedésterjedési energia I-es és II-es módú kompo-
nense a globális módszer [14] alkalmazásával:

(6)

(7)

A teljes energia a (6) és (7) képletek összegzésével
számítható. A repedésterjedési energia II-es módú kom-
ponense a két próbatest esetén azonos, mint ahogy az a
(3) és (7) egyenletekbõl látható.

1.2. A repedési hossz korrekciója

A terhelõ fej rádiusza miatt a közte és a próbatest kö-
zött létrejövõ érintkezési vonal helyzete a terhelés válto-
zásával változik. Így a geometriai viszonyok megváltoz-
nak, a repedés hosszát módosítani kell. Ennek megoldá-
sára egy közelítõ módszert alkalmaztunk az Euler-
Bernoulli rúdelmélet alapján. A korrigált távolságok:

(8)

és

(9)

Ugyanilyen megfontolások alapján az ELS-I/II pró-
batestre is el lehet végezni ezt a számítást. Azonban csak
a χ együttható értéke változik:

(10)

Az egyenletekben a a korrigált, a* a repedési hossz,
és hasonlóan, L a korrigált, L* a mért hossz. Továbbá δ a
kísérletileg mért elmozdulás. A terhelõfej rádiusza:
R=10 mm.
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2. Kísérletek

2.1. Próbatestek és 
kísérleti berendezés

Az egyirányú üvegszál
erõsítésû poliészter próba-
testeket speciális présszer-
számban állítottuk elõ. A
szerszámban 14 réteget pré-
seltünk össze, a középsík-
ban egy vékony fólia segít-
ségével hoztuk létre a repe-
dési felületet. A gyártás fo-
lyamán 20 mm széles,
6 mm vastag és 180 mm
hosszú névleges méretekkel
rendelkezõ próbatesteket
készítettünk. A kompozit
próbatestek száltérfogat-
aránya mérések alapján
43%-nak adódott. A próbatesteket gyártás után a beil-
lesztett fólia végétõl mérve 5−10 mm-re továbbrepesz-
tettük. Ily módon feltételezhetõ, hogy minden próbatest-
nél hasonló repedéscsúcs alakult ki. A hajlító rugalmas-
sági moduluszt 6 repedésmentes (azonos méretekkel
rendelkezõ) próbatest segítségével határoztuk meg, a
mérés E11=33 GPa értéket eredményezett. A többi rugal-
massági jellemzõt ez alapján közelítõ képletekkel be-
csültük. A NIEDERSTADT szerinti képleteket [19] alkal-
mazva kaptuk: G13=3 GPa, E33= 7,2 GPa.

A kísérleti berendezéseket a 2. ábra mutatja. Mind-
két konfiguráció esetében csak a repedés kiindulásához
tartozó törési tulajdonságokat határoztuk meg, azaz a
próbatesteket csak addig terheltük, amíg a repedés éppen
el kezdett terjedni. Ennek megfelelõen több próbatestet
használtunk, minden egyes próbatestet eltérõ repedési
hosszal ellátva. Az ELS-II típusú konfiguráció esetén a
repedési hossz értékei: a=20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55,
60, 65, 70, 75, 80, 90, 100, 110, 120, 130 és 140 mm. Az
ELS-I/II teszt esetén: a=35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70,
75, 80, 90, 100, 110, 120, 130 és 140 mm. A kísérleteket
egy AMSLER típusú elmozdulásvezérelt szakítógépen vé-
geztük el. A mérés folyamán két paramétert regisztrál-
tunk: a terhelõ erõt és a próbatest elmozdulását. Az el-
mozdulás értékét mechanikus mérõóra segítségével mér-
tük, amely a 2. ábrán is látható. A próbatest átlátszó jel-
lege lehetõvé tette a repedéscsúcs változásának vizuális
megfigyelését. A kritikus erõ akkor jelentkezik, ha a re-
pedés elkezd terjedni, egyenes alakja megváltozik.

2.2. A kísérleti adatok feldolgozása

A kísérletileg mért adatokat egy kalibrációs mód-
szerrel [4] dolgoztuk fel. Minden egyes próbatestre (az-

az minden egyes repedési hosszra) a kritikus terhelésnél
meghatároztuk a rugóállandót. Az így kapott pontokra a
következõ polinom segítségével egy folytonos görbét il-
lesztettünk:

C = C0 + ma3 (11)

ahol C0 a rugóállandó kezdõ értéke. A (11) egyenletben
a C0 és m paramétereket a legkisebb négyzetek módsze-
re alapján határoztuk meg. A repedésterjedési energia ér-
tékeit a (2) egyenlettel számoltuk ki.

3. Eredmények

3.1. Erõ-elmozdulás görbék

A mért erõ-elmozdulás görbék a 3. ábrán láthatóak.
Mindkét esetben közelítõleg lineáris görbéket mértünk.
A lineáris görbék végpontja a kritikus pontot határozza
meg, a repedés itt kezdett el terjedni.

A kritikus erõt a repedés hosszának függvényében a
4a. ábra szemlélteti. Az erõ hiperbolikusan változik a
repedési hosszal. Megfigyelhetõ, hogy az ELS-II próba-
testnél nagyobb erõ szükséges a repedés terjedéséhez,
ami az ELS-II próbatest nagyobb merevségébõl adódik.
A kritikus elmozdulás diagramjait a 4b. ábrán láthatjuk.
Mindkét próbatest esetén a rúdmodellek eredményeit is
feltüntettük. A modell és a kísérlet eredménye egymás-
hoz közeli értéket ad. A nagy elmozdulások elkerülése
érdekében definiálni lehet a célszerû repedési hossz tar-
tományait. A 4b. ábra alapján az ELS-II-nél a
0,33L<a<0,87L, az ELS-I/II-nél a 0,23L<a<0,8L tarto-
mány tûnik célszerûnek.
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2. ábra. Kísérleti berendezés az ELS-II (a) és ELS-I/II (b) típusú vizsgálatokhoz



3.2. Rugóállandó és repedésterjedési energia

Az ELS-II teszt folyamán meghatározott rugóállandó
görbéket az 5a. ábra mutatja. Az (1) egyenlet eredmé-
nye igen jól egyezik a kísérletileg kimért görbével. A
mért és számolt repedésterjedési energia diagramja az
5b. ábrán látható. Az a=40 mm-es repedési hossznál a
kísérleti eredmény GII=538 J/m2, míg a modell GII=
534 J/m2 értéket ad. A repedésterjedési energia görbéje
egy állandósult értéket vesz fel a repedési hossz növeke-
dése folyamán. A kísérletek alapján ennek közelítõ érté-
ke GII,ss=713 J/m2, míg a modell ugyanerre GII,ss=
676 J/m2 értéket ad.

Az ELS-I/II próbatest alapján mért és számolt görbék
a 6. ábrán láthatók. A kísérleti és elméleti rugóállandók
között szintén jó korrelációt állapíthatunk meg (6a. áb-
ra). A repedésterjedési energia görbéit a 6b. ábrán mu-
tatjuk be. Az energia értéke GI/II=394 J/m2, a=20 mm re-
pedési hossz mellett. A modell GI/II=390 J/m2 értéket
mutat. Az állandósult értékekre vonatkozó számadatok:
GI/II,ss=645 J/m2 a kísérletek alapján és GI/II,ss=586 J/m2

a modell alapján.
A szétválasztott energia komponensek szintén látha-

tók a 6b. ábrán. Az analízis az I-es mód dominanciáját
mutatja. A két komponens aránya (GI/GII)= 4/3 bármely
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3. ábra. Erõ-elmozdulás görbék a repedés kiindulásáig

4. ábra. A kritikus erõ és a kritikus elmozdulás a repedési
hossz függvényében

5. ábra. Rugóállandó és repedésterjedési energia, ELS-II
próbatest



repedési hossznál, ami megegyezik az egyszerû elmélet
eredményével. HASHEMI és társai hasonló kísérleti ered-
ményeket mutattak be mindkét próbatestre [7, 8].

3.3. Korrekció magasabb rendû elméletek alapján

Fontos kérdés lehet, hogy az alkalmazott magasabb
rendû rúdelméletek mekkora értékkel növelik a törésme-
chanikai tulajdonságokat az egyszerû rúdelmélet mellett.
Másrészt az is lényeges, hogy ezek az értékek hogyan
változnak a repedési hossz függvényében. Az eredmé-
nyeket és az egyes elméletek alapján számolt értékeket
az 1. táblázatban foglaltuk össze.

A számértékek azt mutatják, hogy mindkét próbatest
esetén a nyírási deformáció a rugóállandót a repedés
hosszának növelésével egyre inkább növeli. Az ELS-I/II
próbatest esetén a két-paraméteres rugalmas ágyazás ha-
sonló értékekkel növeli a rugóállandót. A Saint Venant-
féle hatás mindkét próbatestnél hasonló értéket ad, az el-
térést a teljes próbatesthossz különbözõ korrekciója
okozza. Mivel ez a tag független a repedés hosszától, így
a repedésterjedési energiát nem befolyásolja A rugalmas
ágyazásból és nyírási deformációból számolt energiaér-
tékek a repedési hossz növelésével fokozatosan csök-
kennek. Mindezek alapján megállapíthatjuk, hogy a le-
vezetett egyenletek pontosabb megoldást nyújtanak,
mint az egyszerû rúdelmélet és jó egyezést mutatnak a
kísérleti eredményekkel.

4. Összefoglalás

Kompozit próbatestek elméleti és kísérleti vizsgálata
során ELS típusú próbatesteket használtunk a rétegközi
törés meghatározásához. A rúdanalízis alapján megálla-
pítottuk, hogy
− a rugóállandó mindkét próbatest esetén teljes harmad-
fokú polinomot ad a repedési hossz függvényében,
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6. ábra. Rugóállandó és repedésterjedési energia, ELS-I/II
próbatest

1. táblázat.
Rugóállandók és repedésterjedési energiák

CEB: Euler-Bernoulli rúdelmélet; CW-P: Winkler-Pasternak-féle ágyazás; CSH: nyírási deformáció; CSV: Saint Venant-féle hatás; 
GII,EB, GI/II,EB: Euler-Bernoulli rúdelmélet; GII,SH, GI/II,SH: nyírási deformáció; GI/II,W-P: Winkler-Pasternak-féle ágyazás

a
mm

Terhelési mód 

ELS-II ELS-I/II
CEB CSH CSV GII,EB GII,SH CEB CW-P CSH CSV GI/II,EB GI/II,W-P GI/II,SH

mm/N·10-3 J/m2 mm/N·10-3 J/m2

20 − − − − − 102,71 0,16 0,12 12,65 345,79 24,70 19,24

30 − − − − − 106,80 0,35 0,27 12,69 430,21 19,08 14,84 

40 92,41 0,40 11,51 528,15 32,60 115,51 0,65 0,51 12,72 475,50 14,81 11,51

50 97,19 0,64 11,52 603,85 29,06 126,90 0,97 0,75 12,72 544,90 13,68 10,63

60 104,38 0,92 11,54 623,43 24,59 146,03 1,40 1,09 12,71 574,48 11,82 9,18

70 108,92 1,22 11,18 653,04 21,83 172,37 1,90 1,48 12,70 575,06 10,06 7,81

80 121,50 1,59 11,19 665,48 19,31 206,33 2,46 1,91 12,68 576,17 8,80 6,84

90 137,64 2,01 11,19 665,14 17,06 251,77 3,11 2,41 12,68 576,30 7,78 6,04

100 158,07 2,48 11,19 664,67 15,27 311,37 3,87 3,00 12,67 567,34 6,84 5,31

110 183,08 3,01 11,20 660,96 13,75 377,31 4,63 3,59 12,65 581,11 6,38 4,95

120 212,82 3,57 11,19 668,69 12,71 465,54 5,55 4,31 12,65 565,29 5,65 4,38

130 247,90 4,19 11,18 656,90 11,50 564,79 6,50 5,05 12,63 585,18 5,39 4,18

140 288,98 4,85 11,17 661,61 10,74 680,33 7,53 5,84 12,62 552,59 4,72 3,66



− a globális szétválasztó módszert kiegészítettük az em-
lített magasabb rendû elméletek eredményeivel. A két-
paraméteres rugalmas ágyazás szimmetrikus próbates-
teknél csak az I-es komponenst támogatja, míg a nyírási
deformációból származtatott tag a II-es komponenst nö-
veli.

Üvegszál erõsítésû poliészter próbatesteken ellen-
õriztük az elméleti képleteket, és arra a következtetésre
jutottunk, hogy
− mindkét próbatest típusra a repedés kiindulásához tar-
tozó kritikus erõ hiperbolikusan, a kritikus elmozdulás
parabolikusan változik a repedési hossz függvényében,
− az analitikusan és kísérletileg meghatározott rugóál-
landó és repedésterjedési energia mindkét vizsgálatnál jó
egyezést mutat.

Hasonló egyenletek vezethetõk le a rugóállandóra és
a repedésterjedési energiára más típusú próbatestek ese-
tén is. Ezek az egyenletek kísérletek direkt kiértékelésé-
re is alkalmasak.

A kutatómunkát az OTKA T037324 számú terv támo-
gatta. Köszönettel tartozom ezen túl édesapámnak, aki
jelentõs segítséget nyújtott a próbatestek gyártásában és
a kísérleti segédeszközök elõállításában.
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