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A heterogén anyagok mezostruktirajanak vizsgalata mind a tobbszintii (,,multiscale”) modellezés,
mind az anyagtechnologia szempontjabdl fontos feladat. A mikromechanika nyujtotta elméleti hattér
bemutatdsa utana illusztralé példaként cikkiink megvizsgalja a heterogenitast tartalmazo anyagban kelet-
kezd fesziiltségmez6t az Eshelby-tenzoron alapul6 analitikus, valamint végeselemes modellekb6l nyert
numerikus eredmények segitségével. Az anyagmodellezés szintjeit dsszekapcsold homogenizacios elja-
rasok a cikk masodik felében keriilnek bemutatasra. Alkalmazasként a beton mezo- és makroszintli
modellje kozti atlagolasi technikat ismertetjiik. Osszevetjiik az analitikus, illetve a numerikus homogeni-
zacio eredményeit, valamint felvazolunk néhany tovabbi lehetséges alkalmazasi teriiletet.

Kulesszavak: heterogén anyag, mezoszint, Eshelby, Mori—-Tanaka, homogenizacio, beton

BEVEZETES

Heterogén anyagok mechanikai vizsgalatat tobbféle megkdzelitési modon is elvé-
gezhetjiik (1. dbra), egészen az atomi szintt6l a mikro- és mezoszinten at a makro-
szintig modellezhetdek az anyagok. Attol fliiggéen valaszthatjuk meg a modellezés
szintjét, hogy a heterogén anyag mechanikai viselkedésének vizsgalata milyen pon-
tossagu elemzést igényel. Az atomi szinttel a fizika, mig az anyagok mikroszerkeze-
tével a kémia foglalkozik. Altalanossagban elmondhat6, hogy a mérndki szamitasok
soran az anyagok makroszerkezetét modellezziik. A mikro- és makroszintet koti
Ossze az altalunk is targyalt mezoszint, melynek vizsgalata mar az anyagtudoma-
nyokhoz kothetd. Megjegyezziik, hogy az anyagtudomanyi szempontu vizsgalatok
bizonyos esetekben az anyag mikroszintjén torténnek. Példaként emlitjiik, hogy a
polimerek makromolekulai, a fémek polikristalyai mérndki szempontbol elsésorban
mikroszinten, a betonban, az aszfaltban, illetve a szemcsés anyagokban talalhato
heterogenitasok — adalékanyagok, mikroporusok — mezoszinten vizsgalandok.

Tobbszintl (multiscale) modellezés esetén a vizsgalt szerkezet anyaganak nume-
rikus modellezése kiilonb6z6 anyagszerkezeti szinteken torténik. A heterogén anyag-
szerkezet ,,pontos” figyelembevétele egy teljes szerkezet esetében indokolatlanul
hosszt szamitasi id6t — és szinte elérhetetleniil nagy kapacitast szamitogépeket —
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Jellemzo meretskila

1. abra. Az anyagmodellezés szintjei

igényelne, azonban a tonkremenetel szempontjabol kritikus helyekre koncentralva a
makroszintli homogén anyagmodellt ezeken a helyeken mikro- vagy mezoszintii
heterogén anyagmodellel kivaltva a szerkezet tényleges viselkedése sokkal ponto-
sabban leirhato.

A kiilonb6z6 modellezési szinteket egyfajta atlagolasi technikaval, a homogeniza-
cios eljarasokkal kapcsoljuk Ossze. Egy ,,alacsonyabb” szinten ismert heterogenitas
eloszlasanak, az egyes részek alakjanak és a heterogén anyag egyes fézisai fizikai
paramétereinek alapjan szamithatok az anyag effektiv vagy atlagos anyagallandoi
egy ,,magasabb” szinten, ahol a kiilonb6z6 fazisokat mar kontinuumként modellez-
ziik.

A fentiek mellett az anyagtechnologidban 1j anyagok létrehozasanal, meglévéek
fejlesztésénél is effektiven hasznosithatoéak a kiillonbozé szinteken torténé modelle-
z€s eredményei. A koltséges és iddigényes laboratoriumi (,.trial-error”) modszerek
mellett — és részben helyett — gyors €s koltségkiméld modszer lehet az anyagok nu-
merikus modellezése egészen az atomi szinttél a makroszintig, ilyenkor minden
egyes szint effektiv anyagjellemz6i az alacsonyabb szintek anyagjellemzdinek atla-
golasabol, homogenizacidjabol nyerhetdek.

Megjegyezziik azt is, hogy karosodott szerkezetek esetében a teherbiras megalla-
pitasakor roncsolasmentes vizsgalatok is kivalthatéak a belsé szerkezetrdl kapott
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valamilyen képi felvétel (pl. CT, rontgen) feldolgozasaval és az igy nyert geometriai
modellen végzett végeselemes analizisek eredményeinek felhasznaldsaval (Lubloy
et al. 2014).

Cikkiink elszor a mikro- és mezoszintli modellezés mechanikai és matematikai
hatterét mutatja be, arra koncentralva, hogy ezen a szinten analitikusan hogyan vizs-
galhatok a heterogén anyagok alakvaltozas- és fesziiltségmezdi (Gabor 2014). Ennek
elemzésére az irodalomban fellelhetd analitikus megoldasokat (Mura 1987) 6ssze-
vetjiikk végeselemes szdmitasok eredményeivel. A cikk masodik felében az analitikus
homogenizacidés modszereket mutatjuk be, azokat az eljarasokat, amelyek segitségé-
vel egyszerii becslés adhatd egy heterogén kozeg atlagos szildrdsagi jellemzoire.
[lusztrald példaként adott mennyiségii és mindségii adalékanyagbol és cementbdl
allo beton esetében kiszdmoljuk a beton atlagos rugalmassagi modulusat és Poisson-
tényez6jét mind analitikus, mind numerikus modon, majd dsszevetjiik a kiillonbdzo
modszerek 4ltal kapott eredményeket.

TORTENETI ATTEKINTES

Az anyagok diszkrét szerkezetének ,felfedezése” a Kr. e. 5. szazadban él6
Leukipposz nevéhez kothetd, gondolatmenetét késébb tanitvanya, Démokritosz vitte
tovabb. Démokritosz szerint a vilag végteleniil sok atombdl épiil fel ( a gordg ,,ato-
mos” sz0 jelentése: oszthatatlan), melyek folyamatos mozgéasban vannak az ,,iires-
ségben”.

Annak ellenére, hogy Démokritosz elmélete megfeleld kiindulasi pontja lehetett
volna a modern anyagtudomanyoknak, munkassaga vilagi természete miatt elutasi-
tottak, konyveit elégették, és csak mas tudosok hivatkozasai alapjan tanulmanyozha-
td6 modellje. A klasszikus gordg filozofiaban Platon elmélete valt széles korben el-
fogadotta, miszerint az anyagot alkot6 részecskék négy f6 elembdl allnak: f6ld, tiiz,
viz és levegd, valamint az 6tddik ,,isteni” elembdl, az univerzumot alkotd éterbol
(Platon valdjaban kvintesszencidnak nevezte, az éter elnevezés Arisztotelész nevé-
hez kothetd).

Az anyagszerkezet diszkrét jellegére vonatkozo utaldsok a késébbi szdzadokban
is gyakran el6fordultak. Az 1600-as években a német csillagasz, Johannes Kepler
foglalkozott a hopelyhek hatszog alakjaval, mely tulajdonsagot a ho belsé szerkeze-
tére vezette vissza, tovabba kiemelte, hogy a természetben rengeteg helyen eléfordul
hasonl6 szimmetria, gondoljunk csak a méhsejtre. A szdzadvég angol tuddsa, Robert
Hooke mar mikroszkoppal vizsgalta kiilonb6zo anyagok szerkezetét. Megfigyelte,
hogy az anyagok mikroszerkezete kis, gombszerli részecskékbdl tevédik Ossze.
Kortarsa, Newton a kovetkezd megallapitast tette: a tovabb nem bonthatd, meghata-
rozott alakd, méretli és tulajdonsagu részecskék sokkal keményebbek, mint a beldliik
felépiild pordzus anyagok.
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A tudomany egyéb teriiletein sziileto felfedezések segitették a 19-20. szazad tu-
désait, hogy kisérletekkel megalapozott elméleteket, tételeket fogalmazzanak meg.
1808-ban fogalmazta meg az angol John Dalton atomelméletét, mely szerint minden
kémiai elem egyedi jellemz0jli atomokbol épiil fel, amiket nem lehet megvaltoztatni
vagy felbontani kémiai folyamatok segitségével. A francia René-Just Haily a kris-
talyszerkezetek rendszertanat kutatta, és azt allitotta, hogy a kristalyok poliéderes
szerkezetiiek. Ezeket a poliédereket a francia August Bravais osztalyozta, egyben
bevezetve az egységcella fogalmat.

A 20. szazad kdzepén megjelentek az elsé homogenizacios eljarasok, modszereik
az anyagok inhomogén természetének figyelembevételére irdnyultak a mechanikai
szamitasokban. 1957-ben publikalta Eshelby az izotrop anyagba agyazott ellipszoid
alakt inhomogenitasrol szol6 cikkét, mely a mikromechanika nagy attdrésének sza-
mit a mai napig (Eshelby 1957). A 60-as évek kutatasai mar a homogenizacios elja-
rasok kifejlesztésére iranyultak, tobbek kozt Hill (Hill 1963, 1965), Hashin,
Shtrikman (Hashin—Shtrikman 1961, 1963), Budiansky és Tsai foglalkoztak mélyre-
hatdan ezen technikdkkal. Az 1970-80-as években tovabbfejlesztették az analitikus
megoldasokon alapulé homogenizacids eljarasokat (roviden: analitikus homogeniza-
ci6) (Willis 1977, 1981; Hashin 1988).

A jelenlegi kutatasok az elméleti mikromechanika tételeit és a modern numerikus
modszereket igyekszenek egyesiteni. A szamitastechnika rohamos fejlédésének ko-
szOonhetden eldtérbe keriiltek a szamitogépes fizika eljarasai, melyek altalanos fizikai
problémak megoldasat teszik lehetévé a legmodernebb numerikus technikak felhasz-
nalasanak segitségével. A szamitogépes homogenizacio (Geers et al. 2011) nélkiil a
manapsag egyre sz€lesebb kdrben elterjedd tobbszintii anyagmodellezés vagy a be-
vezetdben is emlitett szamitogéppel segitett anyagtervezés sem valna lehetségessé.

A MEZOSZINTU MODELLEZES ELMELETI HATTERE
MATEMATIKAI ES MECHANIKAI HATTER (Mura 1987)
A mikromechanika matematikai eszkdztaranak alapvetd elemei a Green-fliggvények,

amelyek definici6 szerint parcialis differencidlegyenletek impulziv valaszfiiggvé-
nyei. Az

Lu(x) = f(x) 3.1
inhomogén parcidlis differencidlegyenlethez és

Bu(x)=0 (3.2)
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peremfeltételhez tartozoé Green-fliggvény linedris transzformacidja maga a Dirac-
delta fliggvény:

LG(x, s) = b(x—s), 3.3)
ahol L = L(x) lineéris operator, B a peremfeltételeket megadd altalanos operator,
G(x, s) az adott problémahoz tartozé Green-fliggvény, és d(x—s) a Dirac-delta fligg-
vény. (3.3) konvoltciodja egy — a feladatban adott — f(s) fliggvénnyel:

jLG(x,s)f(s)ds =_[6(x —s)f(s)ds = f(x) = Lu(x) , 3.4)
amely soran a Dirac-delta fliggvényt mint egységmagot alkalmazva visszanyerjiik a
(3.1) alaku eredeti problémat. Az L operator linearitdsa miatt az inhomogén parcialis

differencialegyenlet megoldasa kifejezhet6 a Green-fliggvény és az adott f(s) fligg-
vény segitségével:

u(x)sz(x,s)f(s)ds 3.5)

A fenti kifejezés bizonyos esetekben csak kozelitd megoldast ad, mert a (3.5) kép-
letben szerepld szorzatintegral gyakran csupan kozelité modszerekkel szamithato.
A mechanikai problémak esetében sokszor inhomo-

" gén differencidlegyenletet tartalmazo peremérték-fel-

adatok megoldasanal hasznaljuk a Green-fiiggvényeket.

5 Példaként egy testre hatd pontszerii erd hatasara
Py 1étrejové elmozdulasok szamitasat emlitjiik. A problé-
\“\-\_\ mahoz tartoz6 G,, Green-fiiggvény megadja a harom-

= dimenzids térben x’ helyen m{ikodoé m iranyl pontszeri

2. abra. Elmozdulés egy
pontszerii eré hatasara

erd hatasara az x koordinataju pont k iranyban Iétrejovo
elmozdulasat (2. abra):

u,Em) =G

km *

(3.6)

A kétvaltozos Green-fiiggvény, igy az elmozdulasme-
70 is transzlacio-invarians, vagyis fiiggetlen a vizsgalt
pont, illetve a pontszerii erd konkrét helyétdl, csupan a
két pont helyvektorainak kiilonbségvektoratol (x—x")

fugg ka('xi'xl) = ka('xi'x,)‘
Izotrop anyagok negyedrendii anyagi merevségi matrixa felirhato a A\, u Lamé-
allandok és a 6, Kronecker-delta fliggvény segitségével:

Cijk/ = )“ngékz + :u’((sikéjl + 5f/6jk) >

(3.7)
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mely alapjan levezethetd a fenti problémahoz tartozé Green-fiiggvény explicit alakja
izotrop anyagok esetére:

1 A+p 0
G —x)=—6 VP - —|x—x]. 3.8
(X=X 87ru( o A+2u E)xkaxm)IE £| (3.8)

A heterogén anyagban keletkezd ¢, alakvaltozas-mez6 felbonthato egy, a kiilsd ter-
hek hatdsara létrejove e, alakvaltozasra, valamint egy €, sajatalakvaltozas-mezdre,
ami példaul hémérséklet-valtozas, fazistranszformacié vagy egyéb, az anyag belsd
szerkezetében megjelend valtozasok hatasara alakul ki:

£ _ 1

5y.:ey.+5y.:5(ui,j+uj7i). 3.9

Az &, sajtalak-valtozasok hatésara az anyagban fellépd o, fesziiltségmez6t sajat-
fesziiltségeknek hivjuk, melyek jellemzdje, hogy kiilsd terhek jelenléte nélkiil is
egyensulyi rendszert alkotnak.

A heterogén anyagon beliil megkiilonbdztetlink zdrvanyokat, inhomogenitdsokat
és inhomogén zarvanyokat (3. abra). Zarvanyrol beszélhetiink abban az esetben, ha
egy D homogén anyag egy €2 véges tartomanyan beliil adott egy &, = 0 sajatalakval-
tozas-mezd. Egy anyagban talalhat6 €2 inhomogenitas az 6t koriilvevo agyazoanyag-
tol eltérd anyagi tulajdonsagokkal rendelkezik: C7, = C,), ahol C7y, és C;, az inho-
mogenitas, illetve az agyazoanyag negyedrendii anyagi merevségi tenzora. Abban az
esetben, ha egy () véges méretii tartomanyon beliil létezik &7, 0 sajatalakvalto-
zas-mez0, valamint () tartomanyra érvényesek az inhomogenitasnal bevezetett tulaj-
donsagok is (Cy,, = Cy,), akkor inhomogén zarvanyrol beszéliink (Qu—Cherkaoui
2006).

Eshelby a kovetkezd problémat vizsgalta (Eshelby 1957): tekintsiink egy végtelen
kiterjedésti homogén anyagot, mely egyetlen ellipszoid alaku, konstans sajata-
lak-véltozassal (¢7(x) = €7,) rendelkezd zarvanyt tartalmaz. Az ellipszoid a,, a,, a,
féltengelyei rendre az x,, x,, x; koordinatatengelyekkel parhuzamosak (4. abra). A
vizsgalt végtelen kiterjedésli anyag peremein eldirt fesziiltségek miikodnek.

@ @ @

nc o oc

3. abra. Zarvany (a), inhomogenitas (b) és inhomogén zarvany (c)
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4. abra. Ellipszoid alaku zarvany

Eshelby a végtelen kiterjedésti anyagokra kidolgozott G;(x,x") Green-fuggvény
segitségével allitotta el6 azt a Py, (x) negyedrendii tenzort, mely kapcsolatot teremt
a heterogén anyag €,(x) teljes alakvéltozasa €s a zarvany €7(x) sajatalak-véltozasa
kozott:

PEx)=]

Q

1(32GZ§(£,£’)+32GZ}(L£')+32G17(£,£')+32G5(L£')
4

dav(x'). (3.10
0x,9y, 0x,0y, ox,9y, 0x.0y, ) (x). 310

Az g,(x) teljes alakvaltozas-mez0 és a hozza tartozo o,(x) fesziiltségmezd:

6[/ (&) = Cklmngjnn}z';zl (E) H (3 . 1 1)
0,(2) = Cpy (Coprn P () =51 (3.12)

Mivel a Green-fliggvény parcidlis derivalgjait tartalmazo6 negyedrendti P,,(x) tenzor
kiszamitasa altalanos esetben nehézkes, az elliptikus /-integralok segitségével expli-
cit kifejezéseket dolgoztak ki izotrop anyagok esetére (Mura 1987).

A fentiekre épitve Eshelby bevezette tovabba a negyedrendii S, (x) Eshelby-
tenzort:

Si/k] x)=C,. })i/gm (x), (3.13)

mely kdzvetlen kapesolatot teremt a heterogén anyag ¢,(x) teljes alakvaltozas-mez6-
je, valamint a zarvéany £, sajatalak-valtozasa kozott:
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&;(X) =S (x)ey - (3.14)
A heterogén anyag o,(x) fesziiltségmezdje is kifejezhetd az Eshelby-tenzor segitsé-
gével:

o (x)= Cg,-k/ (Sklmn (E)Smn - 8Z/) = Ci/'kl (Sk[mn (X) = Ly ) 5;," > (3.15)

ahol /;;, a negyedrendii egységtenzort jeloli.

Eshelby megoldasa alapjan a Green-fiiggvények parcialis derivaltjait tartalmazo
P;;,}, (x) tenzor x € Q esetén konstans, melybél kovetkezik, hogy az S;u(x) Eshelby-
tenzor is konstans a zarvany belsé pontjaira nézve, tehat (3.14), valamint (3.15)
alapjan a zarvany belsejében az alakvaltozasok és fesziiltségek értéke allando:
£/0) = €, 0,(x) = 0, x € .

Eshelby megoldasa alapjan nemcsak zarvanyok, de inhomogenitasok €s inhomo-
gén zarvanyok is vizsgalhatoak. Az un. ,,ekvivalens zarvany-modszer” Iényege, hogy
az inhomogenitast zarvanyként modellezziik Gigy, hogy a fiktiv zarvany o’(x) sajata-
lak-véltozasa ugyanazt a o,(x) fesziiltségmez0t eredményezze, mint az eredeti inho-
mogenitas az eldirt o(x) = 0 peremfeltételek mellett (5. abra) (Mura 1987; Gabor
2014).

Ha a Cj;, anyagi merevségli anyag nem tartalmazna inhomogenitast, a keletkezd
o,(x) fesziiltségmezd nagysdga megegyezne a peremeken eldirt o9(x) fesziiltségek
értekével. Az inhomogenités jelenléte miatt azonban megvaltozik a fesziiltségek ér-
téke, igy a heterogén anyag fesziiltségmezeje felbonthaté egy homogén anyagot
jellemzd o9(x) és egy perturbacios o7%(x) részre:

TfTTTTTu';eo @=0

pa—p Q,C,¢&

D,C D, C

ERERERER

5. abra. Inhomogenitas modellezése Eshelby megoldasa alapjan
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0,(x)=0,(x)+0l(x). (3.16)

Hasonloan, a heterogén anyag €,(x) alakvaltozas-mezeje is felbonthato6 egy, a homo-
gén anyagot jellemz6 9(x) €s egy perturbacios e/(x) részre:

g; () =) (x)+el (x), (3.17)

"

ahol a homogén anyagra jellemz0 alakvaltozas és az eldirt fesziiltség kapcsolata:

o) =Cpuy - (3.18)
Linearisan rugalmas anyag esetén a Hooke-torvényt felirva {2 heterogenitason beliil,
és attérve a Voigt-féle jelolésmodra, valamint ennek megfeleleléen a negyedrendii
anyagi merevségi tenzor helyett annak kétdimenzios matrixat hasznalva:

g, =0 +a? =C(e0 +e7). (3.19)

A heterogenitason kiviili linedrisan rugalmas D—) tartomanyra felirva a Hooke-
torvényt: . .
o,=0,+0] =C,(g; +¢7). (3.20)

Az ekvivalens zarvany-modszert alkalmazva tekintsiik azt a fiktiv 2 zarvanyt,
mely anyagi merevségi matrixa megegyezik az eredeti probléma D—¢) tartomanya-
nak C, anyagi merevségi matrixaval, és ¢} konstans elirt sajatalak-valtozasa ugyan-
azt a o,(x) fesziiltségmezdt eredményezi a heterogén anyagban, mint a C); anyagi
merevségi matrixszal rendelkezd, de zérus eldirt sajatalakvaltozas-mezejii inhomoge-
nitas.

A Hooke-torvényt a helyettesitd zarvanyra felirva:

0,=0; +o! =Cy(e) +el =€), (3.21)

ahol o7 és ¢, mar a fiktiv zarvany jelenléte miatt kialakulo perturbacio a fesziiltség-,
illetve az alakvaltozas-mez&ben. Az Eshelby-tenzort S; masodrend(i matrixanak se-
gitségével kifejezhetd a zarvany okozta perturbacid az alakvaltozésokban:

el =8;¢;, (3.22)
melyet behelyettesithetiink a (3.21) egyenletbe:
o :0-[,0+0'ip ZC;(€?+SjkEZ_E;)' (323)

Felhasznalva, hogy az inhomogenitas, valamint a fiktiv zarvany okozta fesziiltség-
mezdk azonosak ((3.19) és (3.23)):
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Cye] + S, =) =Cy(e] +¢)), (3.24)

valamint (3.22) jboli figyelembevételével felirhatd
Cied+8,e,—e)=Co(e) + 5,6, (3.25)

J J

melybdl kifejezhetd a sziikséges fiktiv sajatalakvaltozas-mez6 értéke:
* * -1 !
& = —(S,.j +(Cij - Ci/') Cij) €] - (3.26)

A heterogén anyagban eldirt fesziiltségek hatasara keletkezd fesziiltségmez6 (3.23)
egyenletbe visszahelyettesitve szamithato.

HETEROGENITASOK KORNYEZETENEK MECHANIKAI
VIZSGALATA

Ebben a pontban Eshelby modelljét alkalmaztuk ellipszoid alaki inhomogenitasok
esetén, Osszevetve az altala kidolgozott analitikus megoldasok és a végeselemes
szamitasok eredményeit. Az analitikus szdmitasok Eshelby ,,ekvivalens zarvany-maod-
szer”-én alapszanak, a munka soran a (Mura 1987)-ben talalhato /-integralokat alkal-
maztuk.

Tekintsiink egy végtelen kiterjedésii linearisan rugalmas, homogén izotrop anyag-
ba dgyazott linearisan rugalmas, homogén izotrop anyag ellipszoid alakt inhomoge-
nitast. A heterogenitas a, a,, a, (a,>a,> a,) féltengelyei parhuzamosak az x, y, z
koordinatatengelyekkel. Kiilonb6z6 alaku és iranyultsagli inhomogenitasokat tekint-
ve, eldallitottuk a heterogén anyagban egyirdnyu egységnyi eldirt nyomoéfesziiltség
hatasara keletkez6 fesziiltségmez6t (6. abra).

Tr!i*f!#**r#

o =]

4114111;+T1;
| I | [

6. abra. Heterogén anyag egységnyi nyomofesziiltség alatt
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7. abra. Az y = 0 metszetben keletkezd fesziiltségmezd a,/a, = 2,5 tengelyaranyt forgasellipszoid
esetén

Az alkalmazott anyagi paraméterek: E, =200 GPa, v,=0,3, E =20 GPa,
v, = 0,15, ahol £ a rugalmassagi modulust, v a Poisson-tényezét, i index az inho-
mogenitast és m index a matrix (agyazo-) anyagot jeloli. Az inhomogenitds mérete
az r = 10 mm sugara gombtdl az a /a, = 1,25; 2,5; 10 tengelyaranyt forgasellipszoi-
dokig valtozott (a, = a, feltétel mellett). A szdmitas sordn az Eshelby-tenzor elemeit
a Chunfang Mengtdl kapott Matlab™ algoritmus (Meng—Pollard 2014; Meng—
Heltsley—Pollard 2012) segitségével szamitottuk.

A 7. abra az y = 0 metszetben keletkez6 fesziiltségeket mutatja egy a,/a, = 2,5
tengelyaranyu forgasellipszoid esetén. A vizszintes tengely a homogenitas kozép-
pontjatol mért x tavolsagot, a fiiggdleges tengely pedig a fotengelyt tartalmazo met-
szetben keletkezd fesziiltségek nagysagat mutatja. Az dbrakon az inhomogenitas a
valodi tengelyaranyokkal van feltiintetve.

A f6tengelyre merdleges y irdny o, =—1 GPa egységnyi nyomofesziiltség a hete-
rogenitas belsejében 1,7-szeresére nd, mig kdzvetleniil a heterogenitas el6tt lecsok-
ken (mindezt abszolut értékben értve). Az idegen anyag hataran hirtelen ugrést fi-
gyelhetiink meg minden esetben a fesziiltségmezdben. A peremeken zérus értéki o,
¢s o, fesziiltségekben hasonld valtozas kovetkezik be: az dgyazdanyag-inhomogeni-
tas hataran egy hirtelen ugrast kovetden értékiik nullatol kiilonbozé konstans lesz,
azonban amig o, a o, fesziltséghez hasonloan csokken, addig o, né kdzvetleniil az
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inhomogenitas eldtt. Az ellipszoid fétengelyével parhuzamos iranyu o, fesziiltségek
hizo6-, mig az arra mer6leges iranyl o, fesziiltségek nyomofesziiltségek lesznek.
Megfigyeltiik tovabba, hogy a két kiilonbozd — egyenként homogén — anyagban a
fesziiltségek konstansok, ettdl csak az anyaghataron térnek el.

8. abra. Végeselemes modell

-1,217 1,090 -0,968 -0,843 -0,723 -0,600
L D

9. abra. Fesziiltségmez6 a numerikus szamitasok alapjan, a,/a, =2,5 tengelyaranyu ellipszis esetén

-0.477
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A 8. abra az Ansys™ Mechanical APDL végeselemes szoftver segitségével készi-
tett numerikus modellt, a 9. dbra a vizsgalat eredményeit adja meg. A kétdimenzids
numerikus modell esetén ugyanazokat az anyagi paramétereket, illetve f6- és kisten-
gely aranyokat hasznaltuk, mint az analitikus szamitdsoknal, azonban — sikbeli fe-
sziiltségallapotot feltételezve — itt csupan az x—y sikban vizsgaltuk a heterogén
anyagot. Jol lathatd, hogy a 9. dbra bal sz¢élén, az ellipszis kozepétdl felfelé haladva
ugyanazokat a fesziiltségértékeket tapasztaljuk, mint a /0. dbran az analitikus kép-
letek hasznalata utan. A heterogenitas belsejében egy abszolut értékében megnove-
kedett, de konstans nyomofesziiltség tapasztalhato, a két kiilonb6z6 anyag hataran
hirtelen csokkenést, majd fokozatos novekedést figyelhetiink meg a vizszintes irany
fesziiltségek abszolut értékében. A vizsgalt tartomany szélén egyenlitddik ki a hete-
rogenitas altal megzavart fesziiltségmez0, és tapasztaljuk az eldirt egységnyi nyomo-
fesziiltség értékeket.

Az analitikus szamitas nagy elénye, hogy gyors eredményeket biztosit, ugyanis
nincs sziikség a geometriai modell felépitésére, mint a numerikus futtatasok eseté-

|. |
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10. abra. Fesziiltségmez6 a,/a, = 10 tengelyaranyu ellipszoid esetén
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ben. Az I-integralok az Eshelby-tenzor szamitasanal torténd alkalmazasa miatt az
analitikus eredmények is csak kozelitd eredményeknek tekinthetdek, azonban dssze-
vethetdek a végeselemes modell altal szamitott fesziiltségmezdvel, és tapasztalataink
azt mutattak, hogy a kétféle adat jol illeszkedik egymashoz.

A 10. dbra az analitikus mdédon szamitott fesziiltségmez6t mutatja az x = 0 met-
szetben egy elnyujtott, a,/a, = 10 tengelyaranyu forgésellipszoid esetén. Lathato,
hogy minél laposabb a heterogenitas a ra haté o, =—1 GPa fesziiltségekre merdleges
y irdnyban, annal nagyobb az inhomogenitas belsejében keletkezd fesziiltség. A fe-
szliltségmezo a heterogenitas belsejében konstans, az dgyazdanyagban pedig sokkal
rovidebb tavolsdgon egyenlitddik ki, mint az eldirt fesziiltségre merdleges iranyban
kevésbé elnyujtott ellipszoid esetén.

AZ ANALITIKUS HOMOGENIZACIOS ELJARASOK

A homogenizaciés modszerek olyan atlagolasi eljardsok, melyek egy ,,alacso-
nyabb” szinten fazisonként ismert anyagi jellemzdjli és térfogataranyu heterogén
anyag atlagos (mas néven effektiv) anyagjellemzdit szamitjak ki a ,,magasabb” szin-
ten. Kiilonbozo fazisnak tekintjiik az egymastol eltéré anyagi és/vagy geometriai
tulajdonsagokkal rendelkezd, a heterogén anyagot alkoto — de kiilon-kiilon vizsgéalva
homogénnek tekintendé — anyagokat.

Ahogy a bevezetében mar emlitettiik, minden anyag modellezhet6 az atomi szint-
tol egészen a makroszintig (1/. dbra). A makroszinten homogén kontinuumnak te-
kintett anyag mezoszinten mar heterogén anyagként modellezendd. A mezoszint(i
modell azonban fazisonként homogén anyagot feltételez. Ha az egyes fazisokat akar
mikro-, akér atomi szinten tekintjiik, az egyes fazisok Ujfent heterogén anyagként
modellezendok.

Atomi szint Mezoszint Makroszint

Aromokbal felépnld Heterogén térfogatelem Homogén
heterogén Fizis (fazisonként homogén) lbontinmmm

11. abra. A homogenizaci6 szintjei
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12. abra. Nemperiodikus (@) és periodikus () eloszlasu heterogenitasok
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13. abra. A reprezentativ térfogategység

A homogenizacids eljarasok alapfeltevései a kovetkezOk: az anyag nagyszamu
heterogenitast tartalmaz, de statisztikusan homogénnek tekinthetd. Utdobbi megjegy-
z¢€s a heterogenitasok egyenletes eloszlasara utal. Az itt bemutatott homogenizacios
modszerek csupan nemperiodikus eloszlasu heterogenitasokkal foglalkoznak, azon-
ban Iéteznek szamitasi modszerek a periodikus esetre is (12. dbra).

A homogenizacié soran a makroszintli homogén anyagbdl egy Un. reprezentativ
térfogategységet (Representative Volume Element, RVE) emeliink ki, melyre érvé-
nyes, hogy a D makroszintii mérete nagysagrendekkel nagyobb a belsé részeket
jellemzd d mikroszintli méretnél: d < D. A D élhosszusagh blokkot nevezziik repre-
zentativ térfogategységnek, mig d a heterogenitasok atlagos nagysagat jeloli (13.
abra).

Az analitikus homogenizacio soran kétféle megkdzelités 1étezik: az egyik a poten-
cialis energia allanddértékiiségének tétele felhasznalasa segitségével, variacios elve-
ken alapul. Alkalmazasaval egy alsé és egy fels6 korlatot kapunk az effektiv anyag-
jellemzok értékére. A masik megkdzelités az Eshelby-feladatbol indul ki: a nagysza-
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14. abra. N szamu heterogenitast tartalmazo reprezentativ térfogatelem

mu heterogenitast egyetlen heterogenitasként modellezi, és a tobbi heterogenités
hatasat az dgyazdanyag anyagallandoinak és eldirt alakvaltozasanak valtoztatasaval
veszi figyelembe.

Tekintsiink példaként egy N szamu kiillonb6zd inhomogenitast tartalmazo repre-
zentativ térfogatelemet. Az inhomogenitdsok akkor tekintenddek kiilonboz6 fazis-
nak, ha vagy anyagi paramétereiket, vagy geometriajukat tekintve eltérnek a tobbi
fazistol. Az 4gyaz6 anyag legyen a ,,0” indexti fazis (14. dbra).

Jeldlje az r-edik fazis anyagi merevségi tenzorat L7, az anyagi hajlékonysagi
tenzorat M, valamint a térfogataranyat ¢. A variacios elvek alapjan levezetett el-
jarasok az n. Voigt-féle felsd hatart L, és a Reuss-féle alsé hatart L, adjak meg
(Mura 1987; Gabor 2014):

N
Li;d = ZcrL;.k, > (3.27)
r=0

N -1
L, = (Z c’M;k,) : (3.28)
r=0

Az Eshelby-feladaton alapul6 megoldasok koziil az Eshelby- és a Mori—Tanaka-féle
approximdaciot emeljiik ki (Mori—Tanaka 1973; Mura 1987; Gabor 2014). Tekintsiink
egy heterogén anyagot, melynek S peremén el6irt fesziiltségek és/vagy elmozdula-
sok miikddnek:

u,.|S =epx;, (3.29)
ol =oym, (3.30)
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ahol a konstans &Y, alakvaltozas- €s oY, fesziiltségtenzorok (Voigt-féle jelolésmodot
alkalmazva) kozott1 kapcsolat fehrhato az 4gyazbanyag L anyagi merevségi matrix

segitségével:
ol =L (33D

U/'

A heterogenitasok jelenléte nélkiil az anyagban keletkezd fesziiltség- és alakval-
tozas-mezok konstansok lennének az anyag belsejében, azonban a heterogenitasok
megjelenése ebben a fesziiltségmezdben zavart kelt. Az Eshelby 4ltal vizsgalt prob-
1éma — ahol az egyébként homogénnek tekintett anyag egyetlen inhomogenitast tar-
talmaz — segitségével modellezhetd a fenti zavard hatas. A perturbaciot ugy vehetjiik
figyelembe, hogy az r-edik inhomogenitast egy olyan fiktiv matrixanyagba agyaz-
zuk, mely mar elézetesen egy eldirt 5? alakvaltozassal rendelkezik, tovabba a tobbi
inhomogenitas hatdsat — melyek az Eshelby-feladaton alapuldo modelliinkben mar
nem szerepelnek — az dgyazoanyag anyagi parameéterein keresztiil vessziik figyelem-
be, méghozza a dgyazd anyag anyagi merevségi matrixanak egy fiktiv L0 értékre
allitasaval (15. dabra).

A feladat ujrafogalmazhaté az Eshelby-féle ekvivalens zarvany-modszernek meg-
feleléen: egy ellipszoid alaku, Lj; anyagi merevségggel rendelkezd 2, inhomogenitas
olyan L) anyagi merevséggel rendelkezd métrixanyagba van agyazva, mely mar az
1nhomogen1tas megjelenése eldtt eldzetesen nemzems 5 alakvaltozassal rendelke-
zett. Az L° anyagi merevségi matrix és az 5 alakvaltozas olyan értékekkel ren-
delkeznek, hogy a fent megfogalmazott egyetlen inhomogenitast tartalmaz6 anyag-
ban keletkezo fesziiltségek és alakvaltozasok azonosak legyenek az eredeti  fazisbol
all6 heterogén anyagban eldirt peremfeltételek mellett keletkezd fesziiltség- és
alakvaltozas-mezdével. Az ekvivalens zarvany-mddszer alapjan felirhatd a modszer
alapegyenlete: o . .

Ly(e+e™ =)= L (eS+e), (3.32)

-t
-
.

L=

E=E

15. abra. Az Eshelby-feladaton alapulo analitikus homogenizacio
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ahol ¢/ az Q, fiktiv zarvany fiktiv sajatalak-véltozasa és

e = §er (333)

A fenti egyenletben 3‘; a fiktiv 22 anyagi merevségi matrix és az {2, inhomogenitas
alakja alapjan szamitott Eshelby-tenzor matrixa. Az ekvivalens zarvany-moédszer
soran alkalmazando fiktiv sajatalakvaltozas-mezo:

= - B REe] (- Tner 634

Lathatd, hogy az eredmények a fiktiv Zg és ;? paraméterekhez rendelt értékektol
fliggnek.

Ha az inhomogenitasok az anyagban egymastol viszonylag tavol helyezkednek el,
az Eshelby-féle homogenizacié alkalmazhato: ekkor nem vessziik figyelembe az
r-edik inhomogenitasra a tobbi inhomogenitas altal gyakorolt hatast, a fiktiv anyagi
merevség megegyezik az dgyazdanyag tényleges merevségével, illetve a fiktiv alak-
valtozas az el6irt alakvaltozassal:

L= L(’/ (3.35)
e0=¢", (3.36)

igy a fiktiv Eshelby-tenzor az dgyazdanyag tényleges anyagi paraméterei, illetve az
(2_inhomogenitas geometriaja alapjan szamitando:

Sr=s7. (3.37)

Az Eshelby-féle becslés a heterogén anyag atlagos anyagi merevségi matrixanak
értékére: N
— ) . . -1
L=r+ Y e (L - L) 1, +Simp, (L, - 1,)] (3.38)
r=1

mi

ahol I az egységmatrix, MY, az dgyazdanyag anyagi hajlékonysagi matrixa.

A Mori-Tanaka-kozelités az agyazdanyagban olyan eldzetes eldirt alakvalto-
zas-mezOt feltételez, mely az eredeti heterogén anyag agyazoanyagaban keletkezd
alakvaltozas-mez0t atlagolja, tehat figyelembe veszi a tobbi inhomogenitas jelenlétét
is. A fiktiv anyagi merevségi matrix és Eshelby-tenzor szamitdsa nem kiilonbozik az
Eshelby-féle becslés soran alkalmazott értékektol:

~

L=1, (3.39)
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A 1
=g’ =—|¢&dV, (3.40)
o
Si=S5,. (3.41)

A Mori—Tanaka-féle becslés a heterogén anyag atlagos anyagi merevségi matrixa-
nak értékére:

N N -1
L= LT, (2 c"T,;‘) : (3.42)
r=0 r=0
ahol
1 =[1,+spm8, (L, - 18)] (3.43)

A Mori—Tanaka-modszer a fiktiv alakvaltozas értékén keresztiil figyelembe veszi a
tobbi inhomogenitas hatasat is, igy pontosabb kozelitést ad a heterogén anagy atlagos
anyagjellemzdire, mint az Eshelby-féle becslés.

~ ABETON ATLAGOS SZILARDSAGI JELLEMZOINEK |
SZAMITASA HOMOGENIZACIOS MODSZEREK SEGITSEGEVEL

Az atlagos anyagi merevségi tenzorok kiszamitasa segitségével meghatarozhato
példaul egy fiktiv betonkeverék atlagos (makroszintll) rugalmassagi modulusa és
Poisson-tényezdje az egyes fazisok anyagi paraméterei, térfogataranya és alakja
alapjan. A beton esetében tobbféle heterogenitast is figyelembe vehetiink: az dgyazd
anyag legyen példaul a cementhabarcs, az egyes fazisok pedig az adalékanyag, vala-
mint a légpdrusok. Ha csak az adalékanyagot és a cementkovet vessziik figyelembe,
kétfazisu, ha a légporusokat is, haromfazisu modellrél beszélhetiink. Négyfazisu
modellt is alkothatunk példaul acélszal-erdsitésii betonok esetén, az egyes szalakat
rendkiviil nagy f6- és kistengely aranyu elnyujtott forgasellipszoidként modellezve.

Paraméteres vizsgalatokat folytattunk az egyes fazisok térfogataranyat, rugalmas-
sagi modulusat, valamint az adalékanyag méretét és alakjat valtoztatva, és minden
esetben meghataroztuk a beton atlagos rugalmassagi modulusat és Poisson-ténye-
z0jét a Voigt-féle felsd, a Reuss-féle als6 hatar és az Eshelby-, illetve a Mori—
Tanaka-féle becslés segitségével.

Az egyes fazisokat homogén izotrop anyagnak feltételeztiik, és a cementet ,,0”, az
adalékanyagot ,,1”, a 1égporust ,,2”, az acélszalat ,,3” indexszel jeloltik. A 1égporus
esetén a szingularitasok elkeriilése végett nullatol kiillonb6zo, nagyon kis értékeket
vettiink fel a rugalmassagi modulus €s a Poisson-tényez6 megadasanal.
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A homogenizacid sordn a teljes anyagi merevségi matrixra sziikség van, mely a
rugalmassagi modulus és a Poisson-tényez0 segitségével kifejezve izotrop anyagok
esetén:

1-v v v 0 0 0
v 1-v v 0 0 0
E v v 1l-v 0 0 0
Li=——T—F— (3.44)
‘ (1+I/)(1—2V) 0 0 0 1-2v 0 0
0 0 0 1-2v 0
| 0 0 0 1-2v |

Az izotrop anyag atlagos rugalmassagi modulusanak és atlagos Poisson-tényezdjének
szamitasa pedig €pp ellenkezbleg, az atlagos anyagi merevségi matrix L, elemeibdl
torténik: ‘

- - 2L;
E=L,-=—"2, (3.45)
L11+L12
L
L11+L12

A cement rugalmassagi modulusanak valtoztatasaval megfigyelhetjiik a cement ru-
galmassagi modulusanak hatasat a beton rugalmassagi modulusara. Az ellipszoid
alaku adalékanyag-szemcse féltengely-hosszai:

a,=10 mm; a,=9,9 mm; a,=9,8 mm.

A cement ¢és az adalékanyag térfogataranya, rugalmassdgi modulusa és Poisson-
tényezdje:

c,=0,4; ¢,=0,6;
E,=20-+35 GPa; E,=30 GPa;
v,=0,15; v,=0,20.

Homogén anyag esetén E,= £, =30 GPa a kétfazisu modell egyes alkotoinak a rugal-
massagi modulusa, igy az atlagos rugalmassagi modulusnak ugyanekkora 30 GPa
nagysagu értékkel kell birnia. Lathat6, hogy az eredmények a kerekitésekbdl szarma-
z6 hibakkal birnak csupan (1. tablazat). Megfigyeltiik, hogy minél nagyobb az elté-
rés az egyes fazisok paraméterei kozott, annal nagyobb kiilonbségek jelentkeznek a
kiilonb6z6 modszerek altal kapott eredményekben.
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1. tablazat. A cement rugalmassagi modulusanak hatasa a heterogén anyag atlagos rugalmassagi
modulusanak értékére

30,00

3500

Cement rugalmassigi modulusinak hatisa

e

il

Atlagos rugalmassigi modulus [GPa|

20,00
= Voigt 26,{14 28,!]4 30,&5 32;05
= Reuss 25,00 27,78 30,00 31,82
= Eshelby 24,82 27,73 29.99 31,76
Mori — Tanaka 2548 27,91 30,02 31,94

Cement rugalmassagi modulusa [GPal

2. tablazat. Az inhomogenitas rugalmassagi modulusanak hatasa a heterogén anyag atlagos rugalmassagi
modulusanak értékére

§ Inhomogenitis rugalmassagi modulusanak
5 hatdsa

=

E 40,00

E} 3500 7 L p—

§ o0 | _L,_ = B
= o | .
g > n -
e 20,00

=]

= 10,00 : = =~
= 1u

= Voigt 14,02 20,03 26,{)4 3204 38,04

= Reuss 12,50 20,00 25,00 28,57 31,25

= Eshelby 12,07 19.99 2483 28,09 30,44
Mori — Tanaka| 13,37 20,01 2549 30,07 33,97

Inhomogenitis rugalmassigi modulusa [GPa)
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Az inhomogenitas rugalmassagi modulusanak hatasat vizsgalva csupan a rugal-
massagi modulusok értékeit valtoztattuk az el6z6 vizsgalathoz képest:

E,=20GPa; £,=10+50 GPa.

A kapott eredményeket diagramokon abrazolva észrevehetd, hogy az adalékanyag
anyagi paraméterei nagyobb mértékben befolyasoljak az elkésziilt beton viselkedé-
sét, mint a cementé, hiszen nagyobb térfogataranyban vannak jelen a betonban, igy
jobb mindségili adalékanyag alkalmazasaval nagyobb mértékben javithatunk az el-
késziilt beton mindségén, mintha az alkalmazott cement mindségét ndvelnénk
(2. tabldzat).

Az adalékanyag alakjat forgasellipszoidként modelleztiik, ahol két tengely hossza
mindig megegyezik, és a harmadik hosszat valtoztattuk. Attol fiiggéen, hogy a har-
madik tengely a mellék- vagy a fétengely, beszélhetiink lencseszferoidrdl (a, = a,>a,)
vagy orsoszferoidrol (a, >a,=a,) (16. abra).

Minél nagyobb a f6- és melléktengely ardnyszadm, anndl torzultabb ellipszoidot
kapunk. A kelléen nagy arany elérésekor lencseszferoid segitségével érme alaku in-
homogenitést, orsészferoid segitségével pedig tii alaku inhomogenitast modellezhe-
tink (17. abra).

a, : I b,

16. abra. Lencse- (a) és orsoszferoid (b)

e

a, - _.a-""”'f- h_

17. abra. Erme- () és tii alaka (b) inhomogenitas
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Az inhomogenitas alakjanak hatasat vizsgalva a kovetkez6 kiindulasi adatokat
alkalmaztuk:

a,=10 mm; a,=9,9 mm; a,=9,8 mm.
¢,=0,4; ¢,=0,6;

E,=20GPa; E,=30 GPa;

v,=0,15; v,=0,20.

A kezdeti alakhoz tartozo a, értéket rogzitve, az a, és a, értékeket véltoztattuk a pa-
raméteres vizsgalat soran.

Az inhomogenitas alakjat valtoztatva megfigyelhetd, hogy minél torzultabb az
adalékanyag a gombhoz képest, annal merevebb lesz az elkésziilt betonkeverék.
Természetesen beton esetében a cementkd €s a folyami kavics adalékanyagok anyag-
allandoinak értéke kdzott nincs nagy (nagysagrendnyi) kiillonbség, emiatt az effektiv
jellemzdk sem kiilonboznek nagymértékben, azonban a tendencia mindenképpen
ebbe az irdnyba mutat.

3. tablazat. Az inhomogenitas alakjanak hatasa a heterogén anyag atlagos rugalmassagi modulusank értékére

Inhomogenitas alakjanak hatisa

— dﬂ_.a—"’#_ - e
=
B
S 265
E
g 2
5 255
Z
g 25
=
a0
£ 245
= 2
f]
25
Ellipszoid fo- és melléktengelyének ardnya [-] 100
125 | 167 25 5 100
= Eshelby (0) 2489 | 2499 | 2515 | 2542 | 2592
= Mori — Tanaka (0)| 25,52 25,57 25,65 25,77 2598
= Eshelby (p) 2498 | 2519 | 2548 | 2587 | 2615
= Mori — Tanaka (p)| 25,56 | 2567 | 2581 | 2598 | 2609
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s

oL

18. abra. A cementkd és a beleagyazott kavicsok geometriai modellje

s

I
18, 5057 21,3004 Z4.111 76.9337 25, 1164
19, 907 227007 25.5124 20.315 31.1177

19. abra. A numerikus homogenizacio soran tapasztalt jellegzetes fesziiltségeloszlas
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Az analitikus homogenizaciot 6sszevetettilk numerikus szamitasok eredményeivel
is, ahol a reprezentativ térfogatelemre egységnyi alakvaltozast eldirva, és az egyes
elemekben keletkezd fesziiltségeket atlagolva kaphatjuk meg az atlagos anyagi me-
revségi matrixot, melybdl kiszamithaté az &tlagos rugalmassagi modulus és a
Poisson-tényez6 (Barbero 2014).

A végeselemes szamitasokat Ansys™ Mechanical APDL programban végeztiik el,
az egyes adalékanyagokat ellipszoidként modelleztiik (/8. dbra). A képen a sarkok-
ban és a blokk kozepén helyezkednek el az adalékanyag-szemcsék, és a koztiik 1évo
teret tolti ki a cementkd.

Az egységnyi nyulast iranyonként eldirva, majd az egyes teheresetekhez tartozo
fesziiltségmezoket atlagolva az anyagi merevségi matrix elemeit oszloponként meg-
hataroztuk. A fesziiltségmez6én jol lathato, hogy az egyes szemcsék kdzott hogyan
adodnak at a terhek, ezeken a szakaszokon az egyébként kisebb rugalmassagi modu-
lusszal rendelkez6 cementko is merevebben viselkedik (79. dbra).

Egy tablazatba 6sszefoglalva az eredményeket, 6sszehasonlithatéak az analitikus,
valamint a numerikus becslések:

4. tablazat. A két-, harom- és négyfazisu modellek analitikus, illetve numerikus homogenizacié soran nyert
eredményei a fazisok térfogataranyanak fliggvényében

Atlagos rugalmassagi modulus (GPa)
Co ¢ G, Cs
VEM (1) | VEM (2) Voigt Eshelby Mori—Tanaka
0,4 0,6 0 0 23,29 23,69 26,04 25,19 25,67
0,4 0,55 0,05 0 21,96 21,96 24,53 22,84 22,94
0,4 0,52 0,05 0,03 23,94 24,09 29,86 28,78 29,03

Az atlagos rugalmassagi modulusok értékeinél a 4. tabldzat els6é sora a kétfazisu,
a masodik és harmadik a harom-, illetve négyfazisu modellek eredményeit tartal-
mazza.

Az adalékanyag mérete:

a,=10 mm; a,=6,1 mm; a,=6 mm;

a harom- és négyfazisu modell esetén a légporusok mérete:
a,=0,5 mm; a,=0,49 mm; a,=0,48 mm;

a négyfazisi modell esetén az acélszalak mérete:

a,=1 mm; a,=0,002 mm; ¢,=0,001 mm;

a cement, az adalékanyag és az acélszal anyagjellemzdi:
E,=20GPa; E,=30 GPa; £,=200 GPa;

v,=0,15; v,=0,20; v,=0,3.
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Az els6 két oszlopban a numerikus eljarasok két kiilonb6z6 iranyban (,,1” és ,,2”)
szamitott rugalmassagi modulusainak értékei lathatok. Az eredmények minden eset-
ben a Voigt-féle fels6é hatar ala esnek, és képesek figyelembe venni a mikropérusok
merevséget csokkentd, valamint az acélszalak merevséget noveld hatasat.

OSSZEFOGLALAS

A numerikus modszerek nagy elénye, hogy jol modellezik az egyes szemcsék
kozti teheratadddast, tehat az egyes fazisok eloszlasanak és orientaciojanak hatasat,
valamint azt, amit az analitikus képletek egyaltalan nem tudnak figyelembe venni,
nevezetesen az egyes inhomogenitasok méretének szerepét. Megjegyezziik, hogy a
geometriai modell felépitése rendkiviil idéigényes, és testelemek hasznalataval mar
egy egyszerl szamitas is megnoveli a homogenizacid idésziikségletét. Jelen feladat
egy személyi szamitogépen futtatva az analitikus eljarasok esetén koriilbeliil 30 ma-
sodpercet, a numerikus szdmitas esetén koriilbeliil 3 6rat vesz igénybe (a modellek
felépitéséhez sziikséges 1d6tdl eltekintve). A numerikus szamitas iddigényes volta
ellenére konnyedén beillesztheté barmely szoftver megoldd algoritmusaba, ezaltal
Osszecsatolva egy altalanos mérnoki probléma és a numerikus homogenizacié meg-
oldasat.

Az analitikus eljarasok nagyon gyorsak, kevés kiindulasi adatra van sziikség, és
tulajdonképpen mar néhany egyszeri szamitas segitségével meghatarozhaté a kivant
effektiv anyagi paraméter értéke. Az analitikus homogenizacio hatranya, hogy sok
feltevést és egyszerisitést alkalmaz, ezért minden egyes mddszerhez gondosan meg

20. abra. Elkiilonitett kavics (a) és 1égporus () fazisok egy beton probatestrdl késziilt CT felvételen
(Lubldy et al. 2014)
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kell vizsgalni az alkalmazhatosagi feltételeket. Az Eshelby-tenzor szamitasanal hasz-
nalt elliptikus integralok szintén kozelitd megoldast nyujtanak, ezért vitathatd az
egyes analitikus eljaras pontossaga. Erdemes lenne Gsszevetni az egyes modszerek
altal nyujtott eredményeket olyan heterogén anyag esetén is, ahol a kiilonb6z6 fazi-
sok anyagtulajdonsagai nagymértékben eltérnek egymastol.

Egy egyszerli alkalmazésként példaul egy betongyarban a betonkeverék mind-
ségét szamitd program tudnd alkalmazni az analitikus homogenizaciés technikakat.
A beérkezd kiilonboz0 mindségli és alaku adalékanyagbodl készitett betonkeverék
atlagos rugalmassagi modulusa és Poisson-tényezdje konnyedén becsiilhetd az egyes
fazisok térfogataranya és rugalmassagi modulusa, valamint Poisson-tényezdje alap-
jan. Ha az adalékanyag szemcséinek nagysagat is ismerjiik, még jobb kozelités ad-
hat6 a betonkeverék atlagos anyagi paramétereire.

TOVABBI ALKALMAZASOK BEMUTATASA

A szamitogépes homogenizacid probatestekrdl vagy kész szerkezetekrdl késziilt
ipari CT felvételek feldolgozéasa soran is haszndlhaté. Ennek nagy elénye, hogy a
heterogén anyag belsejébe teljesen ,,belelatunk™ anélkiil, hogy a szerkezetet roncso-
lasos vizsgalatnak vetnénk ala (20. abra). Ezéltal az anyagban a valds heterogeni-
tas-eloszlast tudjuk modellezni, és a kapott eredmények is a konkrét probatestre
vonatkoznak.

A CT felvételek alapjan torténé anyagmodellezés rendkiviil hasznos lehet karoso-
dott szerkezetek vizsgalatanal (Lubldy et al. 2014), ugyanis egy mobil-CT hasznala-
taval roncsolasmentesen tudnank felvételeket nyerni a karosodott szerkezet szemmel
nem lathatd részeirdl, és igy végeselemes szamitdsok segitségével ellendrizhetd a

o, iBskroaz oopukiss iGnkrenmcicie]

JF

makrosrintd tariomany mencintl Trtorminy AR TOETERTTL (T oy

mrtoemdeny - haidr

By, heterogén wbbsringl modell

21. abra. Tobbszintli modellezés alkalmazasa (Eckardt 2009)
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szerkezet aktualis teherbirasa, valamint szamithat6 lenne egy varhato élettartam is az
ismert terhek esetén.

Kiilonleges homogenizaciot hasznalunk a bevezetOben mar emlitett tobbszintii
modellezés esetében is. Ennek 1ényege, hogy az egyébként kontinuumként modelle-
zett szerkezetet a tonkremenetele szempontjabol kritikusnak vélt helyeken egy ,,mé-
lyebb” szintet tartalmaz6 anyagmodellel valtjuk ki. A makroszinti probléma defor-
macidit a mikroszintii reprezentativ térfogatelem peremeire transzformalva megol-
dunk az ,,alacsonyabb” szinten egy klasszikus peremérték-feladatot, és az itt kapott
fesziiltségeket a numerikus homogenizacio segitségével atvissziik a szerkezet szint-
jére (Geers et al. 2011).
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MECHANICAL MODELLING OF THE MESOSTRUCTURE
OF HETEROGENEOUS MATERIALS

Summary

The importance of studying the mesostructure of heterogeneous materials appears in both multiscale
modelling and materials technology. Based on the theories of micromechanics we show as an illustrative
example the analytical — including the Eshelby tensor — and the finite element computation of the stress
field in a material containing a single inhomogeneity. In the second part of the paper we introduce the
homogenization techniques connecting the different scales in material modelling. We demonstrate this
averaging method in case of the meso- and macrolevel modelling of concrete. After comparing the
results of analytical and numerical homogenization, we outline some other possible fields of application.

Keywords: heterogeneous material, mesoscale, Eshelby, Mori—Tanaka, homogenization, concrete



