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Részletes  zárójelentés

A  pályázat  munkaterve  hat  témakörben  irányzot t  el  kutatásokatő . Mind  a  hat
témában  számot tev  eredmények  szület tek  a  pályázat  négy  éve  alatt.  Az  elértő
eredményeket  az  alábbi  összefoglaló  e témakörök  szerinti  bontásban  ismerteti.  

El rebocsátok  néhány,  az  eligazodás t  segít  megjegyzést.ő ő
• A zárójelentésben  az  [1],  [2],  ...  , [30]  számok  a  pályázat  keretében  készült,  s  az

OTKA adatbázisába  bevitt  közleményekre  utalnak  –  a  végleges  adatbevitel  után
ott  kialakult  számozás  szerint.

• Ezek  közül  a  közlésre  elfogadot t,  illetve  közlésre  benyújtot t  cikkek,  valamint  a
kéziratok  esetén  az  adatbázisban  kötelez en  megkívánt  megjelenési  évszámő
becslésen  alapul,  figyelembe  véve  a  matematikában  szokásos  átlag  két  év  átfutási
id t  (benyújtás  után).   ő

• A  többi  hivatkozás  –  megkülönbözte tésül  –  bet vel  kezd dik.  Ezek  adatai  aű ő
zárójelentés  végén  lév  irodalomjegyzékben  találhatók.  ő

• Ez a  zárójelentés  olvasható  a  pályázat  
http://www.math.u-szeged.hu/kozos/37877/ 

címen  található  honlapján  is,  ahonnan  az  [1]–[30]  közlemények  mindegyike  pdf
formátumban  elérhet .  ő

1. A véges  algebrák  struktúraelmélete,  klónok  véges  alaphalmazon

A  Hobby  és  McKenzie  [HMc]  által  kifejleszte t t  struktúraelmélet  azon  a  fontos
észrevételen  alapul,  hogy  egy  véges  algebra  viselkedését  nagy  mértékben
meghatározza  bizonyos  `kicsi'  részhalmazokon  mutatot t  lokális  viselkedése.  A
lokális  viselkedést  leíró  algebrák  megértése  általában  klónjuk  megértését  kívánja
meg.  Fordítva,  az  algebrák  klónja  nagyban  meghatározza  a  struktúrális
tulajdonságaikat.  A struktúraelmélet  és  a  klónelmélet  kombinációja  rendkívül  széles
alkalmazási  lehet ségekkel  bír  a  klasszikus  algebrai  struktúráktól  kezdve  olyanő
általános  relációstruktúrákig,  amelyek  bizonyos  optimalizálási  problémáknál
merülnek  föl.

A  csoport elméletben  régóta  vizsgált  az  a  – Galois - elmélet  által  motivált  –
kérdéskör,  hogy  két  csoport  részcsopor thálói  között  (esetleg  további  feltételeknek
is  eleget  tevő ) izomorfizmus  létezése  milyen  er s  megszorí tás t  jelent  magukra  aő
csoportokra.   Suzuki  1951- ben  bizonyítot ta,  hogy  ha  a  G,  H véges  egyszerű

csoportokra  G2 és  H2 részcsopor thálója  izomorf  egymással,  akkor  G és  H is
izomorf  egymással.  Bár  ugyanez  tetsz leges  véges  csopor tokra  nem  igaz,  az  volt  aő



sejtés,  hogy  ha  a  G,  H véges  csopor tokra  G3 és  H3 részcsopor thálója  izomorf
egymással,  akkor  már  következik,  hogy  G és  H is  izomorf  egymással.  A [4] cikk  fő
eredménye  az,  hogy  ha  a  G,  H véges  csopor tok  Sylow- részcsopor t jai  ciklikusak,
továbbá
 
(1) G  és  H részcsopor thálója  közöt t  létezik  a  részcsopor tok  rendjét  meg rző ő
izomorfizmus,  vagy
(2) G x G és  H x H részcsopothálója  izomorf  egymással,  

akkor  G és  H (izomorfiától  eltekintve)  term  ekvivalens  egymással,  s  így  Gn  és  Hn

részcsopor thálója  izomorf  egymással  minden  n - re.  Mivel  az  ismert  volt,  hogy  e  tétel
feltevéseinek  nemizomorf  G, H csoportok  is  eleget  tesznek,  ez  a  tétel  megcáfolja  az
említet t  sejtést.

Ehhez  a  témakörhöz  szorosan  kapcsolódik  az  a  probléma,  hogy  létezik - e  olyan  n

természe tes  szám,  amelyre  tetsz leges  ő G csoport  esetén   Gn   részcsopor t jai
meghatározzák  G- t  term - ekvivalencia  erejéig  (azaz  meghatározzák  G klónját).  A
[13]  cikk  f  eredmő énye  az,  hogy  ha  a  G véges  csoport  Sylow - részcsopor t jai  Abel-

félék,  akkor  G- t  term- ekvivalencia  erejéig  meghatározzák  G3  részcsopor t jai.  A

kvaterniócsopor t  példája  igazolja,  hogy  szélesebb  csoportosz tályok  esetén  G3
részcsopor t jai  biztosan  nem  elegend ek.  Az  viszont  [13]  egy  eredménye  szerintő

igaz,  hogy  nilpotens  G csoportokra   Gk   részcsopor t jai,  ahol  k =  | G| [G :  Z(G)] - 1 ,
meghatározzák  G- t  term - ekvivalencia  erejéig.

A véges  algebrák  elméletének  egyik  fontos  nyitot t  kérdése  a  következ :  igaz- e, hogyő
véges  A  halmazon  csak  megszámlálhatóan  sok   Malcev- algebra  van  (az  azonos
klónú  algebrákat  nem  különbözte t jük  meg  egymástól).  Post  [Po], illetve  Bulatov  [Bu]
eredményeib l  a  válasz  ismert  és  igenl ,  ha  ő ő A  két -  vagy  háromelem ,  és  nemű
ismert,  ha  A  legalább  négyelem .  A fenti  csoportelméleti  eredmény  kiterjesztésévelű
ennek  kapcsán  azt  sikerült  bizonyítanunk,  hogy  bármely  véges  alaphalmazon  csak
véges  sok  olyan  Malcev- algebra  van,  amelyik  reziduálisan  kicsi  varietás t  generál
(azaz  olyan  varietás t,  amelyben  csak  halmaznyi  sok  irreducibilis  algebra  van).  Ebb lő
a  tételb l  egyszer  speciális  esetként  adódnak  a  két - ,  ill.   háromelem  Malcev-ő ű ű
algebrákra  korábbról  ismert  eredmények.  (Ez  az  eredmény  írásban  még  nem
publikált.)

A  dualitáselmélet  szerint,  ha  egy  véges  algebra  rendelkezik  n - változós  többségi
kifejezésfüggvénnyel  valamely  n - re,  akkor  az  általa  generált  kvázivarietás  algebrái  a
klasszikus  Pontrjagin - ,  Stone- ,  illetve  Priestley- féle  dualitáshoz  hasonlóan
topológiai  módszerekkel  leírhatóak.  Ha  az  algebra  kongruenciadisz t ributív  varietás t
generál,  akkor  a  többségi  kifejezésfüggvény  létezése  nem  csak  elégséges,  hanem
szükséges  feltétele  is  a  dualizálhatóságnak.  A [DHM] cikk  szerz i  több,  mint  tíz  éveő
tették  fel  azt  a  kérdés,  hogy  egy  véges  algebráról  eldönthet - e,  hogy  rendelkezikő
többségi  kifejezésfüggvénnyel.  Jól  ismert,  hogy  egy  algebra  akkor  és  csak  akkor
rendelkezik  többségi  kifejezésfüggvénnyel,  ha  létezik  olyan  kifejezésfüggvény,
amely  az  általa  generált  varietás  két  elem  által  generált  szabad  algebrájában  a  két
generátorelemre  megszorí tva  többségi  függvényként  viselkedik.  Ezért  is  érdekes
McKenzie  [Mc2]  nem  publikált  eredménye,  amelyben  megmuta t ja,  hogy  véges
algebrákban  a  többségi  függvény  létezése  eldönthetetlen,  ha  azt  két  rögzítet t
elemre  vizsgáljuk.  A [24]  cikk  f  eredménye  ezt  kiterjeszti  kételem  részhalmazrólő ű
nagyobb  részhalmazokra,  de  nem  a  teljes  algebrára.  Mind  a  két  eredmény  olyan
algebrák  vizsgálatán  alapszik,  melyeknek  van  elnyel  tulajdonságú  eleme,  ami  egyő



többségi  függvénnyel  rendelkez  algebrának  nem  lehet.  Ezért  nagy  meglepetés tő
jelentet t  a  [28]  kézirat  eredménye,  amely  megmuta t ja,  hogy  a  többségi
kifejezésfüggvény  létezése  eldönthet  véges  algebrákban.  Ennek  a  ténynek  egyikő
következménye,  hogy  kongruenciadisz t ributív  varietást  generáló  véges  algebrákról
eldönthet ,  hogy  az  általuk  generált  kvázivarietás  dualizálható - e.ő

A  Hobby –McKenzie- féle  struktúraelmélet  öt  típusba  sorolja  a  véges  egyszerű
algebrákat.  Az  5- ös  típus  kivételével  ezen  algebrák  szabad  spektrumának
aszimptotikus  viselkedését  Berman  [Be] pontosan  meghatároz ta;  5- ös  típus  esetén  a
probléma  nyitott.  [25]- ben  minden  k  pozitív  egészre  megadunk   olyan  5- ös  típusú

véges  egyszer  algebrát,  amelynek  szabad  spektruma  aszimptotikusan  2ű f (n ), ahol  f

(n )= n kvagy  f (n )= n k lg(n ).  Az  a  sejtés,  hogy   5- ös  típusú  véges  egyszer  algebraű
szabad  spektruma  nem  lehet  aszimptotikusan  más,  mint  az  e  példákban  fellépő
lehet ségek.  ő

Adott  véges  A  relációstruktúra  esetén  az  A - ra  vonatkozó  homomorfiz mus
problémának  a  következ  döntési  problémát  nevezik:  tetsz leges  (ő ő A - hoz  hasonló)  I
relációstruktúra  esetén  eldöntend ,  hogy  létezik - e  ő I- t  A - ba  képező
homomorfizmus.  Ez  a  probléma,  amelyet  a  továbbiakban  Hom( A )- val  jelülünk,  a
számítás tudo má nyban  `cons t raint  satisfaction  problem'  néven  ismert,  s  nagy
figyelmet  kap  sokrét  alkalmazásai  miatt  (pl.  sceduling,  machine  vision,  beliefű
maintenance,  temporal  reasoning).  Mivel  Hom( A )  nem- determinisz tikus  polinom
idej  algoritmussal  nyilván  megoldható,  a  f  kérdés  az,  mely  esetekben  vanű ő
determiniszt ikus  polinom  idej  algoritmus.  A  várt  választ  kifejez  dichotómia -ű ő
sejtés  szerint  a  Hom( A ) probléma  minden  A - ra  vagy  polinom  idej  vagy  NP- teljes.  ű

Jeavons  [Je]  ismerte  fel,  hogy  a  Hom( A ) probléma  bonyolultságát  meghatározz a  az
A   relációival  kompatibilis  m veletek  ű C klónja.  Ismert,  hogy  

(1) a  Hom( A ) probléma  redukálható  arra  az  esetre,  amikor  C idempotens,  s  hogy
(2) ez  esetben,  ha  C- ben  nincs  Taylor - m velet,  akkor  Hom(ű A ) NP- teljes.

A sejtés  az,  hogy  ha  C- ben  van  Taylor - m velet,  akkor  Hom(ű A ) polinom  idej .ű

A többségi  függvények  a  Taylor - m veletek  egy  fontos  speciális  osztályát  alkotják.ű
Nyitott  kérdés,  hogy  polinom  id ben  eldönthet - e  tetsz leges  végeső ő ő
relációstruktúra  esetén,  hogy  létezik - e  kompatibilis  többségi  függvénye.  A [14]  cikk
azon  véges  gráfok  leírását  adja,  amelyeken  létezik  kompatibilis  többségi  függvény.
A gráfok  esetén  kapott  eredmények  sok  tekintetben  hasonlóak  a  szerz k  korábbi,ő
kompatibilis  többségi  függvénnyel  rendelkez  részbenren deze t t  halmazokő
jellemzésére  vonatkozó  eredményeihez,  ld.  [LZ]. Pl. érvényben  marad  a  kompatibilis
többségi  függvény  létezésének  polinom  id ben  való  eldönthet sége.  Ugyanakkorő ő
fellépnek  különbségek  is.  Pl.  gráfokra  érvényét  veszti  Kun  és  Szabó  [KSz]
összefügg  véges  részbenrendeze t t  halmazokra  vonatkozó  eredménye,  mely  szerintő
az  idempotens  részalgebrák  lebontha tósága  ekvivalens  egy  kompatibilis  többségi
függvény  létezésével.  

2.  A klónháló  szerkezete  véges,  illetve  végtelen  alaphalmazon

Post  [Po]  nyomán  ismert  az  összes  klón  kételem  alaphalmazon,  nagyobb  (végesű
vagy  végtelen)  A  alaphalmazon  azonban  a  teljes  leírás  reménytelen  feladat,  mivel
már  véges  A - ra  is  a  klónok  száma  kontinuum.  Ezért  a  klónháló  valamilyen



szempontból  kitüntete t t  szerepet  játszó  részeit  érdemes  vizsgálni.  

Több,  mint  húsz  éves  el zményekre  tekint  vissza  a  nagy  szimmetriával  rendelkező ő
klónok  vizsgálata  (ld.  pl.  [CsG], [Ma1]),  illetve  azon  klónok  vizsgálata,  amelyek  unér
része  tartalmaz  nagy  permutációcsopor tot  (pl.  [HR]).  Mindezek  a  klónok  teljesítik
azt  a  feltételt,  hogy  valamely  G (A - n  ható ) `nagy'  permutációcsopor t  esetén  zártak
a  G- beli  permutációkkal  való  konjugálásra;  ezeket  a  klónokat  röviden  G- zárt
klónoknak  nevezzük.  A  [7]  könyvfejezet  a  G- zárt  klónokról  addig  ismert
eredményekr l  ad  áttekintés t;  ezen  kívül  egyszer  bizonyítást  vázol  Hoa  [Hoa1- 3]ő ű
és  Marchenkov  [Ma2]  SA- zárt  klónokat  leíró  eredményeire,  és   bejelenti  [23]  fő
eredményét,  amely  a  következ :  véges  ő A  (|A |>2)  alaphalmazon  a  G- zárt  klónok
közül  az  összes  konstans t  tartalmazó  klónok  száma  akkor  és  csak  akkor  véges,  ha
G a  szimmetrikus  vagy  az  alternáló  csopor t  A - n,  vagy  pedig  G az  AGL(1,5)  (|A |=5),
PSL(2,5)  (|A |=6),  PGL(2,5)  (|A |=6),  PGL(2,7)  (|A |=8),  PGL(2,8)  (|A |=9),  PGammaL(2,8)
(|A |=9)  csoportok  valamelyike.   Ezzel  elérhet  közelségbe  került  mindazon  ő G
csoportok  meghatározása,  amelyekre  a  G- zárt  klónok  száma  véges:  Marchenkov
[Ma3- 4],  illetve  Szabó  [Sza]  korábbról  ismert  eredményei  szerint  ugyanis  elegendő
megvizsgálni,  hogy  a  fent  felsorolt  hat  kivételes  csopor t  közül  melyekre  véges  az
idempotens  G- zárt  klónok  száma.  Három  csoportra  sikerült  már  megmuta tni,  hogy
a  szóban  forgó  klónok  száma  véges,  s  biztató  részered mények  vannak  a  maradék
három  csoport  esetén  is.

Adott  A  alaphalma zo n  a  klónháló  szerkeze tének  megismerésében  az  egyik
gyümölcsöz nek  bizonyult  megközelítés  a  klónok  osztályozása  az  unér  részükő
alapján.  A klónok  unér  részei  pontosan  a  transzformációmonoidok  A - n,  s  bármely
M transzformációmonoidra  azon  klónok,  amelyeknek  az  unér  része  M,  egy  I(M)
intervallumot  alkotnak  a  klónhálóban.  A továbbiakban  fölesszük,  hogy  A  véges  és  
| A |>2.  Ekkor  A - n  csak  véges  sok  különböz  ő M transzformációmonoid  van,  de
kontinuum  sok  klón.  Ezért  természe tes  probléma  az   I(M) intervallumok  számosság
szerinti  osztályozása.  Az  els  ilyen  eredmények  egyike  Pálfy  [P] nevezetes  tétele,ő
amely  szerint  ha  M tartalmazza  az  összes  konstanst,  de  azokon  kívül  csak
permutációkból  áll,   akkor  az  I(M)  intervallum  egy-  vagy  kételem ;  kételemű ű
pontosan  akkor,  ha  M egy  véges  vektortér  unér  polinomfüggvényeinek  monoidja.   

A  [17]  cikk  tárgya  tetsz leges  véges  hálókból  konstruált  ő M (maximális)  inverz
monoidok  esetén  az  I(M)  intervallum  vizsgálata.  A  vizsgált  osztályba  tartozó  M
monoidok  esetén  szükséges  és  elegend  feltételt  adunk  arra,  hogy  az  ő I(M)
intervallum  egyelem  legyen,  illetve  megadunk  egy  olyan  részosz tályt,  amelybeű
tartozó  M- ekre  az  I(M)  intervallum  kontinuum  sok  klónt  tartalmaz.  A  kapott
eredmények  már  háromelem  alaphalmaz  esetén  is  szolgáltatnak  új  ismereteket.  ű
[26]- ban  –  Pálfy  tételét  kiterjesztve  –  megadjuk  az  összes  olyan  M monoidot,
amelyre  M csak  konstansokból  és  permutációkból  áll,  tartalmaz  legalább  egy
konstanst,  és  I(M) egyelem .ű

Az  algebrák  egyik  fontos  kísér  struktúrája  a  klónjuk  centralizátora,  azaz  aő
m veleteikkel  felcserélhet  m veletek  halmaza.  Véges  halmazon  a  klónokű ő ű
centralizátorai  éppen  a  primitív  pozitív  klónok,  azaz  azok  a  klónok,  melyek
tartalmazzák  a  primitív  pozitív  formulákkal  definiálható  m veleteket  is.ű

[29]- ben  meghatároz z uk  a  véges,  egyszer ,  idempotens  algebrák  klónjának  és  aű
kongruenciadiszt ributív  varietást  generáló  véges  algebrák  polinomfüggvényei
klónjának  a  centralizátorát.  Az  utóbbiak  éppen  a  diagonális  algebrák  klónjai,  az
el bbiek  pedig  olyan  klónok,  melyek  egyrészt  a  vektorterek  polinomfüggvényeiő
halmazaként  adódnak,  másrész t  amelyeket  permutációk  és  konstans  m veletekű



generálnak.  Ezen  kívül  leírjuk  azon  véges,  egyszer ,  nem  er sen  Abel- féleű ő
algebrákat  is,  melyek  polinomfüggvényeinek  klónja  primitív  pozitív.  Ha  egy  ilyen
algebra  nem  affin,  akkor  vagy  függvényteljes,  vagy  pontosan  azok  a  m veletek  aű
polinomfüggvényei,  amelyek  egy  adott  félháló  m velettel  felcserélhet k.  Az  er senű ő ő
Abel- féle  algebrákra  vonatkozóan  csak  részeredményeket  sikerült  elérni.

A  [9]  áttekint  cikk,  amely  a  szerz  által  tartot t  el adássoroza t  alapján,  s  aző ő ő
Algebra  Universalis  c.  folyóirat  f szerkesz t jénekő ő  felkérésére  készült,   teljességre
törekedve  vázolja  a  minimális  klónokra  vonatkozó  vizsgálatok  60  évében
történteket,  különös  tekintet tel  az  utóbbi   30  évre.

3.  Varietásokra  vonatkozó  problémák

A  véges  algebrák  struktúraelmélete  hatékonyan  alkalmazha tó  a  lokálisan  véges
varietások  és  kvázivarietások  tanulmányozásában.  Ugyancsak  rendkívül  fontos
eszköztárat  kínál  a  kommutá torelmélet,  amely  nem  korlátozódik  lokálisan  véges
varietásokra,  illetve  kvázivarietásokra.  Az  elmúlt  15  évben  mindezek  alapvető
szerepet  játszot tak  fontos  strukturális  eredmények  és  új  végesbázis - tételek
bizonyításában.

A  [6]  cikk  végesen  generált  kvázivarietások  véges  kváziazonosság - bázisának
létezésével  foglalkozik.  A  szerz k  bebizonyítják,  hogy  minden  végesen  generált,ő
kongruencia - metszet - féligdiszt ributív  kvázivarietás  beágyazható  egy  végesen
generált,  véges  kváziazonosság - bázissal  rendelkez  kvázivarietásba,  amely  a  [12]ő
cikk  egyik  eredményének  általánosítása.  A  [6]  cikk  eredményei  ennél  sokkal
mélyebbek,  amelyeket  úgy  lehet  legegyszer bben  megfogalmazni,  ha  még  nemű
publikált  eredményeket  is  felhasználunk.  Ezek  szerint  minden  végesen  generál t,
relatív  kongruencia - metszet - féligdiszt ributív  kvázivarietásnak  van  véges
kváziazonosság - bázisa.  Ez  mind  Pigozzi  [Pi],  mind  Willard  [Wi]  nevezetes  véges
bázis  tételének  általánosítása.  Nyitott  még  az  a  kérdés,  hogy  a  végesen  generált,
relatív  kongruenciamoduláris  kvázivarietások  rendelkeznek - e  véges
kváziazonosság - bázissal,  amely  McKenzie  [Mc1]  véges  azonosságbázis  tételének
lenne  általánosítása.  

Az  [5]  cikkben  megmuta tjuk,  hogy  ha  egy  lokálisan  véges  varietás  eleget  tesz  egy
nemtriviális  idempotens  Malcev  feltételnek,  akkor  a  varietásban  szerepl  mindenő
véges  algebrán  a  kompatibilis  részbenrendeze t t  halmazok  (topológiák)  homotópia
csopor tjai  triviálisak.  Továbbá  Hobby–McKenzie  [HMc] jelleg  típuskizárási  tételeketű
bizonyítunk  lokálisan  véges  varietásokra.  Belátjuk,  hogy  a  varietásban  szereplő
véges  algebrák  kompatibilis  részbenrende ze t t  halmazaira  (topológiáira)  kirótt
különböz  feltételek  ekvivalensek  azzal,  hogy  a  varietás  típushalmazában  az  ötő
Hobby–McKenzie - féle  típus  közül  bizonyosak  nem  szerepelnek.

A  Malcev- feltétellel  jellemezhet  tulajdonságok  rendkívül  fontos  szerepető
játszanak  a  varietások  vizsgálatában.  A  legismertebb  Malcev- feltételek  a
kongruenciák  viselkedését  leíró  feltételek,  mint  pl.   a  kongruenciadisz t ributivitás  és
a  kongruenciamod ularitás.  A [14]  cikkben  bebizonyítjuk,  hogy  több  jól  ismert  ilyen
tulajdonság  –  pl.  a  kongruenciadisz t ributivitás,  a  kongruenciamodulari tás  és  a
többségi  term  létezése  –  egybeesnek  olyan  varietásokban,  amelyeket  véges  gráf -
primál  algebra  generál.

A  [11]  cikk  szerz i  optimális  Malcev- feltételt  konstruálnak  tetsz leges  olyanő ő



hálóazonosságra,  amely  er sebb  a  modularitásnál.  Emellett  a  tolerancia  metszésiő
tulajdonságon  alapuló  technikával  a  szerz k  új  egyszer  bizonyítást  adnak  Jónssonő ű
és  Nation  egyik  eredményére,  majd  a  harmadik  szerz  korábbi  eredményétő
általánosítva  igazolják,  hogy  kongruenciamoduláris  varietás  kongruenciáira  a
hálókifejezések  két  lépésben  értékelhet k  ki:  az  els  lépés  aő ő
kongruenciadiszt ributivitásnak,  a  második  pedig  a  kongruencia - felcserélhet ségnekő
felel  meg.

Az  [1] cikk  olyan  kongruenciasémát  és  abból  származó  Malcev- feltételt  ír  le  varietás
kongruenciadiszt ributivitásának  jellemzésére,  amely  azonnal  implikálja  a  Day- féle
Malcev- feltételt.  Fontos  rész  a  cikkben  az  a  tétel  is,  hogy  varietásokban  a  ` trapéz
lemma'  vagy  más  szóval  ` trapéz  séma'  ekvivalens  a  ` trapéz  elvvel',  és  ily  módon  ez
a  cikk  Kearnes  és  Kiss  [KK]  mélyebb  eredményének  is  el futára.  A  [3]  cikk  aő
kongruencia - metszet - féligdiszt ributivitást,  továbbá  felcserélhet ség  esetén  annakő
bizonyos  általánosításai t  jellemzi  kongruenciasémákkal.

Egy algebrát  uniformnak  nevezünk,  ha  bármely  kongruenciája  esetén  a  kongruencia
blokkjai  azonos  elemszámúak.  Egy  kongruenciát  2- uniformnak  mondunk,  ha
minden  blokkja  kételem .  Nemrég  Kaarli  [Kaa],  a  [GQS] cikkben  felvetett  problémátű
megoldva  megmuta t ta,  hogy  a  véges  uniform  hálók  kongruencia - felcserélhet ek.ő
Ehhez  kapcsolódóan  a  [21]  cikk  megmutat ja,  hogy  többségi  kifejezéssel  rendelkező
varietás  véges  algebrájának  bármely  két  2- uniform  kongruenciája  felcserélhet .  2-ő
uniform  helyett  3- uniformra  azonban  analóg  állítás  nem  igaz.  

4.  Reguláris  félcsoportok

Az  inverz  félcsopor tok  struktúraelméletében  két  fontos,  lényegében  a  70- es
években  kialakult  olyan  megközelítési  mód  van,  amely  az  inverz  félcsopor toka t  úgy
építi  föl  félhálókból  és  csoportokból,  hogy  ezek  szemidirekt  szorzatá t  használja.  Ez
a  két  megközelítés  egymás  duálisa  abban  az  értelemben,  hogy  az  egyik  úgy  kapja
meg  az  összes  inverz  félcsopor to t,  hogy  veszi  a  félhálók  csopor tokkal  vett
szemidirekt  szorza tainak  inverz  részfélcsopor t jai t,  majd  ezek  idempotens -
szétválasztó  homomorf  képeit,  a  másik  pedig  a  félhálók  csoportokkal  vett
szemidirekt  szorzatainak  idempotens - szétválasz tó  homomorf  képeit,  majd  ezek
inverz  részfélcsopor t jai t.  Az  els  megközeltés  McAlister  és  O'Carroll,  a  másodikő
McAlister  és  Lawson  nevéhez  f z dik  (ld.  [L]). ű ő

Az  els  megközelítést  számos  irányban  általánosítot ták,  ld.  [Pa],  [SzM1],  [SzM2],ő
[B2],  [GG],  [BSz],  stb.  Az  utóbbi  eredménynek  és  a  [PP]- beli  beágyazási  tételnek  a
közös  általánosításaként  [B3]- ban  megjelent  azon  lokálisan  inverz  félcsoportok
jellemzése,  amelyek  beágyazhatók  általánosítot t  inverz  félcsopor t  feletti  Rees-
mátrix  félcsoportokba.  A  [8]  cikkünkben  megmuta t juk,  hogy  ezek  éppen  azok  a
lokálisan  inverz  félcsoportok,  amelyeknek  van  gyengén  E- unitér  fed je.  ő

A második  megközelítést  eddig  sokkal  kevesebb  irányban  sikerült  általánosítani,  és
csak  az  utóbbi  években,  ld.  [DoE], [HaM]. Itt  a  probléma  lényege  azon  félcsoportok
meghatározása,  amelyek  el állnak  bizonyos  szemidirekt - szer  szorzatokő ű
(idempotens - szétválasz tó)  homomorf  képeként.  A  [22]  cikkben  általánosít juk  a
gyengén  tágas  félcsopor tok  osztályára  a  megenged  halmaz  fogalmát,  és  bevezetjükő
a  balról  majdnem  faktorizálható  gyengén  tágas  félcsoportokat.  Ezen  fogalmak
segítségével  az  inverz  félcsopor tokra  ismert  eredmények  nagy  részét  általánosítjuk
a  gyengén  tágas  félcsoportok  osztályára.  A  félháló  csoport tal  vett  szemidirekt
szorzatának  szerepét  itt  egy  W(T ,Y )  félcsopor t  veszi  át,  ahol  Y  félháló,  T  olyan



unipotens  monoid,  amely  hat  Y - on,  W(T ,Y ) pedig  a  megfelel  szemidirekt  szorzatő
meghatározot t  részfélcsopor tja,  ld.  [FG]. Jelent sen  általánosítva  [EF]- et,  a  [27]  cikkő
f  eredménye  szükséges  és  elegend  feltételt  ad  arra,  hogy   egy  balról  tágaső ő
félcsoportok  mely  fed i  kaphatók  meg  balról  majdnem  faktorizálható  gyengénő
tágas  félcsopor tba  való  beágyazásból.  A [20]  cikk  összefoglalást  nyújt  a  fent  vázolt
kutatási  téma  eredményeir l,  többek  között  a  [22]- ben  és  [27]- ben  közöltekr l  is.ő ő

Az  elmúlt  években  az  ún.  F- inverz  félcsopor tok  a  matematika  több  területén,  az
algebrán  kívül  is  megjelentek.  Kb. 30  év  óta  ismert,  hogy  minden  inverz  monoidnak
van  F- inverz  fed je.  Az  ismert  konstrukciók  azonban,  amelyek  tetsz leges  inverző ő
monoidhoz  F- inverz  fed t  készítenek,  nem  rzik  meg  a  végességet,  és  nyitottő ő
kérdés,  hogy  van- e  minden  véges  inverz  monoidnak  véges  F- inverz  fed je.  Aző
érdekl dés  el terébe  kb.  12  éve  került  ez  a  probléma,  amikor  Henckell  és  Rhodeső ő
[HR]  megmuta t ta,  hogy  az  igenl  válaszból  következne,  hogy  az  ún.  csoportfedő ő
[más  néven  pontszer ]  problémára  is  igenl  a  válasz.  Az  utóbbi  kérdésre  valóbanű ő
igenl  a  válasz,  ezt  Ash  [As]  bizonyítot ta.  [16]- ban  megmutat juk,  hogy  a  véges  F-ő
inverz  fed k  létezésére  vonatkozó  kérdés  ekvivalens  a  véges  relatívan  szabadő
csoportok  Cayley- gráfjainak  bizonyos  – meglehet sen  bonyolult  – tulajdonságával.ő
Ezt  felhasználva  bebizonyítjuk,  hogy  a  kérdés  megválaszolásához  elegend  végeső
inverz  monoidoknak  egy  viszonylag  sz k  seregét  vizsgálni.  Az  utóbbi  eredményű
meglep  következménye,  hogy  ha  pl.  az  n- dimeziós  kockák  mint  Cayley- gráfokő
rendelkeznek  az  említet t  tulajdonsággal,  akkor  az  összes  véges  csoport  Cayley-
gráfja  is  rendelkezik  vele.

Az  E- tömör  lokálisan  inverz  félcsopor tokat  jellemzi  az  a  tulajdonságuk,  hogy  rajtuk
a  legkisebb  inverz - félcsopor t  kongruencia  idempotens  osztályai  teljesen  egyszerű
félcsoportok.  A [30]  cikk  f  eredménye  azt  igazolja,  hogy  minden  E- tömör  lokálisanő
inverz  félcsoport  beágyazható  teljesen  egyszer  félcsopor t  inverz  félcsoport tal  vettű
lambda - szemidirekt  szorzatába;  általánosítva  ezzel  a  szerz nek  B.  Billhardt talő
közösen  nyert  korábbi  eredményét  [BBSzI],  mely  szerint  inverz  félcsoportok
idempotens - szétválasztó  b vítései  beágyazhatóak  csoportnak  inverz  félcsoport talő
vett  lambda - szemidirekt  szorzatába.  

5. Hálók,  mint  kísér  struktúrákő

A [12]  cikk  néhány  eredménye  teljesen  hálóelméleti  módszerekkel  is  bizonyítható,
amelynek  egyik  következménye,  hogy  minden  olyan  metszet - féligdisztributív
algebrai  hálóban,  amelyben  csak  megszámlálható  sok  kompakt  elem  van,  a
zéruselem  a  metsze t - prím  elemek  teljes  metszete.  Ez  a  tulajdonság  a  Jónsson –
Kiefer - tulajdonság  duálisa,  ami  több  algebrai  problémában  természe tes  módon
jelenik  meg.  Például,  minden  kvázivarietás  részkvázivarietásainak  hálója
rendelkezik  a  Jónsson –Kiefer - tulajdonsággal.  A  [15]  cikk  az  el bb  említettő
eredmény  mellett  negatív  választ  ad  Gorbunov  kérdésére,  hogy  minden  metszet -
féligdiszt ributív  algebrai  hálóban  a  metszet - prím  elemek  teljes  metszete  a
zéruselem.

A kongruenciahálók  speciális  kísér hálók,  melyek  vizsgálatának  fontos  eszközei  aő
kongruenciasémák.  Ilyen  pl.  a  klasszikus  Gumm - féle  „shifting  lemma”  vagy  az  [1]-
beli  trapézséma.  A  [2]  cikkben  a  szerz k  felismerik,  hogy  a  kongruenciasémákő
alapjául  egy  tisztán  hálóelméleti  fogalom,  a  hálóazonosság  „shift”- je  szolgál.  A cikk
példákat  hoz  olyan  azonosságokra,  amelyeknek  van  shiftje,  és  olyanokra  is,
amelyeknek  nincs.



Czédli,  Larose  és  Pollák  [CzLP]  eredménye  szerint  koalícióhálókban,  amelyek
bizonyos  véges  részbenrendeze t t  halmazok  kísér hálói,  bármely  két  maximális  láncő
azonos  hosszúságú.  Ezt  er síti  a  [10]  cikk  eredménye:  ha  a  koalícióhálót  –   egyő
rekurziót  adó  struktúra té telnek  megfelel en  –  két  részfélháló  diszjunkt  uniójáraő
bontjuk,  akkor  nemcsak  a  maximális  lánc  hossza  invariáns,  hanem  az  is,  hogy  a
láncon  felfelé  haladva  hányszor  ugrunk  át  az  egyik  félhálóból  a  másikba,  hányszor  a
másikból  az  egyikbe,  és  hány  esetben  nincs  ugrás.

6. Kombinatorikai  és  egyéb  kérdések

A [14]  cikknek  az  1.  és  3.  témakörben  leírt  eredményei  jól  mutat ják,  hogy  nincs  éles
választóvonal  a  véges  algebrák  struktúrájának  vizsgálata  és   a   számítás tu domá nyi
alkalmazások  miatt  fontos  homomorfizmus  probléma  által  fölvetet t  bonyolultsági
kérdések  vizsgálata  között.  A kialakult  algebrai  eszközök  jól  alkalmazhatóak  olyan
esetekben  is,  amikor  a  struktúrákra  tett  megszorítás  nem  algebrai,  hanem
algoritmikus  eredet .  ű

A [19]  cikkben  tanulmányozz u k  a  Feder  és  Vardi  által  [FV]- ben  definiált  `bounded
width'  struktúrákat.  Megmutatjuk,  hogy  egy  tetsz leges  ő A  `bounde d  width'
struktúrához  természe tes  módon  hozzárendel t  algebra  által  generált  varietás
típushalmazában  nem  jelenik  meg  a   Hobby–McKenzie- féle  struktúraelméletben
szerepet  játszó  öt  típus  közül  kett :  az  1- es  és  az  5- ös  típus.  A  kapottő
eredményeket  alkalmazva  különféle  A  struktúrák  esetén  belátjuk,  hogy  nem
dönthet  el  lokálisan  m köd  polinom  idej  (ún.  `boun ded  width')  algoritmussal  aő ű ő ű
Hom( A )  probléma.  Feltéve,  hogy  P  nem  egyenl  NP- vel,  sikerült  konstruálnunkő
olyan  rendezésprimál  algebrát,  amely  által  generált  varietás  típushalmazából
hiányzik  az  1- es,  de  benne  van  a  2- es  típus.  Ilyen  rendezésprimál  algebrák  létezése
eddig  nyitot t  kérdés  volt.

A [18]  cikkben  véges  algebrák  feletti  polinom - egyenletrendszerek  megoldhatóságát
vizsgáljuk.  Korábban  Tesson  [Te]  a  monoidok  körében,  Goldmann  és  Russel  [GR] a
csopor tok  körében  jellemezték  azon  algebrákat,  melyek  fölött  tekinte t t  polinom -
egyenletrends zerekr l  polinom  idej  algoritmussal  eldönthe t ,  hogy  létezik - eő ű ő
megoldásuk.  A  [18]  dolgozat  f  eredménye  a  következ :  azon  véges  ő ő A  algebrák
esetén,  melyek  által  generált  varietás  nem  tartalmaz  Hobby–Mckenzie - féle  1  és  5
típust,  az   A  fölötti  polinom - egyenletrendszerek  megoldhatósága  polinom  id benő
eldönthet ,  amennyiben  ő A  polinomiálisan  ekvivalens  egy  modulussal,  különben
pedig  a  probléma  NP- teljes.  Ez  messzemen  általánosítása  Goldmann  és  Russelő
csoportokra  vonatkozó  eredményének.  Következményként  pl.  kvázicsopor tokra,
illetve  gy r kre  a  csoportokéhoz  hasonló  eredmények  adódnak.  ű ű
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