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Wir behandeln in dieser Note zwei spezielle ringtheoretische Probleme.
Professor L. Bédei bat in dem Artikel [7] alle Ringe (die sog. ,» Voll-
idealringe”) bestimmnt, deren simtliche addifive Untergruppen zwei-
seitige Tdeale im Ringe sind. Wir haben in einer Note [10] alle Ringe
gekennzeichnet, deren simtliche Unterringe die Form # B haben, wo E
der besprochene Ring und n eine geeignete ganze Zahl ist.

Ein Ring R wird Ring mit der Eigenschaft E; genannt, wenn sEmt-
fiche Unterringe in der Gestalt B 7 darstelibar sind {r € R).

Ein Ring B wird Ring mit der Bigenschaft E, genannt, wean samb-
Yiche echte additive Untergruppen von endlich vielen Erzeugenden in
der Gestalt R r dazstellbar sind (r € R).

Der Ring J der ganzen Zahlen hat sowohl die Eigenschaft By als
auch die Eigenschaft B, In einem Ringe mit der Tigenschaft E, deckt
sich die gruppentheoretische Erzeugung mit der ringtheorstischen Er-
zeugung, da simtlicke Untergruppen gleichzeitig Linksidesle sind. Die
kommutativen Ringe mit der Bigenschaft B, sind (nach der Termino-
logie von L. Rédei) _Vollidealringe im weiteren Sinn” {d. b. samtliche
Unterringe erweisen sich als zweiseitige Ideale) [8]. Es gibt auch nichs
kenmnutative Ringe mib der Rigenschaft B Z.B. Riw)={z, 4% P
Primzshl, pz=py=y&—2 =YY — 0, wo der Unterring
{M} von der Teilmenge M von B erzengs ish. Man wird hingegen sehen,
daB nur ein kommusativer Ring die Eigenschaft By haben kann. Die
Grundbegriffe der modernen Algebrs sind 2. B, in den Bichern {11, [£5
5} wnd {8] zu finden, daher machen wir keine terminologische Berer-
kung, aber man soll betonen, da8 oin zyklischer Ring {d. b Ring mit
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zyklischer additiver Gruppe) immer in der Gestalt B(m, d) = {a} daz-
stellbar ist, wo Olg) =mund e =d . o, d _§ Die RElemente f,, f,, .- -
werden linearunabhéngig genannt, wenn aus X'n, f; = 0 immer ; f; =0

7

folgt (n; eine Zahl, und die Sumre ,,endlich”). Nach dem Lemma von
Zorn gibt es in B eine maximale linearunabhingige Menge M der
Elemente von RY und (wihrend zu der Menge M nur Elemente von
0- und Primzahlpotenz-Ordnung) wird die Mannigfaltigkeit von M
(der 5. g. Rang) invariant fir R*. Wir bezeichnen den Primkorper von
der Ordnung p mit K, und die ringtheoretische direkte Summe mit
R=28,.

Es gilt der folgende

Satz 1. Ein belicbiger Ring R hat die Eigenschaft B, dann und nur
dann, wenn B~ J[(m), (m=0,1,2, ...).

Beweis. Es ist hinreichend zn zeigen, daf ein Ring mit der Rigen-
schaft B, das homomorphe Bild von J ist. Nach der Eigenschaft E, ist
klar, daB S = Rr c R{r} c {r} gilt, dementsprechend im Falle B=FE.a
offenbar folgt R={a}. Aber R==E.a bedeutet die Ixistenz eineg
Elements b==0 mit e=ba, und so wird das Linksideal L={b} a zyklisch.

Es gilt R={a}={ba}c{bla=L, also ist R selbst zyklisch und
R(m, d) = {a}. Wenn m =0 (d. h. O(a) = 0), ist B = E(l @) und des-
wegena = ka . la,wok, I €J. Sogilt nach a® == d g offenbar 1 = %1 . d
and d |1, also R~ J. Aber im Falle ;e > 0 und & | m besteht gleichfalls
1=%1d (mod m) und hieraus 1 =0 (mod d), d. h. d=1 und B~ T/(m),
womib der Satz 1 bewiesen ist.

Bemerkung. Die Ringe K, + K,, E(p), R{p,0) und E(p™, p)
haben nicht die Kigenschaft E,, aber alle ihre echien Unterrings S sind
in der Qestalt B s darstellbar. Man durchschaut nicht sehr schwer das
Problem; zu charskierisieren alle Ringe, deren simtliche echten Unter-

ringe von der Form R7 sind. Diesmal geben wir nur die Aufzahlung

der Ringe mit der Eigenschaft E,.

Satz 2. Ein beliebiger Ring R hat die Eigenschaft E, dann wnd nur
damn, wenn er ein Ring von dem Type R(0, 1), R(p, 0), R(m, 1), B{p™, p),
Rip), K, + K, oder B= X R(p*, 1} ist, wo IT* eine wenigslens zwei

sIT
Primzahlen @;&5&&3&@ Q?« von, der E«smm IT aller verschiedenen
Primzahlen ist.

Folgerung. Ein beliebiger Ring R hat die Eigenschaft E.* (d. A.

daf simtliche echie Untergruppen in der Gestalt R darstellbor sind
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(r € KY) dann wnd nur dan, wenn er von dem Type R(0,1), R(p, 0),
R(m, 1), R(p?, p), R(p) oder K, + K, ist.

Die Rechtferfigung dieser Folgerung ist nach dem Saiz 2 frivial

Beweis: Es el R ein Ring mit der Eigenschaft E,. Nehmen wir an,
daB R eine torsionsfreie Gruppe ist. Wenn RB¥ nicht von dem Rang 1
wire, sondern ¢ und b sich linearunabbingig erweisen, dann wire
R = {a,b} = {2 0, b}, was unmdglich ist. (Wegen S= Rrc R{r} = {r}
igt jede echte additive Untergruppe von endlich vielen Hrzeugenden
ein zyklisches Linksideal von R. Ahnlich kann man zeigen, daB BT michs
eine gemischte Gruppe ist.) Folglich ist B+ eine Untergruppe der Gruppe
der rationalen Zahlen. R ist kein Zeroring, also R hat keinen Nuliteiler.
Es sei {e} = Rr =0, dann ist wegen RT ~{(R+)" auch R zyklisch,
d. h. B = {e} = E(0, d). Nun enthalt (d + 1} B = R(l¢) die Existenz
der Zahl % €J, fiir welche (d + 1)e=(ke){le) =klde, d. h. d _ 1
und B~ R(0, 1) ~J.

Es sei nun R ein p-Ring. Werm B den Rang 1 bat, dann ist RV
zyklisch, weil er offenbar nicht algebraisch abgeschlossen sein kann [2].
Es ist trivial, daB R~ R{p, 0), R(p", 1) oder R ~ R{p*, p). Wenn aber
R* nicht von dem Rang 1 ist, soll offenbar O(R)=2? sein. Nehmen
wir an, daB fiir jedes Element z == 0 auch a2 == 0 besteht. In der De-
komposition BY = {z}" — {y}* kann man z und y so wihlen, dall
22 = z und 3 = y besteht. Wir zeigen jetzt die Kommutativitdt von R.
Wenn nimlich zy = a y 3 y z = b & ware (g, b €J), dann ist a oder
b durch p nicht teilbar. Aber bz=2(bs)=2zyz={ay)rv=abz
unday =yloy) =y zy = (b 2) ¥ = a b y zeigt, daf ab = a = b {mod p}
und pta, pth,d.ha=b=1 (mod p) und zy = y; ¥ = x. Wegen
{z} n{y} ={0}ist offerbarz = x — y == 0, wobei 2 = (z — y) {z—y) =
=g — gy —yz+ §* = £ — y— & + y = 0 besteht, was ein Wider-
spruch ist. Folglich ist R kommutativ. Wegen {z 4- 2 y)® € {z 4 2 y}
gilt p=2 und R~ K, + K,, wo K, ein Primkérper ist. Nehmen wir
an, dalf ein Element o 2= 0 mit 2% = 0 m&mﬁmﬁ. Wir zeigen, dall B =~ R(p).
Wenn Bt = {}* +{y} mnd s y=ay, yo=>bz, y?€{y}, @ bEJ
besteht 0 = sy =z{ay) = y,d. h. p |a und ¢ y = 0. Wiire yz =0,
50 sollte 42 == 0 sein (da R kein Zeroring ist); folglich ware bel geeig-
netemn Wahlen von y notwendig 3> = v, d. h. mit einem z¢c +dy € R
und mit mx+ny €ER (¢, d, m,n €J){z} = Blez+ d y) und dem-
entsprechend wire t = (maz +ny) . ez +dy)=ndyr=ndy €{y}
wag ein Widerspruch ist. Also ist ¥ =" z mit p } b. Nehmen wir an,
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7 a8 Y=y, 80 besteht Yo =yl s)=12+0 und y* == 0. Aber

wegen & = y z folgt =1 (mod p), d. h. y 2= z und R~ R(p).
Wenn aber E kein p-Ring ist, hat jede p-Kompomemte R, als ein
endomorphes Bild von R (im ringtheoretischen Sinn), die Eigenschaft %,.
Dann ist hchstens R, = R{p), R(p,0), R(z,p) oder R(z", 1). R(p)
sollte ein zyklischer Unterring von R sein (R(p) c RB), was unmaglich ist,
d. k. B, = R(p). Wegen Definition der Eigenschaft E, besteht not-
wendig auch B, == E(p, 0). Wir zeigen nun, daB R, & R(p% p). Wenn
B, = R(@}, p1} == {a,} ¢ B wire, dann bekamen wir fiir B — X %L.
. . &uﬂ»@
(II* eine wenigstens zwei Primzahlen erhaltende Teilmenge der Menge /7
aller Primzahlen) notwendig:
S={a}+ Z{p,a}=Rr
PEp, e IT**
wo [I** eine endliche Teilmenge von 17+,
Nehmen wir an, daB r==m(s; + X q,) mit m €J. Es seia® =4, a,
Pk p, eIl

und 8, | p,. Dann existierte eine Zahl # € J, fir welche
Qulml N_.. muea«ﬁ”.uﬁ.g@ﬂaulml .M-- %t.ﬁeu
Pk g, e IT%* B, 6 LT

bestinde, d. h. mnp, =1 (mod p%) und p, |1, was unméglich ist.

Folglich ist B = X R(p*, 1). Der andere Teil des Beweises des Satzes 2
pell*
ist trivial, womit der Satz bewiesen ist.
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