SUR LES ANNEAUX INFINIS NE CONTENANT QUE DES SOUS-
ANNEAUX NONTRIVIAUX DE I’INDEX FIN!

F. 8zdsz (Debrecen)

Dans cet article est traité un probleme de la théorie des anneaux
Nous avons déterminé dans un article antérieur [6] tous les anneaux
R wayant que des sous-anneauy qui sont les muitiples 7R, oit nkR
est engendré des éléments ny (yeR et 2 est un nombre rationnel en-
tier). L’ensemble des anneaux cycliques épuise la classe des anneaux de
cet attribut, ofi un anneau R est nommé anneau cyclique das
que son groupe additif RT est cyclique. A titre d'exemple Ianneau J
des nombres rationnels entiers est évidemment cyclique,

Il est bien trivial que tous les sous-anneaux § d’'un anneau fini
R ont des indices finis dans R Nous remarquons que Y. G. Fedorov
(YO. I dénopor) a déterminé dans son article intéressant [7] tous les
groupes infinis (G ne contenant que des sous-groupes non-triviaux de
Pindex fini. Puis 1. Kovédcs a vérifié dans son article [1] que si un
anneau infini R n'a pas d'idéaux 3 gauche infinis et non-triviaux, alors
il est un corps ou blen un zéro-annean avec le groupe additif du type
27, olt RF=(,

Au moyen de ces femarques nous allons introduire la  suivante.

Deéfipition. Un anneaw R est nommé anneau de Pattri-
but A dés quil est infini et ne contient que des sous-
dnneaux noun-triviaux de FPindex fini Par exemple Pan-
fieau J posséde Pattribut A,

On remarque que les notions les plus importantes de Ialgdbre
moderne sont accessibles eg. dans les livres (2], [3] et [4). Aprés cela
nous approuvons le théoréme suivant qui sert A caractériser les an-
neaux infinis cycliques, La preuve thche d’étre élémentaire et bréve.

Théoréme. Un anneaun infini et associative R pos
sede Pattribut A dans le cas et uniguement dans le
cas, oft il est cyclique.

Démonstration. Si R contient un élément a=£0de Pordre fini, alors R+
est de Pordre borné, parce que RIR* est fini, oft R¥ signifie un idéal consti-
tué des éléments de lordre P {p est un nombre premier). Mais R est évi-
demment un p-anneau sur la base de lattribut A4 et du fait que R
est la somme directe de ses F-composanis en raison de la théorie des
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anneaux. Si pRE{0Y, alors R/pR serait fini, mais c'est impossible a
cause de la décomposition directe Rt=2C(p") et du fait élémentaire
RH[pR* == XC (pm)fp . C(p*) puisque R /pRT a infini de composant C(p).
Clest pourquoi nécessairemeunt pR=1{0}. Oun peut remarquer gue win-
porte quel sous-anneau & dun anneau R drattribut A posséde & son
tour Pattribut A, ainsi un p-anmeau élémentaire {a’}, engendré par
Pélément @ doit avoir Pattribut A. Conséquemment {@} ne contient
que des sous-anneaux non triviaux infinis, c'est-a-dire Pélément &
est transcendent sur K, » cause du fait pR={0}, oit K, est un corps
preruier de la caractérisﬁque p. Maintenant nous montrons Pexistence des
&léments algébriques sur K, et c'est ce qui se ferait pendant que pR={0}.
Soit S=={a?} le sous-anneaun regardé dans {a}, Cest pourquoi {a®) est
dindex fini dans {a}, ainsi il y a des éléments o™+ et g+t dans la
suite infini @, &%, @b, &f, ... pour laquelle g+ — amti g {a®), clest-d
dire il existe un polynome f(x)e x.K,|x| pour lequel @@mtt — g2+t =
= f(a2), mais ce fait contredit  la transcendence de P'élément a sur Kp

Done R est de caractéristique 0. Sil existe un  sous-anneau
propre cyclique C = {0}, alors n RcC pour un >0 4 cause de
Patiribut A Mais ainsi #R est cycligue. On peut constater que la cor-
respondance y -> ny est un isomorphisme du groupe Rt sur gon sous-
groupe (#Ryt, donc R est aussi cyclique. Ainsi cela suffit & vérifier
Pexistence des sous-anneaux nou-triviaux cycliques dans R

Quand R est sans diviseurs de zéro, alors la correspondance
y—>ya(ae R) est un isomorphisme du groupe R+ sur (Ra)t, olt a==0.
Done #RSRa & cause de laitribut A avec un nombre convenable
ned. Soit maintenant 04-beR, pour lequel na=ba. On va considérer
Pensemble von-vide S de tous les éléments ¢& R pour lesquels il ya
un nombre n, - défini uniquement avec c.a="n;.a. On peut approu-
ver avec une calculation assez simple que la correspondarice € fls est
un isomorphisme du sous-anneay § sur un sous-annea T de lanneau
J, cest pourquoi S et R méme sont cycliques.

Quand R contient des éléments a0 et b0, et ab=0, alors lin-
tersection Z={a}{b} est un zéro-anneau +0 qui contient naturelle-
ment un sous-anneau cyclique C={2} = {0}

Inversement, il est bien évident que Vauneau infini et cyclique
n'a que des sous-anneaux non-triviaux de lindex fini.

Ainsi le théoréme est démontré.

Regu le 26, 2. 1956
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