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Jelen iras arrol szamol be, hogy ha egy szilard kozeg akar deviammkar gdmbi szempont-
bol reoldgiai viselkedésl, akkor egytengely( terhelés soran élfség és a megnyulas kdzott egy
bonyolultabb, eredd reoldgiai kapcsolat Iép fol. igy példaul a legegyysb reoldgiai esetben, a
gombi szempontb®ooke-, deviatorikusarK eLvin-modell (Hooke-rugalmassag plusz torzulasi
viszkozitas) esetén az eredd egytengelyii reolégi®@egyTinc—THoMson-modell. Ezért mar egy

s

klszasbhol fakad.

1. A KELVIN+HOOKE-MODELL EREDO EGYTENGELYU REOLOGIAJA

Erdemes a legegyszeriibb, legatlathatobb esettel keadargyalast: tekintsiink egy
KEeLvIN+HookE-modellt, azaz mely deviatorikus szempontbdl &gy vin-tipusu

o = ¥ + 3%, (1)

gbmbi szempontbdl pedig egyooke-féle
o® = a’e® 2
konstitticios dsszefiiggésnek tesz eleget, ahol a tenfatekiatorikus (nyom nélkiili) és

s gbmbi (szférikus, spherical) részének definicioja

s_ 1
3

a felllpont pedig i@ szerinti derivalast jelol. Az egyutthatokat szok&sos a

d s

1
o (tro) I, c'=0—0o° ES:§(tr€)|, e=e—-¢€*> (3)

ot =26, 34 =2, o®=3K 4)

alakban irni.
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A szilardtestmechanikai laboratoriumi egytengelyl hig® nyomoékisérletek olyan
folyamatok, amelyek soran j6 kozelitéssel teljesil, hofgsalltségtenzor és a deforma-
ciotenzor helyfiiggetlen és — egy alkalm@sscArTEstérkoordinata-rendszer szerint —
minden idpillanatban a kdvetkézalaki matrixokkal jellemezhét

() ei(Te) ei(Te) e
J . Lo 2(d-et)
e = ( oL ) 7 sS — 5 < EH—Q—ZE‘J‘ ) , E = g —(EH_&‘L> .
e et —(d-¢)

(6)

(Az &' tengelyiranyl deforméaciokomponenst gyakeaként, aze- keresztirdnyld kom-
ponenst pedig-¢, -ként irjdk.) Az ilyen folyamatokra az (1) tenzoregyenigyetlen fug-
getlen skalar egyenletre vezet:

o = ad (5\\ B EL) _|_5d (éu N gL) (7)
a (2) osszefuggés pedig a
od=a (5” + QEL) (8)

egyenletre egyszerlsodik.

Tlizzuk ki célul, hogy a (7)—(8) egyenletadikikiiszoboljuks:-t. Ehhez (7)-et irjuk

o' = ( d \\+ﬁd H) . (adgL _|_gdgL) , 9)
(8)-at pedig a
o = a5 1 205t (10)

alakba. A (10) egyenlet @terivaltjanak3d-szereséhez adjuk hozzéa a (10) egyeafet

szeresét [azaz hattassuk a (10) egyenletrabz 594 5 idoderivalo operatort]:

ald! + 3%" = o® (a%" + B%") + 20° (o + B9 . (11)
Adjuk ehhez az egyenlethez (®)5-szeresét, hogy az-ra vonatkozé tagok kiessenek:
(()éd+2OéS) O'H—l-ﬁdO.'HZSOZS d H‘i‘?)OZSBd I (12)

azazc' egyutthatéjat 1-re normalva

d s, d sd
I B I L 3a®p6%
g +ozd—|—2(150 _ad+2a55+ad+2asg‘ (13)
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Az egytengely(i hiz6- vagy nyomd@aiellemz o' és a megnyulast-6sszenyomaddast jel-
lemz) ' kdz6tt tehat egy olyan erédeoldgiai 6sszefliggés teljesil, mely

o+ 716" = o+ pe' (14)
alaku, azaz egyoynTiING—THoMson-modell. Az ereé modell harom egydttthatéjat a
h&rom eredeti konstitucios egyutthato a

d s .d sd
S 16} o= 3o 3= 300 (15)

ad+ 208’ a4 208 a4 208
maédon hatarozza meg. Az innen levezefhferditott iranyl 6sszefliggések, azaz az

¢ 2 af g 2 s 18
. 75,()’—7’(1’ p 75,6’—7’(1’ . 37 (16)

képletek példaul olyankor lehetnek hasznosak, ha egy eggftginkisérlet soran lemér-
juk ad'(t), €'(t) fuiggvényeket, valamilyen kiértékeléssel meghatarozai@lik a7, «,

[ egytengelyi reologiai paramétereket, €s azokbol kividnigszakodvetkeztetni a devia-
torikus és gbmbi egyutthatokra.

2. RELAXACIO — MINT DEVIATORIKUS KUSZAS

A KEeLviN+HookE-modell egytengelyl eréje tehat egyPOYNTING—THOMSON-
modell, ez pedig egy olyan modell, amely megengedi a rela@jélenségét, azaz amikor
¢' értékét egy nemnulla allandé értéken tartjuk, és azt tagiasz, hogy ez az allapot @
flggd, csoked fesziltséggel jar egyutt. llyenkor ugyanis= '(0) = const, &' =0, és
a (14) differencidlegyenlet megoldasdt)-re

o'(t) = a'(0) + [0"(0) — ac'(0)] e~ (17)
alaku, azaz a feszultség a kezdeti érélaxponencidlis csokkenéssel relaxdl a statikus
HookEe-érték felé.

Ha egy ilyen relaxacié soran az keresztiranyu deformdcidra is vetiink egy pillan-
tast, a (8)-bol adédo

1 I S_ll
5:§(O—a5) (18)

Osszefliggés alapjan azt lathatjuk, hegyd6fliggésével egyutt- is valtozik iddben, te-
hat a tengelyiranyd mozdulatlansag nem jar teljes mozZdunksédggal. Torzulasi+gombi
szemszoghl pedig ugy fogalmazhatunk, hogy a deviatorikus deford&ivaltozik idh-
ben, és folyamatosan zajlik egy deviatorikus kiszas, malgeviatorikus eLvin-modell
vezeényel.
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Megjegyzend, hogy a kuszas fogalma itt nem abban a sziikebb értelenareért
ve, hogy allandé nemnulla feszlltséget tartva a deforméditdzik, ahhoz az értékhez
tartva, ami e feszlltségheéfooke-rugalmassag esetén tartozilbban az altalanosabb
értelemben van itt sz0 kuszasrol, hogy a fesziilkskgt idofiggdde mindig goillanatnyi
feszlltség szabja meg, hogy a deforméacio épp mely értéklyekszik tartani: ha a fe-
szlltség mostantél kezdve nem valtozna, akkor az enneketedpifooke-féle értékhez
tart, ha ezutan is valtozik, akkor mindig a pillanati@oke-érték ,a célja”.

A csak kozvetlen rugalmas valaszt plusz kuszast leirni uleléatorikusKeLvin-
modell, 6sszecsatolédva a még ennél is ,feszesebb” (az&isdsdzvetlen rugalmas
valaszt leiré) gémbiHooke-modellel, képes tehat egytengelsgiaxacié produkalasara.
Ugyanigy generalddik relaxaciéo az egytengelyi folyarkamokivil minden mas olyan
folyamattipusban is, ahol a megfigyelt mennyiségek (fasagek, deformaciok) nem
tisztdndeviatorikusakés nem tisztagdmbiek hanem a deviatorikus és a gdmbi mennyi-
ségek valamilyelkombinacioi

Az ered reolégidban generalddo relaxacio egy kellemes hir ard#iidzegek reolé-
giai modellezése szamara. Ha ugyanis egy kozegtipusraggtengelyl (vagy barmely
mas nem tisztan deviatorikus) folyamat soran relaxaciengdgét figyeljuk meg, nem
szukséges egyhlegalabbPoynTiINnG—THOMson-modellre gondolni mind a deviatorikus,
mind a gdmbi konstitlciés 6sszefiiggéseketdat (mondvan, hogy BOYNTING—THOM-
son-modell a léted legegyszer(ibb reologiai modelhmely relaxaciot is képes leirni). Az
ugyanis3 + 3 = 6 anyagi egyutthatéval jarna, ennyi egyutthato kisérletynagdarozasa
azonban igencsak komoly kihivas. Szerencsére azonbanesréeltétlendl van sziikség,
mert az itt latottak szerint egy sokkal kevesebb parandtgitemzett modellpar is meg-
magyarazhatja az észlelt relaxaciot. Természetesen g@sdtelzatos vizsgalatokra lehet
sziikség annak eldontésére, hogy egy kbzegtipust milyestikiorios dsszefliggésekkel
lehet kielégiben modellezni: kiderulhet az is, hogy mégiscsak szUksAgP@aNTING—
THoMsON- vagy altalanosabb modellekre, de az is, hogy elegektizonyos egyszeriibb
modellek a deviatorikus és a gémbi szektorBan.

Ha tehat egy egytengely( kisérletre jol illeszkedik a (&gyenlet, azaz egy eréd
PoyNTING—THOMson-modell, akkor (16) segitségével eggLvin—Hooke-modell tehed
mogéje, és a relaxacié elemibb magyarazatot nyer: egysadiszasként magyarazhaté.

L AsszoNYICs. meglatasa szerint a kisérletekben allandonak tartbiekieerd nem is jelent allando
fesziiltségen keresztmetszetdfiiggése miatt, illetve eleve tébbértelmiiséget okozyguCcHY-
, PlOLA-KIRCHHOFFI- vagy POLA-KIRCHHOFFII-féle fesziiltséghl beszéliink-e.

2a termodinamikailag is megengedettek kozill SFXONYFULOP—VAN—SZARKA—HORVATH
(2008)]

3 A tudomanyos megismerés madszertanaban ismeretes @za/® (OCKHAM) borotvajanak” ne-
vezett elv, miszerint ha két elmélet is kielégih magyaraz egy jelenséget, akkor valasszuk azt,
amelyik az egyszer(bb.
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3. MAGASABBRENDU REOLOGIAlI MODELLEK EGYTENGELYU
EREDOJE

Most pedig kovetkezzen az &ltalanos modszer, mellyeldktges lineéris, idderi-
valtakat véges rendig tartalmazé konstitlicios 6sszefigjgésetén meghatarozhat6 az
egytengelyl erdiireoldgia. A konstiticids 6sszefliggések legyenek tehat altalaban

Slo%=E% (19)
S°0°=E%¢® (20)
alaktak, ahol azs?, S8, £¢, £° idéderival6 operatorok ming valamilyen polinomjaf

Példaként erdemes kiirni a tehetetlensBgivnTING—-THOMSON-tehetetlenségiPoyn-
TING-THOMSON-esetet, azaz a

o+ 7969 = o9 + gl + 4989, (21)
0,S+TSO',S: OzSEIS—l-ﬁSés—l-’YSéS (22)
Osszefliggéspart, mely azért érdekes, mert a tenzoridds étozés nemegyensulyi ter-
modinamika ezt a modellpart tinteti ki, mint egy univerzédltalanos reolégiai keretet
[AsszONYHVAN-SZARKA (2007)], [VAN—AsszonNYI (2008)], [VAN (2008)]. E modellpar
egyutthatoit jeldlik a
=7 o =2G, Y= 2n, A9 =0, (23)
75 = To, o= 3K, 3 = 3K,, ~v® = b, (24)

modon is.

Nos, egytengely( folyamatok [Id. (5)—(6)] esetén (19) gyatlen skalar
S%' =% (- (25)
egyenletre, (20) pedig a
S%" = E°('+2¢7) (26)

egyenletre egyszerlisodik. Azbedh szakaszban latott Iépések altalanos mediként
hattassulk2ES-t (25)-re, £°-t pedig (8)-ra, és adjuk dssze a két eredményt. Eszrevéve,
hogy ESEY = E9ES, — és hogy altalanosabban is, barmely két, alland6 egyiikat
rendelked véges rendi lineéris differencialoperator felcsetélhe- az 6sszeg az

(S°E9+259E%) o' = 3EIESE (27)

4 8 egy polinomja egyco + ... + ¢, (&)" alaku differencialoperator, allandé egyiitthatokkal;

mely tehat egyf(t) fuggvényre hatva aof + ... + cn% eredményt adja. A polinom foka

a differencialoperator rendje. A3, 58, £9, £° operatorok altaldban mind kilont®zendiiek
lehetnek.
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alakba irhaté. A bal oldalon' egyitthatéjat a konvencié szerint 1-re normalva, a vég-
eredmény:

1
ad 4+ 2a5

3
ad 4+ 2a5

EIES (28)

(SSzd_i_QSde) O,H:

Példaként tekintsik (28)-at a (21)-(22) tehetetlensBgirNTING—-THOMSON—
tehetetlenségPoynTING—THOMSON-esetben: a vonatkozd behelyettesitések, beszorza-
sok, és a megfeléltagok csoportositasa utan azt kapjuk, hogy

d S s d d.s
I ﬁ+2ﬂ +TO[ +27'O[ -l
o+ ad + 2058 o+
ad 4 2a8
59942195, 3a%d 3 (58 + 969
* ad+ 208 U_ad+2a55+ ad+ 2as8 e (29)
3 (Ocd’ySJr BSBd 4 Cus,yd) 'é” N
ad + 2as
3(B°+ 59w 31
od + 208 od + 208

+

+

+

Lathatéan, ez az erédeoldgiai modell mar egy olyan ,monstrum”, amelyben a fisz
ség harmadik, és a deforméacié negyedik derivaltjaig béagijélennek meg derivaltak.
Természetesen a (29) képlet specialis esetként tartatnaazedz0 szakaszban tekintett
KELVIN—HOOKE-esetet is, €s az 6sszes tobbi egyszerlibb specialis és2PyNTING—
THoMsoN-PoYNTING—THOMsoN-modellpar) ered reoldgiai egyenlete is leolvashat6 be-
l6le.

4. AZ EGYTENGELYU EREDO MINT REOLOGIAI ELEMKAPCSOLAS

Az iménti levezetés annak analdgiaja, ahogyaoLppr (2008)] tetsdleges véges,
lineéris reoldgiai modellek soros és parhuzamos kapcsokisared egyenleteit szar-
maztatja. Erdekes és nem haszontalan megjegyezni, hogghigbtobbél is van itt sz6,
mint analogiarol. Ezek a Iépések ugyapantosarannak felelnek meg, ahogyan az ember
a

(D~D~S)[[(D~D~S)[[(D~ D~ S) (30)

kapcsolas reologiai egyenletét vezetheti le, ahoh deviatorikus,S a gdmbi reoldgiai
modell, és~ a soros, || pedig a parhuzamos kapcsolast jeloli. Ez az allitas egiiener
belathaté abbdl, ahogyar(Lor (2008)] differencialoperatorosan szarmaztatja kapcso-
lasok soros és parhuzamos digd.

s

A (30) kapcsolas szemlélteti tehat az egytengelyli®reddellt, mégpedig nemcsak
kvalitative, hanem kvantitative is, tehat a (29) egyenletden konstansat is pontosan
reprodukalva.
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