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A tanulmanyban értékdsszegek szorasnégyzete becslésének feladataval foglal-
kozunk nagysaggal aranyos valosziniiséggel kivalasztott, rogzitett elemszamui mintak
esetén. Terminoldgiai szempontbol megjegyezziik, hogy a ,,nagysaggal aranyos valo-
szinliség szerinti kivalasztas” helyett a dolgozat egészében hasznalhatnank a ,,nem
egyenld valdszinliség szerinti kivalasztas™ kifejezést is, a két fogalom kozott a gya-
korlat szempontjabol nincs nagy kiilonbség. Olyan mintavételi feladatok megoldasa-
ra adunk egyszeri eljarast, amelyekben a célsokasag egyes elemeihez tartozo bekerii-
1ési valosziniiségek mellett a sokasagbol kivalaszthatd elempéarok mintaba keriilésé-
nek egylittes valdszinlisége is ismert. Ez azt jelenti, hogy az elsérendil, vagyis az
egyes elemekhez tartozd bekeriilési valosziniiségek ismeretében meg kell hatarozni a
masodrendii-, az elemparokhoz tartozo egyiittes bekeriilési valoszintiségek alkalmas
rendszerét, a kétféle valosziniiségek kozotti 6sszefliggés alapjan, (lasd késébb). En-
nek az utdbbi részfeladatnak a megoldasa bizonyos esetekben igen egyszer(i, erre
majd mutatunk példat. Az altalanos esetre nézve egyelére nincs javaslatunk.

Az els6- és masodrendil bekeriilési valdsziniiségekre épiilé mintavételi eljarasunk
leirasat tanulmanyunk 1. fejezete tartalmazza, ezt koveti egy numerikus példaval
illusztralt alkalmazas bemutatasa a 2. fejezetben. A 3. fejezetben javasolt 0j eljara-
sunk tulajdonsagaival foglalkozunk, ennek keretében keresiink valaszt arra a kérdés-
re, hogy milyen koriilmények kozott elonyds ennek alkalmazasa a nagysaggal ara-
nyos valdszinliség szerinti mintavétel korébe tartozd hasonld céli modszerekhez
képest.

A dolgozatban a kdvetkez6 jeloléseket alkalmazzuk.

U ={1 2, ..., N}: N elemil véges sokasag;
S = {il, oy oen } : n elem{i minta az U sokasagbol;
U™ :az U sokasagbol kivélaszthaté n elemti mintak halmaza;
C=N !/ ((N —=n)!n!) : a kiilonbdzé n elemti mintdknak a szama;
X;: indikatorvaltozo, x =1, ha ies, egyébként X =0,
i=12..,N;
N
(X X5 ---» Xy )  8Z S minta alternativ jellése| 2 X, =n|;
k=1
p(s) : valosziniiségi fliggvény, pozitiv minden se U" mintara,

2 p(s) =1;

seU”
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p(s)oo®(s) : mintavételi terv, p(s) hozzarendelése egy konkrét

fiiggvénytipushoz;
H =— > p(s)log p(s) : a mintavételi terv entropidja;
seU”

7 :az ieU elem bekeriilésének valosziniisége egy se U™ min-
taba;

mj:az i, J, 1 # j elemek egyiittes bekeriilésének valosziniisege
egy s e U”" mintiba;

Pj=7; /n: a j elem kivalasztasanak valosziniisége a sokasagbol
j=L2,...,N;

zps-minta : nagysaggal aranyos valosziniiséggel visszatevés nélkiil

kivélasztott minta;
pps-minta : nagysaggal aranyos valoszinliséggel visszatevéssel ki-
valasztott minta.
A m ésa ij valoszintiségeket elsd-, illetve masodrendil bekertiilési valosziniisé-
geknek is nevezziik. A bemutatott jelolések mellett sziikségiink lesz még a
aps-mintdkra vonatkozo kovetkez6 Gsszefliggésekre is:

T+ Tyt e, + Ty =0, 11/
N
2w =m-Dm,i=12..N, 12/
ij i
j =i
Yir = z Yi/m; . 131
Ies
2
- TE— WY Y
Vi) =2 3 #(i——q. 4/
ies jes,j>i  Tj i T
1 y i
VY, ) =— {—j—YA J /5
T -1 i \pyp PP

N
A /3/ dsszefliggés a Horvitz-Thompson- [1952] becsléfiiggvény az Y = 2.y,
k=1

alaku értékdsszegek becslésére. Y, szérasnégyzete a
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A N1— 1 N N 7.— ..
V(Yyr) = z_n')ﬁz +22 2 uYiyj
i=1 T

TT; i=1j>i 7T

kifejezéssel egyenld, ennek a mintabdl szarmazd becslése Sen [1953], valamint
Grundy-Yates [1953] nevéhez fiizédik. (A /4/ képletben a minta elemeit azonosito-

juk szerinti névekvé sorrendben kell figyelembe venni.) Az /5/ képlet V (YAHT) meg-
felel6je pps-mintadk esetén.

SzembetlinG a zps- és a pps-mintakhoz tartozd szérasnégyzet-becslések kozotti
kiilonbség. A /4/ képlet alkalmazasat megnehezitik a benne szerepld 7 masodrendi
bekeriilési valosziniiségek, ezek értékét ugyanis a mintavételi terv altalaban csak
kozvetett modon hatarozza meg, kiszamitasuk vagy becslésiik meglehet6sen szami-

becslés viszont csak az egyelemii min-

tasigényes. A pps-mintahoz tartozo \7(YApps)

N
takhoz tartozo py, p,, ..., Py valosziniiségektdl fiigg [ 2 P= 1) , kiszamitasa tehat
k=1

rendkivill egyszerii. A zps mintavételi eljarasokkal kapcsolatos kutatasokat nagy-

részt az motivalja, hogy a szorasnégyzetek becslésére minél egyszeriibb modszert
talaljanak.

1. Mintavétel masodrendii bekeriilési valosziniiségek segitségével

Tegylik fel, hogy rendelkezéstinkre allnak az /1/ és a /2/ 6sszefiiggéseket kielégitd
elsd- és masodrendi bekeriilési valoszintiségek. Tegyiik fel azt is, hogy ezek vala-
mennyien 0 és 1 kdz¢ esnek, tovabba, hogy i # | esetén my < myz; ; az utdbbi felté-
tel biztositja, hogy a /4/ képlettel becsiilt szorasnégyzet nem negativ legyen. Az emli-
tett p;= 7;/n jelolést alkalmazva, definialjuk a kovetkez6 algoritmust.

1. 1épés. Az U = {1,2,...,N} sokasagbol p; valoszintiséggel va-
lasszuk ki az i elemet.

2.lépés. Az U\{i} redukalt” sokasagbol vélasszunk ki n—1
elemet nagysaggal aranyos valoszinliséggel, a =y /7, 7,/7, ...
Tii 1Ty T i1/ s ... Ty /m valosziniiségek felhasznélasaval. Je-
16]jiik a kivalasztott elemeket i, -vel, i;-mal, ..., i, -nel. Az eljaras be-

fejez6dott, az eredmény az n elemii s = {i, iy, i3, ..oy in} minta.
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Megjegyzés. A 2. 1épésben az n—1 elem kivalasztasat célszerlien a randomizalt
szisztematikus mintavétel modszerével végezziik el (Hartley—Rao [1962)], mivel az
ismert eljarasok kozott technikailag ez a legegyszeri(ibb, és tigyes alkalmazas esetén a
legkevésbé miiveletigényes.! A modszer részletes leirasa megtalalhato a Fliggelékben.

1. Tétel. A bemutatott algoritmus alkalmazasa mellett az U sokasag barmely i
eleme mintaba kertilésének a valosziniisége ;. Annak a valdsziniisége, hogy a soka-
sag barmely két eleme, i €s j, i = | egyiitt keriiljon a mintdba, 7;;-vel egyenld.

Bizonyitds. Annak valdsziniisége, hogy az 1. 1épésben az i elem keriil a minta-
ba, p;= m;/n . Haaz 1. Iépésben p; valosziniiséggel a sokasigbol a j elemet valaszt-

juk, j =i, akkor az i elem mintaba keriilésének P(i|]) feltételes valdszinlisége a
T /nj kifejezéssel egyenld, vagyis azzal a valdszinliséggel, amellyel az U \{ it
redukalt sokasag i eleme bekeriil valamelyik (n—1) elemi mintaba. Mivel a P(i|i)

kifejezéshez csak az 1 értéket lehet hozzarendelni, és az 1. 1épéshez tartozo valasztasi
lehet6ségek teljes eseményrendszert alkotnak, a teljes valoszintiség tétele szerint

N N
P() = X piP(il Q) = 2 (zj/m)m;i /zi+ p; -
j=1 ji
Mivel 7= m;,a p;=m/n,a P(i) valésziniiséget a /2/ egyenléség miatt a ko-
vetkez6képpen is irhatjuk:
T

: & T i
Pi)=2X—+— =
jzih on n n

—(n_l)”i -f—ﬂ =T,

ezzel a tétel els6 allitasat bizonyitottuk. Tekintsiik most a sokasag i és j elemeit,
i # j, és vizsgaljuk ezek egyiittes bekeriilési valoszintiségét. Két dolgot kell figye-
lembe venniink. Egyrészt, hogy az algoritmus miikodése soran barmely n elemi
minta n kiilonboz6é helyzetben fordulhat elé annak fiiggvényében, hogy melyik ele-
mét valasztjuk ki az 1. Iépésben, és a megfigyelt bekeriilési valoszintiségek értékének
pontosan 1/n-ed része képzédik minden egyes el6fordulasnal. Masrészt, minden

olyan mintanak, amely tartalmazza az i és a j elemet, el kell fordulnia olyan hely-

! A randomizalt szisztematikus kivalasztas elsd 1épésében a sokasag elemeit véletlen sorrendbe kell ren-
dezni. Ez nagy elemszamu sokasag esetén miiveletigényes részfeladat, de az atrendezést nem kell minden egyes
mintavétel elott megismételni.
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zetben is, amikor az i elemet az algoritmus 1. lépésében valasztjuk ki p; = 7;/n
valosziniiséggel, és ezt megszorozzuk a j elem P(j|i) feltételes valoszinliségével,
ami nem mas, mint j bekeriilési valoszintisége az U \{ j} redukalt sokasag (n—1)
elemi mintdiba. A pm; /m = m; /n érték a keresett masodrendii bekeriilési valészi-
niiségnek a specialis esetbdl adodo része, a teljes érték pedig n x 7 / n.

Ad hoc kifejezéssel élve, eljarasunkat p_ij-modszernek fogjuk nevezni. Kivételes
esetektdl eltekintve, a gyakorlati alkalmazasokban a p_ij-mddszert meg kell eléznie
egy olyan algoritmusnak, amely az elsérendii bekeriilési valdsziniiségek adott — az

/1/ feltételt kielégité — rendszere mellett a masodrendii bekeriilési valoszintiségek egy
konzisztens rendszerét allitja elo.

2. Példa az alkalmazasra

Tegyiik fel, hogy adottak az /1/ feltételt kielégitd =, ,, ..., my elsérendii beke-
riilési valdsziniiségek, és végezziik el a kdvetkezd miiveleteket. Legyen

i=12.,N esetén p; = 7;/n, 16/
N .

r=y B 11

i—1l—2p
i=12..,N esetén uy; = n-1 1 , 18/

nl+7) 1-2p;

i, j=12,.,N,i=# jesetén Xj = Ui+ Uj, X3 = Xpp =, ., =Xy =0, /9/
”ij = xijﬂiﬂ,’j, i, J :l, 2,..., N, | * J /10/

A [6/-/10/ 6sszefliiggésekkel meghatarozott masodrendii bekertilési valoszintisé-
gekkel tobb helyen is talalkozhatunk az irodalomban. Az n = 2 esetben Brewer
[1963], Rao [1965], illetve Durbin [1967] modszerében szerepelnek. A 0 < 7; <1,

i=12,..,N ésaz/l/ feltételek mellett a /6/—/10/ képletekkel meghatarozott mij

ertekek minden esetben pozitivok, de az n > 2 esetben el6fordulhat, hogy x;>1
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bizonyos indexparokra, ¢s akkor nem teljesiil a = < mm; feltetel. Ha az eléz6 felte-
telek mellett i =1, 2,.., N esetén megkoveteljik az np; <1/2 egyenl6tlenség
teljesiilését is, akkor a /6/-/10/ feltételekkel meghatarozott 7;; valdsziniiségekre a
m; < mm; egyenldtlenség is teljesil, z; = 0 miatt akkor is, ha i = j. Ekkor tehat

a m;; bekertilési valosziniiségek minden rajuk vonatkozo feltételt teljesitenek, és a /4/

szorasnégyzet-becslés minden esetben nem negativ értéteket szolgaltat.
Mindezt a kovetkez6 numerikus példaval illusztraljuk. Legyen N = 7, és legye-
nek az elsérendii bekertiilési valoszintiségek

0,48, 0,29, 0,49, 0,48, 0,41, 0,37, 0,48; 111/

ezek Osszege N = 3, tehat haromelemi mintak kivalasztasa a feladat. Jel6ljik = -vel
azt a vektort, amelynek komponensei az elsérendii bekertilési valoszintiségek. A /6/—
/10/ képletek felhasznalasaval az X = (X;)y «n €s @ II = (m)y <y matrixokra a

kovetkezoket kapjuk:

0 0,7466 0,8142 0,8102 0,7842 10,7708 0,8102
0,7466 0 0,7506 0,7466 0,7206 0,7072 0,7466
0,8142 0,7506 0 0,8142 10,7882 0,7748 0,8142
X =10,8102 0,7466 0,8142 O 0,7842 0,7708 0,8102
0,7842 0,7206 0,7882 0,7842 0 0,7448 0,7842
0,7708 0,7072 0,7748 0,7708 0,7448 O 0,7708
0,8102 0,7466 0,8142 0,8102 0,7842 0,7708 O

0 0,1039 0,1915 0,1867 0,1543 0,1369 0,1867
0,1039 0 0,1067 0,1039 0,0857 0,0759 0,1039
0,1915 0,1067 O 0,1915 0,1584 0,1405 0,1915
I =|01867 0,1039 0,1915 0 0,1543 0,1369 0,1867 112/
0,1543 0,0857 0,1584 0,1543 0 0,1130 0,1543
0,1369 10,0759 0,1405 0,1369 0,1130 O 0,1369
0,1867 0,1039 0,1915 0,1867 0,1543 0,1369 O

Koénnyen ellendrizhetd, hogy a  vektor és a /12/ képlettel meghatarozott Il mat-
rix kielégiti a /2/ feltételt n = 3 értéke mellett. A kdvetkezokben bemutatjuk egy min-
ta kivalasztasat a I1 matrix segitségével az 1. fejezetben ismertetett algoritmus alapjan.
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Az els6 1épésben az N = 7 elemi sokasag egy i indexii elemét és ezzel egyiitt a
IT matrix i-edik sorat kell kivalasztanunk. A masodik Iépésben ezutan a kivalasztott
sor elemeinek ;; valoszintiségébdl ; -vel valo osztassal elsérendii bekeriilési valo-

szinliségeket képeziink, melyekkel n—1 elemii mintakat valaszthatunk ki — n ese-
tiinkben 3 — abbodl a sokasagbol, amelyet az adott hételemii sokasagbol az i indexii
elem kihagyasaval kapunk. Ennek alapja a /2/ egyenl6ség, amelyet most a kdvetkezo
alakba irhatunk:

7

j=1j=i

Segédeszk6zként mind az els6, mind pedig a masodik 1épésben a randomizalt szisz-
tematikus eljarast hasznaljuk. Ennél a modszernél a sokasag elemeit véletlen sorrendbe
kell rendezni; feltessziik, hogy a /11/ szerinti felsorolas mar ezt a sorrendet tiikrozi.

Az algoritmus els6 1épésben a hételemii sokasagbdl csak egyet kell kivalaszta-
nunk a p; valosziniiségekkel, ezek értéke most /6/ szerint 0,16, 0,29/3, 0,49/3, 0,16,

0,41/3, 0,37/3, 0,16. A Fuggelék alapjan ezekbdl a kovetkez6é kumulalt 6sszegeket
képezziik: 0,16, 0,257, 0,42, 0,58, 0,717, 0,84, 1,0 (kerekitett értékek). A (0, 1) inter-
vallumon egyenletes eloszlast valtozot generald program a 0,1443637 értéket ered-
ményezte, ez 0 és 0,16 kozé esik, igy 1 =1 eleme a mintanak, a tovabbi mintaele-
meket pedig a II matrix els6 soranak segitségével hatarozzuk meg.

IT els6 sorabdl a 0 elemet elhagyjuk, a tovabbi értékek

0,1039, 0,1915, 0,1867, 0,1543, 0,1369 ¢s 0,1867

pedig rendre a sokasag 2, 3, 4, 5, 6, illetve 7 indexi elemeihez tartoznak. Ha ezeket
m, -gyel osztjuk és Osszegezzik, akkor az el6zok és /2°/ szerint kett6t kapunk ered-

ményiil. Mivel ez egyrészt a sokasagbeli elemek nagysaganak Osszege, masrészt
pedig kételemi mintat kell kivalasztanunk, a randomizalt szisztematikus modszert
alkalmazvva az egységnyi 1épéshosszt kell hasznalnunk. Az eljaras szerint az egyes
elemekhez tartozé valosziniiségekbdl képzett kumulalt részletosszegekre a kovetkez
értékeket kapjuk:

Elem indexe

Megnevezés
2 3 4 5 6 7

Kumulalt valoszintiség | 0,2165 | 0,6155 | 1,0044 | 1,3259 | 1.6111 | 2,0000

Az eljaras kezdo értékét egy, a 1épéskoznél nem nagyobb véletlen szam hatarozza
meg, erre a véletlenszam-generator a k; = 0,4915 értéket eredményezte. A kovetke-
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z6 (és egyben utolsd) ,keresd” érték egyenld a k;+ 1épéskdz Osszeggel, azaz
k, =1,4915. Mivel 0,2165 <k, < 0,6155 ¢és 1,3259 < k, <1,6111, a keresett
minta masodik eleme i, = 3, harmadik eleme pedig i; = 6. A minta tehat a sokasag
1, 3 és 6 indexii elemeibdl all.

3. A p_ij-modszer tulajdonsagai

A 7ps mintavételi eljarasok irodalma rendkiviil terjedelmes, logikusan felvethetd
a kérdés, hogy a p_ij-modszer alkalmazasa milyen korillmények kozott eldny6sebb,
mint a tekintett t¢émakdrben 1962 ota megjelenteké, és egyaltalan milyen értelemben
tekinthet6 Gjnak. A kérdésre adhatd valasz érdekében Bondesson [2012] cikkébél
célszeri kiindulnunk.

Az emlitett tanulmany cime (On sampling with prescribed second-order inclusion
probabilities — Mintavétel az eldirt masodrendii bekertilési valdszinliségekkel) majd-
nem azonos a jelen dolgozat cimével, és hasonld a helyzet a két publikacid targyat
illetéen is. A hasonlésagok mellett azonban jelentds kiilonbségek is vannak a két
irasban a kitlizott célok és elért eredmények kozott.

Bondesson célja a masodrendli bekeriilési valosziniiségek elbzetes kijelolésével
egyrészt az volt, hogy bizonyos becsiilt értékosszegek szorasnégyzete adott koriilmé-
nyek kozott minimalis legyen, masrészt pedig, hogy a mintavételi terv entrdpiaja —
lasd a definicidt a jelolések kdzott — maximalis legyen. Az entropia maximalizalasara
iranyul6 torekvés a zps -mintakkal, mintavételi tervekkel kapcsolatos kutatasokban
az 1990-es évek kozepétél figyelheté meg (Chen—Dempster—Liu [1994], Soofi
[1994]). A kutatasokat az motivalja, hogy magas entrdpia esetén a nem tipikus adott-
sagokkal rendelkez6 mintak esélye a kivalasztasra viszonylag kisebb. A p_ij-
modszer kidolgozasanak viszont az volt a célja, hogy amennyiben rendelkezésiinkre
all az els6- és a masodrendii bekeriilési valosziniiségeknek az /1/-/2/ feltételeket
kielégitd konzisztens rendszere, akkor a lehetd legegyszeriibb moédon adjunk meg
egy olyan mintavételi eljarast, amelynél a mintabol szarmazé becslésekre a /4/ Sen—
Grundy-Yates-formula alkalmazhatd. A kétféle megkozelitést egymas mellé helyez-
ve a kovetkezoket mondhatjuk.

Bondesson szdmdara imperativusz volt célja eléréséhez a masodrendu feltételes
Poisson-mintavétel® hasznélata, ami tekintélyes matematikai apparatus alkalmazasat

2 A mésodrend feltételes Poisson-mintavétel bonyolultabb médszer, mint az (egyszerii) feltételes Poisson-
mintavétel.
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és ugyancsak tekintélyes gépidd felhasznalasat jelentette. Modszere a Gibbs-
mintavételnek koszonhetéen maximalis hatékonysagot eredményezett az entropia-
maximalizald mintavételi eljarasok korében, az alkalmazhatosag felsd korlatjat a
sokasag N = 250 elemszama kozelében lehet megvonni. Ugyanez az elemszam a
lényegesen kevésbé ambiciozus célkitlizés jegyében kidolgozott p_ij-mddszer esetén
nem problematikus, bar megfeleld szoftver készitése esetén bizonyos takarékossagi
szempontok figyelembe vételére 6sztondzhet.

Mindebbdl azt a kdvetkeztetést lehet levonni, hogy lehetnek olyan esetek, amikor
indokolt a magas entropiara valo torekvés, és érdemes az ezzel kapcsolatos aldozatot
meghozni, de lehetnek olyan esetek is, amikor kisebb az entropia jelent6sége. Az
utobbi esetben célszerl lehet az egyszeriibb és 1ényegesen kevésbe szamitasigényes
p_ij-mddszer alkalmazasa. Olyan értékeléssel vagy Osszehasonlitassal, hogy a magas
entropiardl valo lemondas milyen kovetkezményekkel jar, egyeldre ritkan talalko-
zunk.

Annak feltételezésével, hogy rendelkezésiinkre all egy algoritmus vagy szoftver,
amely az elsérendll bekeriilési valosziniiségek ismeretében eldallitja a masodrendii
bekeriilési valoszinliségek konzisztens rendszerét, 6sszehasonlitottuk a p_ij-modszert
a mintavétel modjanak, valamint a szoérasnégyzet-becslés lehetéségének a szempont-
jabol a kovetkez6 standard zpS mintavételi modszerekkel:

— feltételes Poisson-mintavétel (Hdajek [1964], [1981]; Chen—
Dempster—Liu [1994]);

— Sampford-féle [1967] mintavétel;

— Sunter [1986] szekvencialis modszere.

Szorasbecslés céljara mind a p_ij-modszer, mind pedig az utobbi harom eljaras
egzakt masodrendii bekeriilési valdsziniiségeket hasznal, ezek a Sampford-
mintavételnél és kedvezd esetben a p_ij-modszernél is zart alakban, a masik két
modszernél rekurziv, illetve iterativ szamitas eredményeként allnak rendelkezésre. E
tekintetben tehat nincs 1ényeges kiillonbség az emlitett modszerek kdzott.

A mintavétel méodja szerint a p_ij- és a Sunter-féle szekvencialis modszert a
szekvencialis eljarasok kozé, a Sampford- és a feltételes Poisson-mintavételt pedig
az elfogado-elutasitd stratégiat alkalmazd modszerek kozé soroljuk. Tekintsiik el6-
szor a két szekvencidlis eljarast. Mind a kettd a sokasag elemeinek rendezésével
kezdédik, a p_ij-mddszernél — amely a randomizalt szisztematikus metddus valtoza-
tanak tekinthetd — véletlen sorrendre, a Sunter médszerénél pedig a bekeriilési valo-
szinliség nagysaga szerint csokkend sorrendre van sziikség. Nem sziikséges minden
egyes mintavételnél ujra rendezni a sokasagi elemeket. A p_ij-modszernél elészor N
elembdl valasztunk egyet, majd ezutin a randomizalt szisztematikus kivalasztas
szabalyai szerint N —1 elembdl (n—1) elemet; egy kezdeti véletlen szdmra és egy
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n—1 elemi szamtani sorozat meghatarozasara van sziikkség. Ennek minden egyes
eleménél az azt kozre fogd két sokasagbeli elem koziil a kisebb keriil a mintaba.
Sunter modszerénél a sokasag elemei a kialakitott sorrend szerint egymads utan vesz-
nek részt egy Bernoulli-kisérletben, amelynek kimenetele szerint vagy bekertilnek a
mintaba, vagy nem. Végeredményben mindkét mintavételnél O(N) szamu Gsszeha-
sonlitasra van sziikség.

Tekintsiik most a Sampford- és a feltételes Poisson-mintavételt. Mint emlitettiik,
n elemii mintdkat generalnak, amig végre csupa kiilonb6zo elemekbdl all6 mintat
nem talalnak. Nyilvanvald, hogy ez sokkal hosszabb szamitési id6t igényel, mint a
sokasag elemeinek egymas utani megfigyelése, 6sszehasonlitdsa. Kovetkezésképpen
a p_ij-modszernek és Sunter szekvencialis modszerének a szamitasigénye nagysag-
rendben egyenld, mig a Sampford-mintavételnek és a feltételes Poisson-
mintavételnek a szamitasigénye ennél nagyobb.

A zps mintavételi modszereket tanulmanyozva azt lathatjuk, hogy a masodrendi
bekeriilési valosziniiségek kezelése valamilyen formaban mindig része a mintavételi
tervnek. A Sampford-mintavétel esetében példdul egy részprogram a m;; valdszinii-
ségeket analitikus formdban 4llitja el6 a z; valoszinliségekbdl. A Bondesson altal
megoldott feladatban, amelyben a masodrendii bekeriilési valdszinliségek bemend
adatok voltak, az alkalmasan valasztott mintavételi eljaras — a masodrendii Poisson-
mintavétel — valdszintiségi fliggvényének N x (N —1) szaml paraméterét iterativ
modszerrel Ggy kellett meghatarozni, hogy a sokasagbeli elemparok mintaba keriilé-
sének valdszinlisége a bemend adatokkal egyezzen meg. Kis pontatlansdgot megen-
gedve azt mondhatjuk, hogy a p_ij-mddszer abban kiilonbozik a tébbi zps mintavé-
teli tervt6l, hogy nem a mintavételi terv hatarozza meg a masodrendi bekeriilési
valdszinliségeket, hanem ez utobbiak a mintavételi tervet.

Fiiggelék

Randomizalt szisztematikus mintavétel. A sokasag N elemét véletlen sorrendbe rendezziik, és a
nagysagukat reprezentalo a; mennyiségekbdl kumulalt osszegeket képeziink a kovetkezéképpen:

t=a,L,=t+a, t=t,+a; .., T =ty =ty_, +ay.Adlépéskozta d = T/n Ossze-
fiiggéssel definialjuk, ahol n a minta elemszama. Valasztunk egy valos értékit k; < d kezdd érté-
ket, és képezzik a k;, k, =k, +d, k; =k, +d, k, =k; +d, ... sorozatot. A mintdba azok a
v elemek keriilnek, amelyekhez van a k. sorozatnak egy olyan k, eleme, amelyre fennall a
t,_1 <k, <t, Osszefiiggés (eléfordulhat, hogy t, =0). A v elemaz a, =t,—t,_, nagysaggal
aranyos valdszinfiséggel keriil a mintaba. A sokasagbeli elemek nagysagat jellemzé a; mennyisé-

gek lehetnek a z; bekeriilési valoszintiségek is.
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Summary

A simple method for selecting a sample of fixed size from a finite universe with probability
proportional to size and without replacement is introduced in the paper provided that besides the
first order inclusion probabilities a consistent set of the second order inclusion probabilities is also
given.

Statisztikai Szemle, 94. évfolyam 3. szém



Helyreigazitas

A ,Nagysaggal aranyos valdszinliség szerinti mintavétel masodrendii bekerti-
1ési valosziniiségekkel, visszatevés nélkiil” cimii tanulmanyhoz (Statisztikai Szem-
le. 94. évf. 3. sz. 233-245. old. DOI: 10.20311/stat2016.03.hu0233).

Az 1. tétel masodik allitdsanak a bizonyitasa tulsdgosan sziikszavi, pontatlan.
A bizonyitas pontos megfogalmazasa a kovetkezd.

A j és az i sokasagbeli elemek egyiittes bekeriilésének valoszintisége vizsga-
latanal azt kell észrevenniink, hogy az algoritmus 1. 1épésében egy sokasagbeli
elemet, éspedig a j elemet valasztjuk ki, a 2. 1épésben pedig tulajdonképpen a
(i, D, ..., (L=, (J,i+D, ..., (J» N) elemparok koziil valasztunk ki
n—1szamut a m, elemekbdl all6 matrix j-edik sordban. A bizonyitas els6 részé-
ben lattuk, hogy a (7 /n) m;; / =; valészinliség annak a valosziniiségnek a része,
OsszetevOje, amellyel az i elem bekertil a teljes sokasagnak egy n elemii mintajaba;
ugyanez a kifejezés része annak a valdsziniiségnek is, amellyel a (], i) elempart

tartalmazza egy n elemii minta. Ha az algoritmus 1. 1épését arra korlatoznank,
hogy a teljes sokasagnak csak egy rogzitett j elemét lehet kijelolni, akkor a (j, i)

elempér bekeriilési valészinlisége =; /n lenne. Az algoritmus azonban — médosi-
tas, korlatozas hianyaban — minden n elemii mintat pontosan n-szer allit el6, annak
fliggvényében, hogy melyik elemét valasztjuk ki az 1. 1épésben. Ennek kovetkez-
tében a (j, i) — és ezzel egyiitt az (i, j) — elempar bekeriilési valoszintisége
n x z;/n = xj . Ezzel az dllitassal kapcsolatban meg kell még jegyezniink a ko-
vetkezot: az elemek egy iy, i,, ..., i, mintdja meghatarozza a bel6le kivéalaszthato
osszes (i, i) elempart, k = |, az utobbiak koziil pedig barmely n—1 darab

meghatarozza az elemekbdl all6 n elemii mintat, valamint az &sszes tobbi elem-
part, valamennyit a {77:”},\I .n mMatrixnak megfeleld bekeriilési valosziniiséggel,

feltéve, hogy a parokban szerepl6 2(n — 1) szdmu i, azonosit6 tartalmazza a minta
elemeinek i, i,, ..., i, azonositoit. A sziikséges konzisztenciat a matrix tulaj-

donsagai biztositjak.
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