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Székely Liszio*

A KANTI A PRIORIES
A NEM EUKLEIDESZI GEOMETRIAK

I. Bevezetés
I. 1. Az antikantidnus filozdfial folklor

Témam els6 kozelitésben trividlisnak tinhet, hiszen # filozdfiai kozvé-
lekedés szerint a nem eukleidészi geometriak felfedezésével a tér, illetve
az eukleidészi geometria a priori természetére vonatkozo kanti tanitas
meghaladotta vilt, s ezt azutin a fizika oldaliré] megerdsitette Albert
Einstein altalinos relativitiselmélete, amely a fizikai vilagot a nem euk-
leidészi geometridk segitségével irja le. Igy a volt hivatalos ,marxista”
filoz6fia kdtelezd tananyagiban a nem eukleidészi geometridk és a rela-
tivitdselmélet a térképzetek és a geometria empirikus-materilis erede-
tére vonatkozo ,,bizonyitékok”-ként szerepeltek a kotelez6en birdlandé
transzcendentilis idealizmussal szemben. Ennek megfeleléen a nem
eukleidészi geometridkkal foglalkozé matematikusi allamvizsgatételhez
kiegészitd filozofiai kérdésként kapesolddott az ezen geometriak filozo-
fiai jelentdségére vonatkozd kérdés, melyre természetesen azt a valaszt
kellett adni, hogy ezek az elméletek a geometria empirikus-materialisz-
tikus eredetét igazoljak, s e valasszal még a marxizmus irint egyébként
szkeptikus matematikusok is 6rommel azonosultak. S valéban: az a nézet,
hogy a nem eukleidészi geometridk nyomin tarthatatlanna valt a tér és a
geometria a piori jellegére vonatkozé kanti tanitis, a filozofiai allasponttél
fiiggetleniil ltalanosan elterjedt — mondhatmi, mar-mar kozhelyszert —
igazsignak szimit nem csupin altalaban, értelmiségi-, hanem kifejezetten
filozofuskérokben is.

Csakhogy csupan filozdfiai folklor az az elképzelés, amely szerint a kand
tanitds és a nem eukleidészi geometriak viszonyanak ez a radikélisan an-

* MTA BTK, Filozbfiai Intézet
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Székely Laszlo

tikantidnus interpreticidja vitathatatlan evidencia volna, és err6él mar az-
altal is meggy6z6dhetiink, ha futélagosan pillantast vetiink a targykor
szakirodalmara. Igy a kanti tanitis és a nem eukleidészi geometriak kozott

ellentét tézisét els6ként markéns formiban megfogalmaz6 Helmholz il-
laspontjaval' szemben mar kortarsa, J. P. N. Land komoly ellenérveket
fogalmazott meg.” S bar ennek ellenére késébb vitathatatlanul ez az an-
tikantidnus értelmezés valt uralkodovi, a Kant-irodalom sohasem azono-
sult teljesen ezzel az allasponttal. Igy az antikantianus értelmezést képvi-
selte — az allaspontok diffaz jellegére jellemzden szerz6kként mas €s mas

megfontolasok alapjin — tébbek kozott (ifjakori 6nmagéival szemben) az

érett Russell, a neokantianus Cassirer, tovabbi Carnap, Schlick és Reichen-
bach. De a geometria fejlédésének jegyében a kanti tanitast mara mar
elavultnak mindésit az egyébként Russellt és Carnapot kritizalo, veliik
szemben prokantidnusnak tiiné Hintikka és Michael Fridmann is.’ Viszont

az ellentétes pozicidt képviselte a matematika filozéfidjanak nagy tekin-
télye, Gottlob Frege,* és a téma mai irodalmaban is szimos olyan all4s-
ponttal taldlkozhatunk, amely némi modifikicioval a tér és a geometria a

priori természetére vonatkozd kantidnus tézist a nem eukleidészi geomet-
ridk és a relativitds elméletének ismeretében is tarthaténak tekinti.”

I Helmholtz 1876, kiil6nésen 314., 319-321. (V6. még Hatfield 1984; Schirn 1991.)
2 Land 1877.
3 V6. Reichenbach 1936, 1958, 30-92.: Russell 1903, 1919, 1945, 716,; Cassirer
1907, 29-31., 1922, 91-92.; Carnap 1966, 1995, 125-183.; Hinukka 1965, 1984,
Friedmann 1985, 2000; (Cassier kapcsin ugyancsak lasd Heis 2011. A kevésbé
ismert szerzok koziil pl. Holmes 1955; Craig 1969; Kitcher1975; Hagar 2008;
Godlove 2009.)
Fregével kapcsolatosan lisd Merrick 2006. Hasonld allaspontot képviselt (a kanti
a priori fogalminak némi atértelmezésével) a neokantidanus Natorp és Cohen (lasd
ugyancsak Merrick 2006). Ide sorolhaté még pl. Lucas 1969; Carson 1997; Shabel
2004; Kim 2006; Izard és munkatarsai 2011; Grozdanoff http://www.researchgate.
net/profile/Boris_Grozdanoff/.
S PL Russell 1897; Nelson 1906; Ewing 1938, 42.; Jones 1946; Parsons 1964;
Strawson 1966, 277-292.; Korner 1966, 465—468.; Carsons 1977; Warren 1998,
207.; Barker, 1992; Lenhard 2006; Kjosavik 2009; Kvasz 2011, Dunlop 2012.
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I. 2. A tét a filozdhia szuverenitisa

S természetesen nem egyszerien ,a geometria természeté”-rol van e
vitiban sz6. A tét ennél joval nagyobb: maga a filozifia. Ha a nem euk-
leidészi geometridk és a relativits fizikai elmélete nem volnanak Gssze-
egyeztethetdk a térre és a geometridra vonatkozo kanti koncepcidval, €s
ez a probléma nem volna a kanti filozéfia szempontjabol lokalizalhato,
akkor ez igen stilyos kovetkezménnyel jarna mind a kanti tanitasra, mind
pedig altaliban a filozofidra nézve. A tér a priori jellegére vonatkozo
tanitds elvetése ugyanis A tiszta ész kritikdjinak egész épiiletét romba
donthetné, s ez egyben azt is jelentené, hogy egy — a gondolkodas t&r-
ténetében kulcsfontossigl szerepet jatszo — filozofiai tanitdst a szaktu-
domanyok meghaladhatnak. Igy nem véletlen, hogy mar a XIX. szézad
végén — elsdsorban a fiatal Bertrand Russell révén — kialakult egy olyan
interpretacio, amely megoldja ezt a problémadt. Eszerint amikor Kant az
eukleidészi geometriit az a priori stitusziba emelte, annyiban valéban
tévedett, hogy kora geometridjihoz kot6dott, 4m a tér és a geometria a
priori természetére vonatkozé tétele ennek ellenére helyes: az eukleidé-
szi és nem eukleidészi geometridk kizos axibmai, valamint a projektiv
geometria valoban ,a priori”-ak.®

A jelen tanulmanyban azonban nem a filozéfiai irodalomban ezzel
~ kapcsolatosan jelen 1év6 vitdt fogom bemutatni,” hogy ezéltal korrigal-
jam a fenti folklért. Ehelyett — az antikantianus allaspontokon til a pro-
kantianus kompromisszumos megoldasokkal szemben is — amellett ér-
velek, hogy a geometridra vonatkozd kanti elképzelések helyes olvasata
nem csupan megengedi azt az értelmezést, amely az eukleidészi geomet-
riat tekinti az egyetlen kant értelemben vett a priori geometridnak, hanem
nyomds érveket hozhatunk fel amellett, hogy ez az interpretdcié a kozvet-
len és egyediili folyormdinya Kant belyes olvasatanak.

Az eukleidészi geometria kanti értelemben vett aprioritisa melletti
~ érvelést azonban meg kell el6znie a megvilaszoland6 kérdés tisztizasinak.

6 Vo. Russell 1897. (Kiilonosen 6. és 164-177.)

7 A geometrival kapcsolatos kanti nézetekrd), és az azok elavultsigrél vagy aktuali-
tasard] folyd vitarél j6l hasznilhat6 elemzéseket talalhatunk pl. Biichernél (1987)
vagy Natterernél (2003).
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Annak kovetkeztében ugyanis, hogy a témaval foglalkozé szerzok tébb-
nyire sajit filozéfiai prekoncepcidjuk jegyében kozelitenek tirgyukhoz,
nemcsak a vilasz, hanem maga a megoldandé probléma is elmosédotti
vilik: az helyteleniil f6kuszilt (,,defékuszalt”) és a kiilonbézd allaspontok
sokasaga® alapvetGen ebbdl a pontatlan megkozelitésbél fakad. Ennek
megfelelden tanulmianyom elsé részében a tulajdonképpeni probléma
pontos megragadasara torekszem, két antikantidnus — egy empirista és
egy konvencionalista jellegii — ellenérv eltavolitasival, Ezen ellenérvek
viszonylag egyszerii kiiktatisa utin juthatunk el a tulajdonképpeni prob-
Iémihoz, amelynek tirgyalasa méar annak természetébdl kovetkezéleg
joval nehezebb: kezelése sordn ugyanis egy nem nyelvi, nem fogalmi, nem
logikai, ,szubjektiv” mozzanator kell dtforditnunk nyelvi-fogalmi-logikai-
interszubjektiv kerethe. E nehézség ellenére tanulminyunk masodik rész-
€ben megprobalunk diszkurziv érveket megfogalmazni az eukleidészi geo-
metria kanti értelemben vett a priori jellege mellers.

Megjegyezziik még, hogy azon illaspont tekintetében, ahova tanul-
manyunk elsé részének végén eljutunk majd, és ahonnan a masodik rész
kiindul, az elmlt évtizedek vonatkozé szakirodalméiban egyetértés van,
azaz ez az irodalom nem rabja mér az empirista és konvencionalista
antikantianus érveknek. Mivel azonban ezek az utébbiak ennek ellenére
még ma 1s (&s filoz6tuskdrokben is) erésen tartjak magukat, mindenkép-
pen sziikség van arra, hogy foglalkozzunk veliik.

1I. A probléma helyes fokuszilisa
IL. 1. A nem eukleidészi geometridkra hivatkozé empirista antikantidnus
ellenérv érvénytelensége

Figyelembe véve azt, hogy a modern matematikiban az eukleidészi
geometria mellett szimtalan mas, vele sszeegyeztethetetlen geometria
lecezik, Kant empirista kritikusai azt a kérdést szegezik szembe Kanttal,
hogy vajon e sok geometria szerint melyik az, amely ,helyesen” irja le a

° Az ilralunk is emlitett szerz6k egy része, valamint a témaval foglalkozé néhiny

tovabbi szerzé allaspontjarél rovid dttekintést ad a kanti térfelfogist érintd elem-
zéseiben Natterer 2003 (kiilonosen 118-136., 403—404.)
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valésagot, vagyis melyik az, amely ,,igaz”? Kant sziméra ugyanis csak egy
geometria létezett, foglalhatjuk roviden 6ssze ezen érv 1ényegét, és ebbdl
ad6déan az szamara sziikségképpen ,igaz”-nak tlint. Mivel azonban kide-
riilt, hogy szamos geometria lehetséges, az ,igaz” geometria eldéntendd
kérdéssé valt, és e kérdésre valaszt csupan empirikus vizsgilatokkal, azaz
a posteriori kaphatunk, ami - allitjdk e nézet képvisel6i ~ nyilvinval6an
ellentmond a geometria a priori jellegére vonatkozé kanti tézisnek.’

Ez a latsz6lagosan vitathatatlan és a kanti tanitdst mintegy ,ki{it6” érv
azonban t6bb sebbél is vérzik. S nemcsak arrél van sz6, hogy a kand a
priori fogalméinak feliiletes értelmezésén nyugszik, hanem arrél is, hogy
sem ismeretelméletileg, sem pedig tudomanyfilozdfiailag nem illja meg
a helyét.

Egyrészt nyilvanval6, hogy ebben az érvelésben az igazsig empirikus
fogalma szerepel, és a ,,melyik geometria az igaz?” kérdés azzal a kérdés-
sel azonos, hogy melyik geometria irja le helyesen (az adott kontextusban
fizikainak tekintett) empirikus ,,valosig”-ot. Err6l szl a nevezetes hi-
romszogelési példa, illetve az a méar Lobacsevszkijnél is megjelend el-
képzelés, mely szerint a csillagok parallaxisinak elemzésével empirikusan
ki lehet vilasztani az ,igaz” geometriit.!® Ezek koziil most az egyszerii-
ség kedvéért csak a haromszogelési modszert ismertetjiik. Eszerint egy
elég nagy hiromszog szogeit megmérve eldénthetd, hogy vajon az euk-
leidészi vagy pedig valamely mas geometria érvényes-e a fizikai valosig-
ban, hiszen az egyenes oldalii hiromszég szogeinek Gsszege csupin az
eukleidészi geometridban egyenlé 180 fokkal. Mivel a fizikai tér kozeli-
- t6leg eukleidészinek tiinik, hangzik az érvelés, mindenképpen nagyméreti
haromszoget kell vizsgilnunk, oly médon, hogy az egymistdl tivol esd
csicsokbol fényjeleket kiildiink ki a masik csticsokban 1évé megfigyel k-
hoz, és minden csiicsban megmérjitk a bees6 fénysugarak szégée. Ha ezek
dsszege kisebb lesz 180 foknal, a Bolyai-Lobacsevszkij-féle negativ, hi-
perbolikus geometria érvényes, ha nagyobb, akkor pedig a pozitiv gor-
biiletii sztérikus geometria vagy az elliptikus geometria.

Csakhogy konnyen belathat6, hogy ez az érvelés abszurd. Nem kell
ugyanis kiilondsebb gondolati eréfeszitést tenniink annak megértéséhez,

7 V6. pl. Parsons 1964, 82.; Hopkins 1973, 5.
' PL. Lobacsevszkij 1829/30, 251-254. (U8. 1898, 22-24.)
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hogy a fény nem terjed sziikségképpen egyenesen a vizsgilat alatt, és igy

a 180 foknil kisebb vagy nagyobb szogisszeg adédhatna abbél is, hogy
a fény palyija eltért az egyenestdl. A problémanak némileg mélyebben

utinagondolva pedig vilagossa vilik, hogy az el6bbickben vazolt kisérleti

eljaras rejtett, minden tapasztalati vizsgilodist megeléz6, és ebben az érte-
lemben — tehdt nem kantidnusan! — a priori eléfeltevése, hogy a fény
palyaja egyenes, és maganak a fizikai vildg geometridjanak ily médon

torténd vizsgalata ezen nem-tapasztalati posztulitum nélkiil értelmetlen

volna. Igy e posztulitum nélkiil a 180 fokos szOgosszeg is értelmezhetd

oly mddon, hogy a geometria val6jaban Bolyai~Lobacsevszkij-féle, csak
éppen a fénypélya eltért a Bolyai-Lobacsevszkij-féle egyenestél, és ezért

mértiink mondjuk 179 fok helyett 180 fokot, mint amiképpen 179 fokos

sz0gOsszeg esetén is fenn fog allni annak lehetdsége, hogy a tér euklei-
dészi, €s csupan a fénypéalyinak az egyenest6l val eltériilése miatt kaptunk
180 foknal kisebb 6sszeget.

Mindez logikusan végiggondolhatd, de tulajdonképpen erre sincs sziik-
ség, amennyiben Henry Poincaré Tudomdny és foltevés cimi mitve 6ta ez
az Osszefiiggés a filozéfiai irodalom kézkincséhez tartozik, mint amikép-
pen az az ezen alapuld Poincaré-féle tétel is, amely szerint az empirikus
vildg tekintetében sohasem egyediil a geometriara magéra vonatkozé
hipotéziseinket teszteljiik, hanem a geometriara és a fizikai testek visel-
kedésére vonatkozé feltevéseinket egyiittesen.!! Ennek kovetkeztében
pedig nem vért eredmény esetén ugyantigy médosithatjuk a geometriai
hipotézis megobrzése mellett a fizikai hipotéziseket, mint megforditva.'?

De mi a helyzet az altalanos relativitis elméletével, kérdezheti valaki.
Vajon ez az elmélet nem arrél szbl-e, hogy a tér nem eukleidészi jellegri,
€s a csillagok tényének elhajlasa a Nap kézelében vajon nem azt bizo-
nyitja-e, hogy e tekintetben ,jigaza” van? Marmost a haromszogelési
kisérlettel kapcsolatos elbbi fejtegetésiink most is alkalmazhaté: ez az
eredmény val6ban értelmezhetd Ggy is, hogy a tér a Nap kérnyezetében
nem eukleidészi, de tgy is, hogy a tér maga ugyan eukleidészi, de a

"' V6. Poincaré 1908. (Poincaré és Kant viszonyahoz v6. még pl. Schirn 1991;
Godlove 2009.)

'* Konnyi belitni, hogy Poincaré e tézise a Duhem—Quine~Lakatos Imre-féle
empirikus aluldeterminiltsagi tétel egyik alesete.
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fénypilya valamily fizikai l1étez6 — pl. a graviticios er6tér — hatasira (amely
utdbbi a magyar széhasznalattél eltéréen nem ,tér”, hanem a helyes
nemzetkozi szohasznalat szerint ,mez6”!) eltér az egyenes palyatdl. S ezzel
maga Einstein is tisztiban volt, amikor Geometria és tapasztalat cimG
miivében arrdl ir, hogy a fizikai vilig geometrija csak akkor valhat ta-
pasztalati kérdéssé, ha megadjuk azt a nem tapasztalati jellegii szabalyt,
amely a matematikai geometriat 6sszekoti a megtigyelt fizikai jelensé-
gekkel, és ezaltal megteremti a gyakorlati geometriat. Einstein maga ezt
a szabilyt a merev testek létezésének feltételezésében és a merev testek-
nek a geometriaval val6 Gsszekottetésében latja. Igaz, ennek soran any-
nyiban kritizdlja Poincarét, hogy csak sub eternis (értsd: az elvont filozo-
fia sikjan) ad neki igazat, és Ggy véli, hogy egy raciondlis fizika felépitéséhez
elkeriilhetetlen a merev testek 1étezésének feltételezése, valamint a geo-
metria és a merev testek egymashoz kapcsolasa. Ennyiben Einstein sze-
rint a fizika megalkotisa soran mar elvész a geometria megvalasztasinak
lehettsége.!? Csakhogy az, hogy mi a raciondlis fizika, nem empivikus, hanen
tapasztalat elitti kévdés, amelyrél kisérletek segitségével sohasem doénthe-
tiink. Poincarét kévetve pedig mindig valaszthatjuk azt az opciot, amely
szerint ésszerlibb az eukleidészi geometria meg6rzése — akar még a merev
testek 1étezésére vonatkozo hipotézis feladasa révén is —, mint annak
elvetése. E tekintetben Einstein fizikaja csupan annyit bizonyit, hogy a
nem eukleidészi geometriak segitségével jol rendezhetjiik a fizikai ta-
pasztalatot, és azok alkalmasak arra, hogy segitségiikkel hatékony elére-
jelzéseket tegyiink, de kozvetleniil nem vonatkozik a tér, sem pedig a
térid6 geometriajara, mint amiképpen arrél sem vilagosit fel benniinket,
hogy mi a tér és az id6. Ezen utobbiak filozdfiai fogalmak, és annak értelme,
bogy mit is jelent az, amit a fiztkai elmélet téridoként jelol meg, erdsen fiigg
attol, hogy a térnek és az idinek milyen filoxdfidjat kovetyiik.

Mivel e problémakor részletesebb elemzésére a jelen tanulmany ke-
retei kozott nincs hely, az esetleg kételkedd fizikus olvasok szamira a
rovidség kedvéért hadd idézziik még a neves amerikai fizikusnak, N. David
Merminnek a relativisztikus tériddre vonatkozd, a Physics Teday 2009.
majusi szamaban megjelent alabbi sorait:

¥ Einstein 2005. (Kiilonosen 288., 290.)
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A fizikusok rossz szokisa, hogy legsikeresebb absztrakcidikat a fizikai

vildg valodi sajatossagainak tekintik. [...] A téridé eszkéze oly hatékony-
nak bizonyult, hogy gyakran eldologiasitjuk ezt az absztrakt kényvviteli

strukeiirat, azt Allitva, hogy egy ilyen négy- (vagy néhany fizikus tirsunk

szdmara tiz-) dimenzids kontinuumban éliink.'

Mermin alapjan tehit az einsteini téridét 2 maga gorbiiltségével értel-
mezhetjiikk csupan absztrakcidnak is, amelynek gorbiiltsége — azaz nem
eukleidészi jellege — nem a tér 6nmagiban valé sajatossiga, hanem csak
teoretikus leirds. Ennek nyomdn pedig a relativitis elmélete csak akkor
keriilhetne ellentmondisba a kanti elmélettel, ha valamilyen médon
igazolni lehetne, hogy térideje a fizikai objektumokhoz hasonlé entitas,
azonban ilyen igazolis nem csupin nem all rendelkezéstinkre, hanem —
mint lattuk — Poincaré alapjin eleve lehetetlen.

IL. 2. A geometria konvencionalitisira hivatkozé ellenérv eltivolitasa

Az empirista ellenérv eltivolitisa természetesen még nem vonja maga
utin a kanti tanitds és a nem eukleidészi geometridk logikai lehetdsége
kozotti konfliktus eltavolitisit. Hiszen az, hogy ,a tapasztalati vilag
geometridja” fogalmanak csak adotr, a priori el6feltevések bazisan van
értelme, nem jelenti a geometria kanti értelemben vett a priori voltat,
mivel itt nem a kanti értelemben vett, sziikségszerG a priorirél van sz6,
hanem csupin arrél, hogy még a tapasztalati vizsgilatok megkezdése el6tt
sziikségszeriien el kell kételezniink magunknak bizonyos nem tapasztalati
jellegti eléfeltevések mellett. Ez pedig gyokeresen eltér a kanti a priori
fogalmatol.

Az elkételez6désnek ez a nem kantidnus, a priori sziikségszertisége
valdjaban abbél fakad, hogy a geometriak sokasaga altal megnyilt logikai
teret el6bb le kell zirnunk ahhoz, hogy a tapasztalati vildg geometriaja-
r6] értelmesen beszélhesstink. Poincaré szellemében vagy elére — s ebben
az értelemben ,a priori” — ki kell kotniink egy adott geometriat, vagy a

4 Mermin 2009, 9.
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geometriat valamely fizikai hipotézishez kell rendelniink. Igy példaul
abban az esetben, ha az egyenest és a fény palyajat kotjiik dssze, besz€l-
hetiink fénygeometriarél, ha viszont —a la Einstein — posztulaljuk a merev
testek 1étezését, és a geometriat ezekhez kapesoljuk, a merev testeken
alapulé geometridhoz jutunk. Azaz a fentiek szerint megkivant tapaszta-
lat elétti eléfeltevés arra szolgal, hogy a geometridk soksagabol ad6do, s
emiatt parttalanné vilo lehetdségeket redukéljuk az empirikus vizsgalo-
dasok lehetdvé tétele érdekében, és a tudominy egységes miivelése ér-
dekében a kutatéknak meg kell egyezniiik e tekintetben.

Ez a geometriak logikailag adott pluralizmusibél ad6d6 a priori tehit
nem sziikségszer(i, hanem csak megegyezés, konvencid” révén tehetd
kotelezévé: tobbek kozott ennek felismerésén is alapul Poincaré konven-
cionalista tudomanyfilozéfiai dllispontja.’’ Csakhogy a geometria tekin-
tetében ez a konvencionalista alldspont ugyanigy radikilis tagadasa a
geometria a priori voltira vonatkogé kanti tézisnek, mint az empirista
ellenérv. A kant értelemben vett a priori ugyanis elkeriilhetetlen, sziik-
ségszerii — s ebben az értelemben bir emberi, de ,,objektiv” - adottsag,
amely tekintetében nincs lehet6ségiink valasztisra. Vagyis oda jutottunk,
hogy az empirista ellenérvet megsemmisitd, most targyalt konvenciona-
lista tézis latsz6lagosan ugyantgy ellentétben il a geometria kand érte-
lemben vett a priori természetével, mint az empirista ellenérv.

Am a kovencionalista allaspont elemzésével mégiscsak kbzelebb jutot-
tunk a kanti tézis és a nem eukleidészi geometriak viszonyaval kapcsola-
tos tulajdonképpeni problémahoz, mint a feliiletes és alapvetéen hibas
empirista ellenérvet tirgyalva. Ha ugyanis a kanti a priori — a gyakori
félreértésnek megfeleléen — olyan logikai a priori volna, amely minden
mas logikai lehetdséget kizar, és ebben a logikai értelemben jelentené az
eukleidészi geometria sziikségszerti voltat, akkor a konvencionalista al-
laspont kivédhetetleniil megcafolna Kant tanitisit. Ugyanis a geometria
a priori voltira vonatkoz6 kanti tétel ez esetben azzal az allitassal volna
ekvivalens, hogy logikai szitkségszeriiséggel kizirlagosan az eukleidészi
geometria az egyetlen lehetséges geometria.

15 Poincaré 1908,

59



Saékely Liszls

IL. 3. Az euklediészi geometria kantidnus értemben vett a priori volta
mint nem logikai a priori

A kulcskérdés e tekintetben tehat az, hogy mit jelent Kantnil az eukleidészi
geometria a priovi sziikségszeriisége? Logikai sziikségszertiséget? Vagy a szitk-
ségszeriiségnek van mds fajtdja is, mint a logikai, és ezért egy adott geometria
szlikségszeri lebet annak ellenére is, hogy logikailag nem az?

Ezzel osszefiggésben A tiszta ész kritikdja masodik kiadasiban a ko-
vetkezoket olvashatjuk:

Minthogy ugyanis azt littdk, bogy a matematikusok kovetkeztetése: mind az
ellentmondds tétele fonalin baladnak (amint ext minden apodiktikus bizo-
nyossdg természete megkiovetels), elbitették magukkal, bogy az alaptételeket
is az ellenmondds tételébol lebet megismerni, amiben nagyot csalodtak; mert a
szintettkus tétel megismerbeté ugyan az ellenmondis tétele alapan, de csak ba
mds szintetikus tétel elozi meg, amelybdl kovetkeztethetd, nem pedig magdaban.

(Bevezetés V/1 — B 14.)!¢
Misrészt tudjuk azt, hogy Kant szerint:

A geometria oly tudomdny, amely a tér tulajdonosdgait szintetikusan s mégis
apriori hatdrozza meg. (1. 3.§ ~ B 42.)V

Mirmost a fenti két allitis Gsszevetésébol egyértelmiien kévetkezik, hogy
a geometria mint tudomany csak annyiban hatarozhatja meg a tér tulaj-
donosigait az ellentmondas elve alapjin (azaz logikailag), amennyiben
szintetikus itéletek elézik azt meg. (Annak, hogy e szintetikus itéletek
egyben a prioriak is, itt nincs jelentésége.) Ez pedig azt jelenti, hogy
Kant szerint az axiémik — mint a tér geometriajardl hozott szintetikus
itéletek — sohasem vezethetdek le az ellentmondas elvébdl, hiszen azok
éppen azért axidmik, mert semmiféle itélet sem elézi meg dket. W. R.

de Jong szavaival Kantnal:

16 Kant 1913, 35.
7 Kant 1913, 51.
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A matematikai itéletekre mindig az ellentmondis elve alapjan kell
kovetkeztetni, de nem ezen elvbél erednek. Azért szintetikusak, merta
matematika sajat alapelveibdl (axiémaibol) lehet kikovetkeztetni, illetve
levezetni 6ket, és ezek mint axidmak szintetikusak.'™

Ebbél pedig kifejezetten az kivetkezik, hogy ha az eukleidészi geometria
parhuzamossigi axioméja valoban axiéma (azaz valoban fiiggetlen az
eukleidészi geometria tobbi axiémajatol), akkor ahhoz az ellentmondas
elvébél magaban sohasem juthatunk el, azaz tagadisa nem vezet ellent-
mondasra. Igy itt Kant de facto a nem eukleidészi geometridk logikai lebe-
tiségét dllitja, azaz az eukleidészi geometria a priovi voltdra vonatkozi kanti
kérdés semmiképpen sem lebet azonos azzal az dllitdssal, hogy ez a geometria
az egyetlen logikailag lebetséges geometria "’

Megjegyzend6, hogy Kant nem csupén a geometriai axiémak kapcsan,
hanem a geometriai bizonyitasok esetében is hivatkozik a szemléletre,™
és a geometria a priori jellegével kapesolatos vitikban a kanti elmélet
ezen mozzanata is hangstlyosan megjelenik (pl. Hintikkénal vagy M.
Friedmannal, vagy a veliik e tekintetben vitatkoz6 Anja Jauerningnél).”!
Ez azonban jelen tanulminyunk — és kiillonosképpen most kovetkezd
érveink — szempontjabol érdektelen.

IL. 4. A tulajdonképpeni — ,helyesen foékuszilt” — probléma

Ha viszont nem a logikai sziikségszeriiség értelmében, akkor miképpen
a priori a tér geometridja Kantnal?

Erre a kérdésre az elébbi Kanttél idézett sorok nem adnak valaszt,
Viszont ha megtaliljuk nala a kulesot megvélaszolisihoz, akkor e sorok-
t6l figgetleniil is viligoss4 valhat, hogy itt nem logikai a priorirél van szo.

Lattuk, az alaptételek nem logikai eredetére vonatkozd kanti tételbdl
kovetkezik a logikailag lehetséges geometridk pluralizmusa (mégpedig

' Jong 2008.

12 V. pl. Carson 1997.

20 Pl Jawernig 2013

21 Lasd az emlitett szerz6k korabban hivatkozott irasait.
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sokkal radikalisabban, mint Bolyainal, Lobacsevszkijnél vagy Riemannil,
amennyiben Kant allitdsa valamennyi geometriai axiéma ellentétjére
torténd cserélhet6ségét maga utin vonja). Mindezek nyoman az eukle-
idészi geometria a priori voltara vonatkoz6 kanti tétel magaban foglalja,
hogy ez az utébbi geometria a sok logikailag lehetséges geometria koziil
valamily médon kitiinik — azaz egyedi, mis, mint a tébbi geometria.

Marmost Kantnil teljesen vilagos, hogy a tér mint a kiilsé érzék (az
érzéki szemlélet) tiszta formaja nem az intellektualitis, hanem az érzékek
szintjéhez tartozik. Amikor a geometria tudomanya mint intellektuilis
tevékenység megismeri e tér tulajdonsagait, akkor kiilsG érzékiink tiszta
formijanak tulajdonsigit ismeri meg, s éppen ezért a priori. Nem a ta-
pasztalat altal megtoltott tér objektumainak (pl. a fényharomszogek vagy
a merev testek) geometriajarél, hanem kiilsé érzéki szemléletiink tiszta
formajanak mint olyannak a megismerésérdl van sz6. A kérdés igy tehat
az, hogy érzéki szemléletiink tiszta formajahoz hozzitartozik-e elvilaszt-
hatatlanul az eukleidészi (vagy esetleg egy masik, pl. a projektiv) geo-
metria vagy sem.

Ha a tér mint a kiils6 érzék tiszta formajinak szemléletére bevezetjiik
(a Kant altal nem hasznalt) ,térszemlélet” togalmit, akkor e fogalmat
hasznalva a geometria kanti értelemben vett aprioritasa akkor és csak
akkor fog fennillni, ha egy és csak egy olyan konkrét geometria 1étezik,
amellyel térszemléletlink 6sszhangban van. Amennyiben pedig allitisunk
az, hogy ez a konkrét geometria az eukleidészi, akkor ebb6l az is kvet-
kezik, hogy a nem eukleidészi geometriak — azoknak eukleidészi modelljeitdl
eltekintve! — Gsszeegyeztethetetlenek térszemléletiinkkel. Ezért elfogadva
azt az dltalaban nem vitatott allitist, hogy az eukleidészi geometria har-
monizal térszemléletiinkkel, az ezen geometria kanti értelemben vett a
priori voltara vonatkoz6 kérdés az alabbival valik ekvivalenssé: dsszeegyez-
tethetdek-e térszemliéletiinkkel a logikailag egyébként lebetséges nem eukleidé-
szt geometridk vagy sem?

Az igy fokuszalt kérdés kiemeli a problémakért mind abbdl az empirista,
mind pedig abbdl a logicista-konvencionalista keretbdl, amelybe e prob-
lémakor az eredeti kanti gondolatok félreértelmezésének kévetkeztében
keriilt. Es ez az a pont, abol az utobbi évtizedek e targykorrel foglalkozi Kani-
irodalma az ellentétes dlldspontok ellenére egyetért, és azonos a most kifejtettel.
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Igy még az olyan antikantiinus me gkozelitések is, mint amilyen Hintikkaé
vagy a korai Friedmané, elismerik, hogy a geometria aprioritisa Kantnil
nem a logikai sziikségszertiséget jelend, hanem a szemlélet fogalmahoz
kapcsolodik, Csakhogy ¢k éppen ezért tartjak idejétmiiltnak, a tudoma-
nyok fejlédése altal meghaladotmak tanitisat. Veliik szemben viszont
Emily Carson, Johannes Lenhard és Frode Kjosavik joggal mutat r3 arra,
hogy a ,,szemlélet” kanti koncepcidjan nem léphet tal a tudomany, és a
geometria aprioritasaval kapcsolatos vizsgilddasokat tovabbra is arra a
kanti tézisre kell alapoznunk, mely szerint a tér a tiszta érzéki szemlélet
kiilsé formaja.”” Frode Kjosavik talalé megfogalmazasiban:

Csak akkor lebet a geometria a tér elmélete, szemben a csupin nomindlisan
wlerek -ként meghatdrozott ditalinos struktirdkkal, ba a geometriai axioma-
tikus rendszerek szemantikdja — vagy modelldlisa — kapesolatban dl] a kanti

szemilélettel.?

Azaz definidlhat a modern matematika a halmazokon metrikakat, és
nevezheti az igy ellatott struktarikat tereknek, a rajuk vonatkozé elmé-
letet pedig geometridnak, ezek még a kanti értelemben nem lesznek terek
és geometridk, csupin olyan spekulativ konstrukciék, amelyek logikai
lehetéségée Kant sohasem zarta ki. Azaz kanti értelemben a hiperbolikus
és a szférikus geometria mint logikailag lebetséges gondolati konstrukeié csak
annyiban tekintheto ,geometria”-nak, amennyiben basonlit a Kant szerint
szemiéletiinknek egyediil a priovi megfelels eukleidészi geometridhoz, annak
modifikdcidia. (A kanti szemlélet és az eukleidészi geometria kozti meg-
telelés kérdését — melynek tekintetében az elébb idézett Kjosavik mar
bizonytalan — jelen tanulmény ITI. részében vizsgiljuk.)

IL. 5. A kérdés tovabbi pontositisa

Most azonositott kérdésiink pontos tartalminak meghatirozasahoz
azonban ki kell térniink még arra is, hogy mit értiink a nem eukleidészi

* Carson 1997; Lenhard 2006; Kjosavik 2009.
3 Kjosavik 2009, 26.

63



Székely Liszli

geometridk és térszemléletiink Gsszeegyeztethetetlenségén. Ugyanis az
eukleidészi térben megadhatéak olyan nem eukleidészi struktirak, illetve
a nem eukleidészi geometridk olyan eukleidészi modelljei, amelyek nem
eukleidészi jellegiik ellenére eukleidészi médon is leirhatoak, és igy Gssze-
egyeztethetdek az eukleidészi szemléletméddal. Littuk példaunl, hogy
ide tartozik egy olyan haromszég, mely szogeinek 6sszege nem 180 fok.
Ugyanis az eukleidészi geometria csak az egyenes oldali hiromszigre
koveteli meg a 180 fokos szogisszeget, és ezért egy ilyen hiromszog
ugyanigy leirhat6 gérbe oldala eukleidészi hiromszégként, mint egyenes
oldalt, nem eukleidészi hiromszogként. Ezen Gsszefiiggésben igy font
kérdésiink akként vetSdik fel, hogy dsszeegyeztethets-e térszemiéletiinkkel
a ,gorbe” egyenesként valo dtértelmezése, azaz hogy relativizalhato-e mar
a szemlélet szintjén (tehat nem elvont gondolati konstrukciékban) a
»g0rbe” és az ,egyenes” fogalma. De ennél a mozzanatnal is alapvet&bb
az a tény, hogy sajat jogt nem eukleidészi tereknek csak azok a geo-
metriai terek tekinthet6ek, amelyek nem a haromdimenzids eukleidészi
geometria alrendszerei, és amelyek ezért csupin a mesterségesen, gon-
dolatilag megalkotott, (tehit az érzéki szemlélet hatékorén kiviili, elvont)
haromdimenziosnal tobb dimenzids eukleidészi terekben modellalhatok.
A térszemlélet és a nem eukleidészi geometridk Gsszeegyeztethetéségre
vonatkozd kérdés az ,egyenes” és a ,gorbe” szemléleti relativizalhatd-
siganak kérdésén tal pedig elsédlegesen az ilyen, 2 hdromdimenziss tér
részstruktiirijit nem képezd nem eukleidészi struktivik és térszemléletiink
osszeegyeztetbetoségére vonatkozik. Ennek kovetkezményeképpen azok a
haromdimenziés térstruktarik, illetve modellek (igy péld4ul a Riemann-
geometria popularis gémbhéjmodellje vagy a Bolyai-Lobacsevszkij-féle
geometria Beltrami—Klein-féle modellje), amelyek mind eukleidésziként,
mind nem eukleidésziként leirhaték, e tekintetben irrelevinsak.
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[I. Ervek az eukleidészi geometria kanti értelemben vett
aprioritisa mellett

ITI. 1. A helyesen fokuszalt probléma természete és a heideggeri ,,tdjék”

Térszemléletink, a térrel kapcsolatos élményeink olyan elvalaszthatat-
lanul hozzink tartozé élmények, amelyekrél ugyan megprobathatunk
beszamolni masoknak, 4m schasem adhatjuk 4t masnak. Egy bels6 vizualis
élményt a fest6 lefesthet ugyan, és ily médon azt méasok szamara is latha-
tova teheti, de egyrészt semmi garancia sincs arra, hogy ez a festményben
kiils6vé tett élmény valoban az eredeti, belsé élményt adja vissza, masrészt
nincs jelentésége tirgykoriink szempontjabol, amennyiben Kantnal az
lires, a ,tiszta”, a targyak altal meg nem toltott tér tulajdonsagairdl van
sz0. Nagyobb relevancidja van mir annak, ha valaki azt 4llitja maga-
rél, hogy az 6 sajit térszemlélete Gsszeegyeztetheté a nem eukleidészi
geometridkkal. Ez, ha valéban igaz, kivédhetetlen ellenérvnek tiinik az
eukleidészi geometria aprioritasira vonatkozé tétellel szemben, 4m nem
ellendérizhetd, hiszen nem vilhatunk a masikka, hogy az 6 térszemléletével
tekintsiink a nem eukleidészi geometridkra. Talan egy hosszi diszkusszié
sorin meggy6zhetjitk a masikat arrél, hogy a nem eukleidészi geometriak
eukleidészi modelljeinek szemléletes volta az, ami megtéveszti, hiszen e
modellek éppen eukleidészi jellegiiknél fogva megfelelnek az eukleidészi
geometridknak is, am lehet, hogy e lehetGséget is kizarva ragaszkodni
fog eredeti allitisihoz: ahhoz, hogy az 6 térszemlélete minden ellenérv
ellenére is 6sszeegyeztethetd a nem eukleidészi geometriakkal.
Némileg konnyebb e szempontbél kezelni az olyan empirikus pszicho-
{6giai vizsgalddisokat, amelyek szerint a gyermekek és a geometriailag
nem képezett személyek térszemlélete allitdlagosan nem eukleidészi.
Ugyanis a mindennapi életben nem geometriailag tekintiink a térbel
viszonyokra. Heidegger leirisa e tekintetben meggy6z6: kornyezetiink
elsédlegesen nem geometriai térként, hanem értelemmel telitett, inho-
mogén ,tdjék”-ként jelenik meg szimunkra, és az csak a nivellal6-homo-
genizalo, ,,szemlél6d6” beallitddasban vilik geometriaiva.?* Mindezek

* Heidegger 1989, 223-240.
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nyomnan az erre vonatkozo heideggeri elemzés semmiképpen sem allithat6
szembe a kanti koncepcidval. S6t, az a heideggeri allitas, mely szerint a
geometriai értelemben vett homogén tér csak a kartezidnus-teoreitkus,
homogenizalé beillitddisban ad6dik, s nem a vildig magiban valé tulaj-
donsaga, kézelebb all Kanthoz, mint a tér realista-objekdvista felfogisa
— még akkor is, ha persze mindez egy olyan ontolégidban jelenik meg nila,
amely elutasitja a Kantot is jellemz6 szubjektum-objektum dualizmust, s
amelynek szamara a tér nem ,,projekci6é”, hanem a ,viligban-benne-lét”
struktiiramozzanata.”” Mindenesetre életviligunk sem nem eukleidészi,
sem nem nem eukleidészi, mivel egyaltaliban nem geometriai. Mindez
azonban nem jelenti azt, hogy az igy ad6do6 térélmény a geometria szem-
pontjabél elemezve ne felelhetme meg az eukleidészi geometridnak.

Az empirikus Jélektani vizsgalodisoknak egyébként is alapproblémaija,
hogy a vizsgalatokat végzd személy a geometriailag nem iskolazott kisérleti
alanyok beszamoléit geometriaivé forditja, és ha ennek sorin térténetesen
bizonyos struktirakat mondjuk hiperbolikus geometriaként azonost, és
ennek nyoman arra a kovetkezetésre jut, hogy az alanyok térszemlélete a
negativ gorbiileti geometridkat kéved, ez még nem zirja ki azt, hogy ezen
struktirakat ne lehetne az eukleidészi tér objektumaiként, kiilsnbozé gor-
biilet( idomok eukleidészi rendszereként értelmezni. Ezért az ilyen kisér-
letek eredménye mindaddig tendenci6zus lesz, amig az utébbi lehetdséget
kovetkezetesen ki nem zarjuk, hiszen — mint lithattuk — az eukleidészi tér
olyan objektumai, amelyek a nem eukleidészi geometridkkal is leirhaték,
kérdésiink szempontjabdl irrelevansak. (Csak ziréjelben: az egyik legtijabb
ilyen — egy Amazonas menti indian térzs korében végzett — vizsgilat fel sem
veti ezt a problémét, mivel eredménye éppen a kanti tanitist timasztja al3.2%)

Hasonloképpen nem sz6lnak az eukleidészi geometria ellen a vizuilis
térre jellemzd ,,perspektivikus torzulas”-ok sem. Ha egy kockit kiilonbizd
mbdon ldtunk is kiilonbozd perspektivikbol, azt minden geometriai képzettség
és gondolkodds nélkiil is kockaként azomositiuk. Ebbél azonban nem kivetkezik,
hogy az a létviny, amiképpen a kocka kiilonbozd perspektivikban megjelenik,
ne az eukleidészi geometria tovvényeinek felelne meg, és ne volna e geometria
segitségével kiszamithato.

% Uo. 223.
%6 Jzard és munkatirsai 2011.
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Végiil jra hangsiilyoznunk kell azt a tényt, hogy Kantnil nem a térben
talalhaté empirikus objektumok struktirdirél van sz6, hanem a teret mint
tiszta” format, mint minden empiriat6l mentes szemléletet kell vizsgalnunk.

Mindezek kovetkeztében a tanulmanyunk tirgyat képez6 kérdés helyes
fokuszalasaval paradox médon olyan homalyos tartomany peremére ju-
tottunk, ahol csupan az introspekciéra, masok verbalis beszamoloira,
valamint a kisérleti szituicidkban végrehajtott cselekedetekre hivatkoz-
hatunk, s ezen az Giton igen nehéz iltaldnosan érvényes, interszubjektiv
filozofiai kijelentéseket kapunk. A kiovetkez6kben azonban nem Iépiink
be e homilyos tartominyba, hanem megprébalunk eleve olyan, nem az
instrospekcién alapuld, interszubjektiv, jol diszkutilhaté érveket felhozni
térszemléletiink eukleidészi volta mellett, amelyek ugyan nem lehetnek
oly hatékonyak, mint az empirista és a konvencionalista ellenérvet elta-
volitd korabbi érvek, 4m ezzel egylitt mégiscsak hatarozottan alatamaszt-
jak az eukleidészi geometria aprioritisira vonatkozd kanti tételt.

I11. 2. Ervek az eukleidészi geometria kanti értelemben vett
kitiintetettsége mellett

Az eredeti kanti szbvegek alapjan tehit nehezen vitathat6, hogy a német
 filozéfus logikailag lehetségesnek tartotta a nem eukleidészi geometria-
kat, és a geometria aprioritasat allitd tétele a szemlélet és a geometria
viszonyara vonatkozott. Ugyanakkor még az ezt hangstlyoz6 szerz6k egy
része (kozottitk a korabbiakban idézett Kjosavik) is bizonytalan abban
a tekintetben, hogy szemléletiinket valdban az eukleidészi geometria
jellemzi-e. Ezért a kivetkezdekben megprobalunk néhany érvet felhozni
ezen allitis mellett.

I11. 2. 1. Tapasztalati-fenomendlis viligunk eukleidészi jellege
Mindazon tirgyak, alakzatok és struktirik, amely tapasztalati-érzéki

viligunkban taldlhat6ak, leirhatoak az eukleidészi geometria segitsége-
vel. Még soha, egyetlenegy alkalommal sem sikeriiit olyan nem pusz-
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tan gondolati tirgyat, feliiletet vagy alakzatot konstrualni, amelyre ne
volninak érvényesek az eukleidészi geometria térvényei. Mint lattuk, e
szempontbol kdzombas az, hogy e struktiirik némelyike nem eukleidészi
modon is leirhaté. Igy példaul egy olyan fényhiromszégre, amely sz6-
geinck Gsszege nem 180 fok, szintén érvényes az eukleidészi geometria,
hiszen az tekinthetd egy nem egyenes, hanem ,gérbe” oldald eukleidészi
haromszognek. S bar egy gémbfelszin geometridja leirhat6 kétdimen-
z10s nem eukleidészi geometriaiként, ugyanezen gémbfelszin egyben
a hiromdimenzids eukleidészi tér eukleidészi alakzata. E tekintetben a
kanti tanitdst 4z és csak az cafolhatni meg, ha sikeriilne elé4llitani olyan
nem tisztan teoretikus, érzéki-vizuilis alakzatot vagy képet, amelyre az
eukleidészi geometria szabalyai semmiképpen sem volninak érvénye-
sck. (E vonatkozisban ne felejusiik el: a relativitiselmélet térideje egy
igen komplex gondolati konstrukcié, és nem érzéki-vizuilis alakzat.)
Megjegyzend§ persze, hogy ez az érv nem bizonyit6 jellegii. Csupan
arra mutat ra, hogy a tapasztalati-érzéki, és ebben az értelemben nem
teoretikusan konstruilt, hanem valés vilig élménye 6sszhangban van a
ter a priori eukleidészi jellegére vonatkozé kanti tanitissal ~ szemben
azokkal az dllitdsokkal, amelyek az eukleidészi nem egyenes struktirikat
tévesen annak jeleként értelmezik, hogy a tapasztalati-érzéki vildg nem -
eukleidészi.?’

IHL. 2. 2. Az eukleidészi geometria, mint ,gérbiiletmentes” geometria

Az eukleidészi geometria a nem eukleidészi geometrisk mércéjéiil szolgil
annyiban, hogy ezek tekintetében gorbiilt térrél beszéliink, vagy példaul
a nem eukleidészi tér egyenese mentén haladé csillagfény palysjat gor-
bitlmek tekintjiik. S itt sem matematikailag, sem pedig térszemléletiink
szempontjabol nem Snkényesen jarunk el. A pozitiv és a negativ gorbiiletd
tér abszolit médon kiilénbozik egymastél, és nem konvencién miilik,
hogy hol jeléljiik meg a pozitiv gérbiiletbsl a negativ gorbiiletbe torténd
atvaltast. Ennek kivetkeztében a nulla gorbiiletii - tehit az eukleidészi

77 Tipikusan ezt a félreértelmezést kveti el pl. Craig 1969.
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tér — specialis helyzete nem 6nkényes, azaz nem megegyezéses alapon
tekintjiik éppen ezt a teret gorbiiletmentesnek. A térgorbiilet valami
olyan, ami fokozhaté és cstkkenthetd, illetve kivonhatd, eltiintethetd e
terekb6l, és e kivonas révén éppen az eukleidészi teret kapjuk meg. Igaz,
mindez elvont spekulativ matematika, de jelen van mégotte az a tény,
hogy szemléletiinkben az egyenes és a gorbe hatirozottan kiilénbozik
egymastol. S amig az egyenes jelleg jol meghatirozott tulajdonsag, a
gorbiiletnek eldjele és intenzitisa van, amely ezért a kanti aspektusbol
mar valami olyan, amit belevittiink a tiszta térbe, amit6l annak érdekében,
hogy a teret a maga ,tisztasdgiban” megkapjuk, el kell vonatkoztatnunk.
Viszont az e ,megtisztitds” révén adédé teret mint a nulla gérbiiletd,
vagyis eukleidészi teret kapjuk meg, s Kantnil az eukleidészi geometria
éppen e megtisztitott, a kiilsé érzéki szemlélet formajat jelentd térre
vonatkozik. (Persze a tér e ,megtisztitisiban” eljuthatunk a mar nem
geometriai jellegli, minden geometriai 6sszefiiggéstdl megfosztott abszt-
rakt ponthalmazokig is. Ezek az ut6bbiak azonban mir teljesen elvont
konstrukcidk, ami egyaltalaban nem tekinthetd kiils6 szemléletiink tiszta
forméjanak leirasaként, és — a Frode Kjosavikt6l el6bb idézett sorok
értelmében — geometriaként sem.)

IL 2. 3. Az ,egyenesség” fogalminak a priori meghatirozottsiga

Az eddigi két érv csupan bevezetd jellegli érv volt, melyek hatarozottan
plauzibilissé teszik az eukleidészi geometria kanti értelemben vett kitiin-
tetettségét. Kulcsfontossigi — a ,,gorbe” és az ,egyenes” mint tulajdon-
sag viszonyat érintd — megfontolasunk azonban csupin az alibbiakban
kovetkezik:

Eukleidész gy hatirozza meg az egyenest, mint ami az egyik ponttél
a masik felé egyenletesen halad. A meghatirozas értelme mar kommen-
tatoranak Proklosznak is gondot okozott, amennyiben mar 6 is a modern
definiciénak megtelelGen agy értelmezi Eukleidész ezen definiciéjat, mint
hogy az egyenes vonal nem mais, mint a két pont kozétd legrovidebb .
Ezért meglepdnek tiinhet (és sokak szimara annak is t{inik), hogy Kant
az egyenes vonalnak a legrévidebb qttal valé azonositisat szintetikus a
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priori itéletnek tartja, amely analitikusan nem kovetkezik az egyenesség
fogalmabol, hanem csak a szemlélet alapjan lathatd be (I1. kiadas, Beve-
zetés V/1 — B 16.).” Pedig Kantnak igaza van: az egyenletes vonal és a leg-
rovidebb it két kiilonbozo fogalom. Ha az tiresként elképzelt térben egy
vonalat jelenitiink meg, rogton képesek vagyunk konstatilni azt, hogy
az egyenes-e vagy gorbe, mégpedig a legrévidebb Gt minden fogalma
nélkil. S ugyanezt elmondhatjuk a tapasztalati vildgban kirajzol6dé vo-
nalakrdl is. Azaz az egyenesség megillapitisahoz nincs sziikségiink a
legrividebb tit, sem az ehhez tartozd mérték fogalmara: amikor egy vonal
kozelité vagy pontosan egyenes voltirdl itélkeziink, egyaltalaban nem
azt becsliljiik meg, hogy az a legrévidebb utat képviseli-e. A ,legrévidebb
at” képzetének és fogalménak egyaltaliban nincs is szerepe ebben az
itélethozatalban. S éppen ezt hangstlyozza Kant, amikor az ,egyenesség”
et olyan minéségi tulajdonsigként jellemzi, amely nem tartalmaz még
magéaban semmiféle mértéket, szemben a ,legrévidebb” fogalméval, mely
mennyiségi sajatossag.”’ Ugy tiinik tehdt, hogy térszemléletiink szamara
— korabbi kérdésiinket megvilaszolva — egyiltaliban nem relativizalhat6
az egyenesség €s a gorbeség fogalma, és az egyenes szemléleti képzetéhez
egyaltalaban nincs sziikség a legrividebb at képzetére. E kitlénbségtétel
képessége egyszerilien szemléletiink adottsaga, és azutin e szemléletre
reflektilva lathatjuk be # priori, de nem analitikus, hanem szintetikus
médon, hogy az ily médon konstatilt egyenletes vonal egyben a legro-
videbb 1t is.*

Az egyenes €s a gorbe jelleg térszemléletiink altali ezen megkiilonbéz-
tethetdsége kivédhetetlen érvnek litszik az eukleidészi geometria kanti
értelemben vett a priori volta mellett. Mert szemléletiink szimara a nem
eukleidészi geometriak egyenesei val6jaban nem egyenesek, hanem ,,gér-
bék”, még akkor is, ha ezen geometridk azokat a maguk elvont fogalmi-
teoretikus konstrukcibikban egyenesnek nevezik és akként is kezelik, és
az eukleidészi geometridnak az egyenesekre vonatkozo tételeihez hasonld

— de tartalmukban veliik sz6gesen ellentétes — tételeket mondanak ki és
bizonyitanak rajuk.

¢ Kant 1913, 36-37,
% Uo.
¥ V6. ezzel kapesolatban még pl. Biicher 1987, 150-152.
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Kantiinusan megkozelitve a dolgot, itt egyszertien arrél van sz6, hogy
a tér mint a kiils vilig érzékelésére szolgald képességiink tiszta formaja
a priori magiban hordozza az egyenesség és a gorbeség kozotti kiilonb-
ségtétel lehetdségét, azaz az egyenességnek mint egy vonal egyenletes
haladasanak etalonjit, mégpedig a legrévidebb Gt minden fogalma nélkiil.
Ezen etalon alapjan pedig a nem eukleidészi geometridk elvont, fogal-
milag konstruilt, a maguk kontextusiban egyenesnek deklaralt és akként
kezelt vonalai nem egyenesek. Ennek megfeleléen példaul a szférikus
geometriaban éppen azért nem hizhaté pirhuzamos egy adott egyenes-
hez egy adott kiilsd ponton 4t, a Bolyai-Lobacsevszkij-féle geometridban
pedig éppen azért hizhaté végtelen sok ilyen parhuzamos, mert ezen
geometriak egyenesei az érzéki szemlélet mércéje alapjan nem egyenesek,
hanem attél elhajl6é gorbék. Ebbdl pedig az is kovetkezik, hogy ezt a
tiszta szemléletben adott etalont kévetve egy egyeneshez barmely hozza
képest kiils6 ponton it a priori egy és csak egy parhuzamos egyenes
htzhaté, azaz ezen etalon alapjin kizarélagosan az eukleidészi posztula-
tum az, ami — a priori szintetikus allitisként — a logikailag lehetséges,
eltéré posztulitumokkal szemben Gsszhangban van szemléletiink kiilsé
formajaval.

Igen fontos persze e tekintetben annak a félreériésnek az elzdrdsa, bogy
itt a szemmértékrl volna sz6. Az empirikus vilagban egyenesnek becsiilt
objektumokrél tudjuk, hogy nem tékéletes eukleidészi egyenesek, mint
amiképpen a papirlapra rajzolt hiromszog sem tokéletes haromszog.
A tékéletes egyenes és a tokéletesen egyenes oldali hiromszog képzete
viszont adva van szamunkra, mivel ¢ nélkiil nem volna lehetséges sem az
eukleidészi geometria, sem pedig az egyenesség megitélésre vonatkozd
szemmeérték.

Az egyenesség mibenlétére vonatkozé kérdés most hangsilyozott sze-
repe nem keriilhette el teljesen a témaval foglalkoz6 szerzok figyelmét
sem. Az erre reflektilé elemzések tobbsége azonban csak a véges, vizua-
lis-fenomenilis terek esetében jut el az egyenesség tulajdonsiginak nem
relativizalhatd, a priori voltihoz.*! Ladislav Kvasz pedig éppen az egye-
nes volt e nem relativizdlhato jellegét elismerve allitja azt, hogy Kant

31 Pl. Hopkins 1973, 7-17.; illetve Ewing 1938, 42.; Strawson 1966, 81.
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elmélete mara elavult. Ugyanis szerinte a geometria XIX. szdzadi fejlo-
désének egyik névuma éppen az volt, hogy a szemlélettdl elvonatkoztatva
immaron a ,gorbét” is egyenesként kezelte.?? Ennek sordn persze nem
veszi €szre azt, hogy e nézetével éppen a szemlélet azon hangstlyozott
szerepct ignoralja, ami a kanti elmélet egyik alapvetd megkiilénbozeets
jegye, €s dllaspontjaval éppen azt timasztja al4, hogy a modern abszerakt
geometridk csupan olyan formalis konstrukciék, amelyek — szemben az
eukleidészi geometridval — a kanti értelemben véve iires spekulicidk. Vele
szemben viszont J. Kim — bir az egyenesség fogalmanak szerepét a szem-
Iélettel szemben a kanti koncepcidhoz képest némileg talhangsilyozza
— tobbek kozott éppen az egyenes képzetének nem relativizilhaté voltira
hivatkozva érvel az eukleidészi geometria kanti értelemben vett apriori-
tasa mellett.*’

Befejezésképpen — sajat érveink felsorolasa utin — megemlitjiik még,
hogy néhany olyan szerz6nél, akik hozzank hasonléan az eukleidészi
geometria a priori szintetikus voltira vonatkozé kanti tézist a logika és
a geometria azota eltelt fejlédésének és eredményeinek jegyében is ér-
vényesnek tartjak, tovibbi - a fentiekté] eltérd — érveket talilhatunk ezen
allitds mellett.’* Ezekkel az érvekkel viszont (s ennek részeként azzal,
hogy azok mennyire felelnek meg az itt kifejtett koncepciénak, illetve
hogyan viszonyulnak hozz4) itt hely hidnyiban nem foglalkozhatunk.

IV. Osszegzés

Er6s diszkurziv érvek hozhat6ak fel amellett tehat, hogy térszemléletiink
kitlinteti az eukleidészi geometridt. Igy az érzéki szemlélet szamara adédé
térbeli struktirik mind eleget tesznek az eukleidészi geometridnak — még
akkor is, ha alternativ médon leirhat6ak nem eukleidészi geometriak-
kal (mint amiképpen tipikusan ez az eset a nem eukleidészi geometriak
eukleidészi modelljeivel). Tovibba Kant szerint a tér a kiilsé érzék tiszta
formija, s a nem eukleidészi terek pedig tartalmaznak egy olyan ténye-

32 Kvasz 2011.
3 Kim 2006,
# Liasd fentebb 2 4. és 5. hivatkozist.
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26t — a ,gorbiilet”-et —, amely modifikdlja e tiszta teret, és éppen ezen
nem egészen ,tiszta volt” miatt térnek el az eukleidészi geometriatol.
Végiil térszemléletiink szamara az egyenes és a gorbe jelleg olyan nem
relativizalhatd, alapvet6 kiilonbség, amelynek jegyében csak az eukleidé-
szi geometriaja tér tekinthetd a tiszta szemléletnek megfeleld, »cl nem
gorbitett” — s mint ilyen ,eredend6” - térnek.

Nem illitjuk, hogy fenti érveink feltétleniil meggy6z6 erejek azok
szamira, akik tgy vélik, hogy a nem eukleidészi geometridk az eukleidé-
szi geometria a priori voltira vonatkozé kanti tanitast tarthatatlanna tet-
ték (vagy legaldbbis védekez6 pozicidba szoritottak); illetve azok szamara,
akik valtig 4llitjak, hogy az 6 sajit térszemléletiik nem eukleidészi. Viszont
er6sen Kant mellett sz616, s nehezen vitathat6 érvekrdl van sz6, amelyek
jegyében egytttal kritikailag értelmezhetd és elemezhet az ¢ témdval
foglalkozé Kant-irodalomban jelen lévé dllaspontok gazdag sokasiga. Ezért
ezen érvek megforditjik a kanti tanitds és az azt elvetd, illetve azt csak
jelentés korlatozasokkal vagy revizioval megtarthaténak vélo allaspontok
viszonyét: immar nem a kanti pozicié szorul védekezésre, hanem a szkep-
tikus és revizionista oldalnak kell szembesiilnie ezen érvekkel, és igazolnia
veliik szemben sajat allispontjanak megalapozottsigat.
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