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A nem-életbiztositok szamara kardinalis kérdés, hogy a jovében varhaté karkifizetéseiket
minél pontosabban eldre tudjak jelezni, és a fennall6 (mar bekovetkezett kdrok miatti) kétele-
zettségeikre megfelel® tartalékot képezzenek. Ezek szamitasa napjainkban karkifutasi harom-
szogeken alapuld mddszerek segitségével torténik, de felmeriilhet a kérdés, hogy kaphatunk-e
pontosabb és stabilabb becslést, ha a karokat nem aggregalt, hanem egyéni szinten vizsgaljuk?

Munkam célja az volt, hogy a hagyoméanyos 6svényr6l letérve egy egyéni, sztochasztikus
kartartalékolasi mddszeren alapuld modellt mutassak be, a valasztott tobbdimenzids Pareto-el-
oszlas segitségével. Meghataroztam a modell szerinti kifizetések varhato értékét és szorasat. A
valds adatokon torténd alkalmazas céljabol becslési eljarasokat is kidolgoztam.

Jelen publikécio a Biztositasi és pénziigyi matematika mesterszak aktuarius specializaciojan
a2015-2016-0s tanévében megvédett szakdolgozatom alapjan késziilt, mely letolthet6 a https://
www.cs.elte.hu/blobs/diplomamunkak/msc_actfinmat/2016/knodel_mate_janos.pdf cimrol.

SUMMARY

For non-life insurers it is a cardinal point to predict the outstanding claim amounts,
determine the reserve requirements and form solvency capital risk. Nowadays reserves are
calculated with methods based on run-off triangles, but one could challenge this framework:
could we have more appropriate and accurate predictions by using individual methods?

The aim of my work was, by leaving the classical frameworks, to introduce and develop
a stochastic, individual claim reserving method, using the multivariate Pareto-distribution.

In my thesis I calculated the expected value and variance of outstanding claim amounts.
In order to apply the methodology for real insurance data, I proposed novel parameter
estimation techniques.

This article is based on my thesis written at Actuarial Specialization in MSc in In-
surance and Financial Mathematics in the academic year 2015-2016), which can be found
on the following link: https://www.cs.elte.hu/blobs/diplomamunkak/msc_actfinmat/2016/
knodel_mate_janos.pdf
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Bevezetés, motivacio

A nem-életbiztositok szamara kardinalis kérdés, hogy a jovében varhaté karkifi-
zetéseiket minél pontosabban elére tudjak jelezni, és a fennalld kotelezettségeikre
megfelel tartalékot képezzenek. Napjainkban ez a téma még nagyobb aktualitast
élvez, hiszen a Szolvencia II és az IFRS 4 keretrendszerek bevezetése miatt minden
biztositd koteles olyan modellt kidolgozni, amely a jovébeli kotelezettségeit a lehetd
legpontosabban ragadja meg.

A fuggokarok tartalékolasanak témajaban rengeteg cikk és modell sziiletett az
elmult kozel 20-25 évben, amelyek kozott vannak széles korben elterjedt és kevésbé
ismert modszerek is.

Azirodalomban a legtobb modell aggregalt karkifizetési adatokkal dolgozik, azaz
egy szerz8déscsoport adatait vizsgalja. A két legismertebb és legelterjedtebb mddszer,
amelyben az aggregalt adatok alapjan, kdrkifutdsi haromszogek segitségével szamithato6
ki a tartaléksziikséglet, a lanc-1étra (chain-ladder, CL) modszer, valamint a Bornhuet-
ter-Ferguson modszer. Az eljarasok elénye, hogy viszonylag kevés feltételezés alapjan
a gyakorlatban is elfogadhatd becsléseket adnak.

I A Pareto-tipusu eloszlasok a nagy karokra gyakran jo
illeszkedést mutatnak.

Munkam és kutatasom egyik célja az volt, hogy a klasszikus keretrendszerektdl
eltérve egy egyéni, sztochasztikus kdrtartalékolasi modszeren alapulé modellt mu-
tasson be. Az elsé, egyéni adatokon alapul6 tartalékolasi mddszerek Arjas (1989) és
Norberg (1993) nevéhez fliz6dnek, de napjainkban ujabb vizsgalatok targyait képezik
az egyéni modszerek. Az altalam vizsgalt keretrendszer alapjaul egy viszonylag friss
cikk szolgalt (M. Pigeon et al (2013)), ahol a szerz6k egy tobbdimenzios, ferde normalis
eloszlést hasznélnak az elemzés soran. Igy felmeriilt bennem a kérdés, hogy més tipusu
eloszlascsalad esetén milyen eredményeket kaphatunk?
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Vélasztasom a Pareto-tipusu eloszlasokra esett, mivel az egydimenzids esetben a
nagy kdrokra gyakran j6 illeszkedést mutatnak. Vizsgalataimhoz a Mardia (1962) altal
bevezetett, tobbvaltozos, 1-es tipust eloszlast hasznaltam, amely a jol ismert eurdpai
tipust Pareto-eloszlas tobbdimenzids altalanositasa.

A cikk els6 részében bemutatom a vizsgalt modellt, a hasznalt jelolésekkel és vél-
tozdival. Roviden leirom a likelihood fiiggvényt, majd bemutatom az 6nalld szamitasi
eredményként kapott, a fiigg6karok becslésére hasznalt analitikus eredményeket. Ezt
kovetden megismerhetjiik a vizsgalt adathalmazt, illetve a paraméterek becslésére
kapott eredményeket, majd meghatarozom a tartaléksziikségletet. Végezetiil a ka-
pott eredményeket dsszevetem a lanc-létra modszerrel szamitott értékekkel, illetve
a tényadatokkal.

A vizsgalt modell

El6szor az altalam vizsgalt, diszkrét idokeret(, egyéni karadatokon alapuld sztochasz-
tikus kdrtartalékolasi modell alapjait fektetem le: bemutatom a vizsgalt fiiggékarok
tipusait, majd leirom az ezek jellemzésére szolgalé6 mennyiségeket.

A fiiggbkdrok tipusai

A modell diszkrét id6ben, azaz a folytonos id6t diszkrét periddusokra osztva vizsgalja
a kdrok bekovetkezését, illetve fejldését. Egy periodusnak tekinthetiink egy negyedévet
is, azonban a modellemben egyéves intervallumot tekintettem alap id6egységként.

A fuggékarokat harom csoportba soroltam, amelyekre a késébbiekben 3 mozaikszdval
hivatkozom. A karbekovetkezés és a kar bejelentése kozti idészakban a biztosité még
nem ismeri sem a kar tényét, sem a kifizetés nagysagat, azonban mar kotelezettsége
keletkezik (amennyiben nem érvényesiil valamilyen kizdré tényezd). Ebben az id6-
szakban a kart IBNR (incurred, but not yet reported), azaz bekovetkezett, de be nem
jelentett karként kategorizaljuk. A bejelentéstél az els kifizetésig eltelt idében a kar
ténye, valamint annak elfogadasa mar ismert és eldontott, azonban a kéarkifizetés(ek)
nagysaga még nem. Ebben az idészakban a kart RBNP (reported, but not paid), azaz
bejelentett, de még kifizetés nélkiili karnak nevezziik. Végezetiil az elsé kifizetést a
kar lezarasaig kovethetik tovabbiak is, ebben az id6szakban RBNS (reported, but not
settled), azaz bejelentett, de le nem zart karként kategorizaljuk.

A bemutatott struktdra hasonlit a magyar gyakorlatban hasznaltakhoz, azonban a
tételes fligg6karokat részletesebben, RBNP és RBNS kategdridk megbontasaban vizs-
galja. Ezaltal lehetség nyilhat mélyebb elemzésre, amely sziikség esetén sziikithetd is.
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Idévaltozok

A modell felépitését az egyéni karok szintjén kezdem. Ezek cimkézéséhez, megkiilon-
boztetéséhez a kovetkez6 jelolést alkalmazom: legyen az i. periddus k. kara (ik), tovabba
i=1,...,1, ahol I a vizsgalt periédusok szdma, valamint k=1,...,K, ahol K, az i. periédusban
bekovetkezett karok szama.

Egy adott kar leirasahoz sziikség van annak legfontosabb adataira: bekovetkezési ido6,
bejelentési késlekedés, a karkifizetések datuma és nagysaga, illetve a lezarasi datum. Ezek
szamokba Ontéséhez az alabbi diszkrét véltozokat vezetem be:

«  jelolje T, az (ik) kdr bejelentési késését, azaz a bekovetkezés és a bejelentés perid-
dusai kozt eltelt periodusok szamat,

« jeldlie Q, az (ik) kar elsé fizetési késését, azaz a bejelentés és az els6 kifizetés pe-
riddusai kozt eltelt periodusok szamat,

+  jeldlie U, azon periédusok szamat, amelyekben tortént pozitiv karkifizetés az elsd utén,

«  jelolie N, az (ik) kdr j. és j+1. (aggregalt) karkifizetése kozt eltelt periédusok sza-
mat, azaz a két kifizetés kozti késlekedését j=0,...,U, -ra. j=U, +1-re pedig N, jelolje a kdr
lezarasi periédusat. Tovabba legyen N‘k-':Z[-]:’k;IN-k' az els6 kifizetés és a lezaras kozt eltelt
periodusok szama. l ! "

Fontos kiemelni, hogy a fent definidlt diszkrét valtozék paraméteres eloszlasbol
szarmaznak, azaz az ismeretlen paraméterek mind az adatokbdl becstilhet6k.

A modell és a diszkrét valtozok szemléltetéséhez kovetkezzen az aldbbi példa.
Tekintsiink egy kart, amely 2013. november 13-an kévetkezett be, és 2013. december
19-én jelentették be a biztositotarsasagnak. Igy a bejelentés éve (elsé periédus) 2013,
a bejelentési késlekedés ¢, =0 (mivel a bekovetkezés és a bejelentés azonos évben volt).
Az els6 karkifizetés 2014. marcius 24-én tortént meg, igy az elsd fizetési késés g, =1.
Ezt kovetéen még 2 karkifizetés volt, melynek datumai: 2014. november 17. és 2016.
janudr 11. A kdrt 2016. februdr 15-én zérték le. Osszegezve az adott években a kdrokat,
az elsd kifizetés utdn még 1 évben (2016-ban) fizettiink ki kdrt, azaz u =1. Az aggregalt
kifizetések kozott 1 periddus telt el, azaz n,,=L valamint az utolsd kifizetés a lezarassal
megegyezd periédusban tértént, igy n, ,=0.

Karfejlédési folyamat

Az el6z6 részben bemutattam az adott kart jellemz6 (diszkrét) valtozokat, de fontos,
hogy annak id6beli fejlodését is le tudjuk irni. Mas szavakkal, a karkifizetések nagysagat és
az ebbdl szarmazo fejlédési dinamikat is meg kell ragadnunk a modellben. A végs6 cél pedig
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az, hogy minden egyes karra meg tudjuk becsiilni a dinamika alapjan az 6sszkarkifizetést.

Jelolje Yl.kj (>0) a j. részkifizetést az (ik) karra. Egy adott karra a kumulalt karkifizetést
ezen részkifizetések osszegeként kapjuk meg. Legyen az (ik)-dik kart a j. és a j+1. karkifizetési
periédusok kozt jellemz6 A névekedési faktor:

4 _ 24
Z;{zl Y;kr

valamint a szigortan pozitiv U, =u, mellett az u +1 hosszisigu Ag:k) 41 vektor a kdr
fejlédési mintdja: lk
AR /'l(ik) (ik)\ T
uj 1~ | tikl 41 Uik
Ha az elso kifizetést nem kovette tovabbi, azaz u,=0, akkor a kar fejlédési mintdja az
egyelemd Y,  vektor.

A fent bemutatott fejlédési minta hasonlit a jol ismert lanc-létra modellnél megismert
valtozatra. Fontos azonban megemliteni egy lényeges kiilonbséget: az utdbbi, klasszikus
modell azt vizsgalja a novekedési faktorokban, hogy az egyes periddusok kozott hany-
szorosara valtozott a kumulalt karkifizetés. Ezzel szemben a fent bemutatott karfejlddési
vektor azt ragadja meg, hogy egy 1ijabb részkifizetés sordn hanyszorosara nétt a kumulalt
karkifizetés. Mas szavakkal, azon periddusok kozt, ahol tortént kifizetés, hanyszorosara
nétt az osszkifizetés. Ezt nevezik payment-to-payment alapu szemléletnek.

A kiilonbség jobb szemléltetéséhez kanyarod;unk vissza az el6bbi példahoz: itt a karfej-

16dési vektor kételemti: A(ik) (ik
Vi u Auik+1_(Yik1 Al

Az Y, jeloli az elso kifizetést, mig A Wazt ragadja meg, hogy a két aggregalt karkifize-
téses periddus (2014 és 2016) kozott hdnyszorosira nétt a kumulalt kérkifizetés. Igy tehat
elkeriiljiik azt a problémat, hogy a 2014 és 2015-0s évek kozti kumulalt novekedésre egy
»ures” 1-es érték keriiljon be, feleslegesen novelve a vektor dimenzidjat.

A masik Iényeges kiilonbség, hogy a sztochasztikus lanc-1étra modellnél a novekedési
faktorok fiiggetlenek a multtdl, sét, a kezdeti karkifizetés is fiiggetlen a névekedési faktoroktol.
Ez a feltevés azonban a val(')sé%ban sériilhet, igy a vizsgalat soran érdemes tobbdimenzids
megkozelitést alkalmaznia AJ_’;L jvektor eloszldséra. Ehhez tekintsiik a kovetkezé definiciét
Mardia (1962) cikke alapjan:

Definicié: Az (X,X,...,X,) vektor k-dimenzi6s Pareto-eloszldsi a = (a,,...,a,) elhelyez-
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kedés és p>0 lecsengés paraméterekkel, ha az egytittes strliségfiiggvény:

plp+1) ..+ le—1)
MP(xy, Xz, e, %) = § (T, @ ){(Z, a7 %) — (k — D))"
0 egyébként

x;>a; >0

Az el6z6 definicioban bevezetett eloszlast mutatja be az 1. abra a = (1,1) elhelyezkedés
és p=2lecsengés paraméterekkel. A vizsgalt tobbdimenzids Pareto-eloszlas elsé latasra elég
absztraktnak ttinik, azonban megemliteném, hogy ennek egydimenzios eseteként megkap-
hat a jol ismert eurdpai-tipust Pareto-eloszlas.

1. 4bra: 2-dimenzids Pareto-eloszlas siirtiségfiiggvénye a = (1,1) elhelyezkedés és p=2 lecsengés

paraméterekkel

Forrds: Sajdt dbra

(ik)
A fent bemutatottAui x+1 karfejlédési vektor egytittes eloszlasat az el6z6 definicidban
bevezetett tobbdimenzids Pareto-eloszlasunak feltétezem a modellben. Ezen eloszlas rész-

letes tulajdonsagait (peremeloszlasok, feltételes eloszlds, paraméterek maximum likelihood
becslése) a szakdolgozatomban targyalom.

Kdrbejelentési és karbekovetkezési intenzitds
Az el6bbiekben bevezetett valtozok segitségével egy kar jellemzése mar lehetségessé valt.

Viszont sziikséges az is, hogy becslést tudjunk adni az adott periédusban bekovetkezett
karok szamara, ezaltal majd a portfolio teljes karkifizetésére.
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A kérok szamat az adott periédusban kockazatban a1l (in-force) szerz6dések
szdmaval becsiilom: tegyiik fel, hogy az i. periddusban bekévetkezett kdrok szdma, K,
Poisson-eloszlasu © w(i) paraméterekkel. Itt O jel6li a Poisson-folyamat intenzitasat, w(i)
pedigaz i. periédusban kockdzatban 1évé szerz6dések szamét. Jeloljiik ¢, "-gal az értéke-
lés periddusat, valamint a vizsgalatok kezdéperiddusanak tekintsiik az elsé periddust.
Mivel csak a tényadatokat (azaz a bejelentett karokat) ismerjiik, igy a bekovetkezett,
de még be nem jelentett (azaz IBNR) kdrok Poisson-eloszlastak © w(i) ( I-F, (t,-1;v))
paraméterrel, ahol F, (%v) jel6li a bejelentési késés eloszlasat. Igy erre az idészakra az
IBNR kérok vérhat6 darabszdma © w(i) ( I-F, (t,-1;v)).

A masik két kartipusra (RBNP és RBNS) mar nem sziikséges hasonlo becslés alkal-
mazasa, hiszen ezek mar bejelentettek, igy darabszamuk is ismert.

A likelihood fiiggvény, paraméterbecslés

A modell valdés adatokon torténé alkalmazasahoz sziikséges, hogy a bemutatott
diszkrét id6valtozok (pl. bejelentési késlekedés), illetve a karfejlodési vektor eloszlasanak
ismeretlen paramétereit meghatarozzam. Ezt maximum likelihood médszerrel végzem,
azaz felirom a mintabdl a likelihood fiiggvényt, majd ennek maximumbhelyeit keresve
megkapom a paraméterek becslését is. A likelihood fiiggvény a vizsgalt kartipustdl fig-
géen harom részre oszthato: alezart kdrok, az RBNP és az RBNS karok likelihood tagja,
amaximalizdland¢ figgvény pedig ezen tagok szorzataként adodik. Mivel a likelihood
tiiggvényt leird képlet elég terjedelmes, igy a cikkben nem térek ki a konkrét formulara.

A fiiggvény maximumhelyének megtalalasahoz tényezénként optimalizalom azt,
azaz els6 1épésben meghatarozom a karfejlédési vektorra illesztett tobbdimenzios Pa-
reto-eloszlas ismeretlen elhelyezkedés, illetve lecsengés paramétereit. Masodik lépésben
pedig megkeresem a diszkrét eloszldsok ismeretlen paramétereinek legjobb becsléseit is.

A két 1épés koziil a masodik végezhet6 el egyszer(ibben, hiszen egy adott diszkrét
eloszlas esetén (pl. geometriai eloszlas) ismertek a maximum likelihood becslést megadé
formulak. Az elsé 1épéshez azonban sziikséges volt, hogy eljarast adjak a tobbdimenzids
Pareto-eloszlas paramétereinek becslésére. Ennek pontos leirdsa a szakdolgozatomban
megtalalhato, roviden két pontbdl all:

1. Paraméterek becslése: az a, elhelyezkedés paraméterek a koordinitdk minimu-
maiként, a p lecsengés paraméter pedig egy egyenlet egyértelmi megoldasaként
kaphatd meg.

2. Optimalitds-vizsgdlat: megvizsgdlom, hogy az el6z6 lépésben kapott becslések
optimalisak-e (ez egy egyenletrendszerbe helyettesités segitségével kaphat6 meg).
Ha nem optimalisak, akkor valamelyik paraméter mentén javitas talalhato.
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A fiiggékarok tartalékanak becslése

Miutan a likelihood fiiggvény maximalizalasabol megkaptuk a paraméterek becslését,
ezek segitségével mar meg tudjuk becsiilni a varhatd kifizetést az IBNR, RBNP, illetve
RBNS kérokra. Onéll szamitési eredményként meghataroztam minden kartipusra (IBNR,
RBNP és RBNS), egy adott karra a teljes karkifizetés varhato értékét. Kiemelném, hogy ezek
mind leirhaték zart formulakkal, igy a likelihood mddszerbdl kapott paraméterek becsiilt
értékeivel kiszamithatoak a varhato értékek.

Az egyszerUsités végett az (ik) karindexet most elhagyom, azaz a bemutatott tételek egy
adott kart jellemeznek. Az alabbiakban pedig kovetkezzen a fiiggékarokra vonatkozé két
analitikus allitas:

I. tétel: [egy IBNR vagy RBNP kar varhato értéke] Jelolje C egy IBNR (vagy RBNP)
kar Osszértékét, azaz
C=Y,-A A .4,
Tegyiik fel, hogy rogzitett Ueseténa A karfejlédési vektor a fenti definicioban megismert
tobbdimenzids Pareto-eloszlast a = (a,...,a,, ) elhelyezkedés és p lecsengés paraméterek-
kel. Ha teljesiil a p>U+1 feltétel, akkor C varhaté értékét az U (azaz az els6 kifizetés utani,
kifizetéses periodusok szamara) fiiggvényében a kovetkez6 kifejezés adja:

_ U a -.agyp(p+1)..(p +U)
Bt = ]E”{(i)(p+b')(p+u -1.. p+1-Dp-1 —i)}

Pp<U+I esetén a szorzat varhato értéke végtelen.

Megjegyzés: A valésagban tetsz6legesen nagy U esetén a fenti varhato érték végtelen lenne,
igy a gyakorlati alkalmazas soran érdemes korlatozni az U értékét annak érdekében, hogy véges
varhato értéket kapjunk.

Az RBNS karoknal azt is figyelembe kell venniink, hogy a fejlédési minta egy részét mar
megfigyeltik. Tegytik fel, hogy mar 0<m(<U+1) periddusban tortént kifizetés az adott karra
(beleértve az els6 kifizetést is). Jelolje A a mar megfigyelt kifizetések halmazat, B a hatralév
kifizetésekét, azaz A =[Y, A, ... A [ ésA=[A ... A ]\ igy A=[A," AT T

II. tétel: [egy RBNS kar varhato értéke] Jelolje C egy RBNS kar osszértékét, azaz

C=Y, A A .-},
C értéke az ismert kifizetések mellett:
[C|AA=1A] =y, bl oA A

m-1 m U
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Ekkor, ha a A, karfejlédési vektor a fenti definicioban megismert tébbdimenzios
Pareto-eloszlast a = (al,...,aU”) elhelyezkedés és p lecsengés paraméterekkel, akkor C
feltételes varhato értékét (a A ,-ra nézve) a kovetkezd kifejezés adja:

Ey(ClAa=l) =y1 - L4 ot lpyq
. U-m p, Am+1:m--Qu+1:m (P+m)..(p+U) . Q41 1
Ey zi:ﬂ Gy (p+U)... (p+m-i) (amﬂ:m o p+m—1—i)

ahol a G, egyiitthatok ésaza paraméterek egy rekurzids eljaréssal kaphatéak meg
(ennek pontos leirdsa a szakdolgozatomban szerepel).

Megjegyzés: Az RBNS karok varhat6 6sszkifizetését leiré formula bonyolult, mivel
némely elemei csak rekurzidval kaphatoak meg. Ez jelentés mértékben megnehezit(het)i a
gyakorlatban ezen kartipusra a teljes karkifizetés varhat6 értékének szamitasat.

A fiiggbkarok osszkifizetését leird allitasok bizonyitasai technikailag elég bonyolultak,
a zart formuldk megadasa ,,kormonfont okoskodast kivan”, idézve biralom szavait. Ezen
okbol kifolyolag a cikkben nem térek ki erre, de az érdeklddé Olvaso megtalalhatja ezeket
a szakdolgozatomban.

A kovetkez6 tétel egyfajta Osszegzés: az el6z6 tételekben bemutattam kartipusonként
az egy karra varhato teljes kifizetést. Ennek segitségével pedig az sszes karra vonatkozd
oOsszkarkifizetés az alabbiak szerint szamithato:

III. tétel: [becslés az IBNR, RBNP és RBNS karok osszkifizetésére] Jelolie T
a kdrokra az adathalmazbdl megfigyelt informaciot. Igy az IBNR, RBNP és RBNS karok
varhatd értékét a kovetkezdképpen kapjuk meg:

1. Az IBNR karok varhat6 értéke:E[IBNR |I]=E(K ,, . )-E, (C,,, ) ahol az IBNR karok
varhaté darabszdma (E(K ,,,, )) a Poisson-eloszlasbol kaphaté meg, valamint a teljes
karkifizetés varhat6 értéke egy IBNR karra (C,, ) az L. tétel alapjan szdmolhato.

2. Az RBNP kérok varhato értéke: E[RBNP |7 I7k B,y (Cppip > ahol az RBNP kérok

RBNP
darabszdma (k) adott, valamint a teljes varhato kdrkifizetés egy RBNP karra (C,, )

RBNP
az I tétel alapjan szamolhato.

3. AzRBNSkarok varhat6 értéke: E[RBNS|J]=5 aorens Eu (Ci |A,*=1 *),ahol a szumma
végigfut az RBNS kérokon, és egy adott RBNS kar teljes varhato kifizetése (a mar ismert

A *=1 *kifizetések alapjan) a II tétel alapjan szdmolhato.
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Az sszegzd tételek tulajdonképpen matematikai formulakba ontik az intuitiv médsze-
reket: IBNR (RBNP) karokra szamitsuk ki egy kar varhato értékét, majd szorozzuk meg ezt
a varhat6 (ismert) kdrdarabszammal. RBNS karok esetében pedig tételesen, minden egyes
kérra szamitsuk ki a hozza tartozé modositott paramétereket a rekurzio segitségével,
majd a mdr ismert karkifizetések fiiggvényében megkapjuk a varhat6, még fennallo
kotelezettségek nagysagat.

A modell alkalmazasa valés adatokon

Az el6z6 részben bemutattam a modellt és az ismeretlen paraméterek becslését
a maximum likelihood médszer segitségével. Ezek ismeretében jogosan mertil fel
a kérdés: a leirt elméleti keretrendszer és a modszerek hogyan alkalmazhatéak az
aktuariusi gyakorlatban?

Az adatok jellemzése

Az elemzéshez egy biztosité nem-életbiztositasi adatait hasznaltam fel. A szamolds
egyszeriisitése miatt minden kifizetést elosztottam 100 000-rel, ami csak a varhato Gssz-
kifizetés, illetve a tartalékok nagysagara hat (mindkét érték 100 000 Ft-szorosa az itt leirt
eredményeknek). Az elérhet6 adathalmaz 11 év karkifizetéseit mutatja be, ahol a karok az
L. és a 6. év kozt kovetkeztek be, és koziilik mindegyiket lezartdk a 11. év végén.

Az eldrejelzéshez, illetve a fiiggékarok tartalékdnak becsléséhez az eredeti adathalmazbol
csak azokat a karokat tekintettem, amelyeknek a bejelentési periédusa nem késébbi a 6.
évnél. Emellett egy karra az adott évbe esé kifizetéseket aggregaltam, igy a kar fejlédése
soran ténylegesen a kifizetési periddusok kozti névekedést vizsgalom. Tovabbi egysze-
riisitésként az elemzésbdl kihagytam azokat a karokat, amelyekre volt negativ kifizetés.

Ilyen médon a vizsgalt adathalmaz 36 599 kart tartalmaz, amelyek koziil 29 688 da-
rab lezart, 6639 darab RBNP (még nem tortént kifizetés) és 272 darab RBNS (volt mar
részkifizetés, de még nem zartuk le) allapotd. A bejelentett karokra legfeljebb 3 kifizetést
rogzitettek: 29 749 olyan kar van, ahol csak egy kifizetés tortént, 210 olyan, ahol pontosan
kett, mig egy olyan, ahol van harmadik kifizetés is. Igy a modellben a karkifizetések szamat
3-ban maximalizdlom, azaz az elsd kifizetés mellett maximum 2 novekedési faktor lehet.

Az els6 kifizetésekrdl (Y)), illetve a novekedési faktorokrol (A,4,) egy révid leir6 sta-
tisztikat ad a Figgelékben az 1. tdblazat. Sziikségesnek tartom kiemelni, hogy a harmadik
karkifizetésre csak egy adatom van, igy a paraméterbecslések soran ez nagy bizonyta-
lansagot okozhat.

A mintdban az atlagos karnagysagot és ennek szorasat csak a lezart karokra érdemes
meghatarozni, mivel ezeknél all rendelkezésre a teljes fejlédési minta. Az egy kdrra tortént
osszkifizetés atlagértéke 1,235138, mig szorasa 2,042792. Ezen utébbi adat elég nagy (az
atlaghoz viszonyitva), és ez azt sejteti, hogy a kifizetések eloszlasa vastag farku.
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Paraméterbecslés

A vizsgalat sordn a kovetkez6 cél, hogy a karadatokat jellemz6 valtozok eloszlasainak
ismeretlen paramétereit meghatarozzam. Ezt a mar bemutatott maximum likelihood
modszerrel végzem el, az optimalizalas soran az R programcsomagot hasznalom. A
vizsgalathoz hasznalt program forraskddja, illetve a nyers adatok a http://bit.ly/23PJQqZ
linken érhetdek el.

A becslés elsd [épéseként az elemzés soran alkalmazott, tobbdimenzids Pareto-el-
oszlas ismeretlen a elhelyezkedésvektor, illetve p lecsengés paramétereinek becslését
hataroztam meg. Ezt a 2. fejezetben bemutatott kétlépéses eljards segitségével kaptam
meg. A becslésekre adodott értékek a Fliggelék 2. tablazataban lathatoak.

Kiemelném, hogy a P -ra kapott eredmény a modellbeli analitikus eredmények szem-
pontjabol jonak mondhato, hiszen maximadlisan 3 kifizetést feltételezve, teljesiil a p>U+1
feltétel (U+1 a karfejlodési vektor dimenzidja), igy az adatokra illesztett tobbvaltozos
Pareto-eloszlas véges varhato értékd (illetve véges szdrasu is, ezt a szakdolgozatomban
szintén beldttam). Erdemes megemliteni azt is, hogy a Pviszonylag magas értéke gyors
lecsengésti eloszlasra utal. Ezt a megfigyelést alatimasztja a Fiiggelékben az 1. dbra is,
amely az els6 kifizetések hisztogramjat mutatja.

Az idévdltozok paramétereinek becslése

Masodik Iépésként a bemutatott valtozok (idévaltozok, elsd kifizetések utani tovabbi
kifizetések darabszama) ismeretlen paramétereit becsillom meg a mintabol. A likelihood
figgvényt szintén tagonként maximalizalom: minden véltozoéra diszkrét eloszlasokat
(geometriai, Poisson, binomialis, illetve negativ binomialis eloszlas) hasznalok, majd
ezek paramétereinek valtoztatasaval optimalizalom az adott likelihood-tagot. Az ada-
tokra legjobban illeszkedd eloszlast az Akaike, illetve a Bayesi informacids kritériumok
alapjan hataroztam meg. Az eredményiil kapott maximum likelihood becslések szintén
a 2. tablazatban talalhatoak, a legjobban illeszkedé eloszlassal egyiitt.

A kapott eredmények tekintetében levonhaté néhény kovetkeztetés:

. A kar bekovetkezése utan rovid a bejelentési késlekedés, azaz varhatoan a karok

nagy részét 0 vagy 1 periodus késlekedéssel jelentik be.

o Varhatdan a bejelentést kovet6 els6 vagy masodik periodusban megtorténik
az elsé kifizetés.

o Azels6 kifizetés utani tovabb kifizetésre illeszkedd geometriai eloszlas paramé-
terei az mutatjak, hogy nagy valdszintséggel az elsé kifizetést mar nem kovetik
tovabbiak. Ez 6sszhangban van azzal, hogy a mintaban 29 749 karra volt csak
egy kifizetés, mig 211 darabra legalabb kettd.

o Ha az elsé kifizetést koveti tovabbi, akkor varhatéan az azt kovetd 1-2 perio-
dusban megtorténik a kovetkezd is.
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A karokat jellemz6 véltozok ismeretlen paramétereinek becslése utan sziikséges, hogy
megbecsiiljitk az IBNR karok varhat6 darabszamat is. A vizsgalatok soran sajnos az allomany
mérete és a kockdzatban all6 szerz6dések szama nem allt a rendelkezésemre, csak a kdradatok.
Ebbél kifolydlag az IBNR karok becslését nem tudom elvégezni a Poisson-eloszlas alapjan, igy
a lanc-létra modszert haszndlom a még be nem jelentett karok darabszamanak becslésére,
amelyre 6 315,201 adodik.

A fiiggokarok tartalékanak becslése, 6sszehasonlitas

Miutdn a maximum likelihood mddszerrel megbecsiiltem az ismeretlen paramétereket,
minden adott ahhoz, hogy kiszamitsam a fiiggkarok tartaléksziikségletét is. Az alabbiakban
azanalitikus eredmények felhasznalasaval megbecsiilom a fiigg6karok tartaléksziikségletét, és
a kapott eredményeket &sszevetem a lanc-létra mddszer altal becsiilt tartalékokkal, valamint
a ténykarkifizetéssel. Ezek alapjan vizsgalom a modellem josagat és illeszkedését az adatokra,
és ahol lehet, az eltérések okat igyekszem feltarni.

A fiiggékdrok tartalékdanak becslése

Az IBNR és RBNP karok tartaléksziikségletének becsléséhez két adatra van sziikségiink:
egy karkifizetés varhato értéke, valamint a kdrok (varhat) darabszama.

Egy karkifizetés varhato értékét az I. tétel alapjan kaphatjuk meg, felhasznalva, hogy az U
valtozd geometriai eloszlasu. A becstilt paraméterek behelyettesitése utan a keresett varhato érték
1,181. Ez némileg alatta marad alezart karok atlagdnak (1,235), de az eltérés csak 5 szazalék koriili.

Az IBNR karok varhaté darabszama az el6z6 fejezet alapjan 6 315201, mig az RBNP karok
ismert darabszama 6 639. Ezek alapjan az IBNR karok tartaléksziikséglete 7 458,253, mig az
RBNP kéroké 7 843,197.

Az RBNS karokra a fejlédési minta egy része mar ismert, igy csak a tobbi, ismeretlen kifi-
zetés varhato értékére kell tartalékolnunk. Ezen tipusndl minden egyes karra megbecsiilom a
varhato értéket a II. tétel alapjan, majd ezekbdl a tartaléksziikségletet az adott karra. Végiil a
kapott eredményeket 6sszeadom.

A mintaban 6sszesen 272 darab RBNS kar szerepelt, ezek koziil 268-ra volt csak egy ismert
kifizetés, mig 4 darabra két ismert kifizetés. Minden karra az egyéni paraméterek és egyiitthatok
kiszamitasa utan az RBNS karok varhaté ossztartalék-sziikségletére 333,764 adodott.

Igy a modellben a fiiggdkérok teljes tartaléksziikséglete 15 635,21.

Tényadatok és becslés lanc-létra médszerrel
A rendelkezésemre allé adatokban olyan karok szerepeltek, amelyek az 1. és a 6. év kozott

kovetkeztek be, de az 1. és a 11. év kozétt jelentették be ket a biztositotarsasagnak. Igy a kifi-
zetések egy teljes karkifutdsi négyzetet alkottak, amelyet a Fiiggelék 3. tablazata foglal 6ssze.
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Az ebben lathat6 adatok kumuldlt karkifizetéseket tartalmaznak, a sziirke hatterd értékek
mutatjak a még nem ismert kifizetéseket.

Ezekbdl a vizsgalat soran csak azokat vettem figyelembe, amelyeknek a karbejelentési
periodusa nem nagyobb 6-nal. Ezaltal egy fels6 karkifutdsi haromszoget kaptam, amely a
modellem tényadataiként szolgalt.

A rendelkezésre allo haromszogbdl a lanc-létra modszer segitségével is kiszamitottam a
fuggokarok tartalékszitkségletét, ezt foglalja 6ssze a Fliggelék 4. tablazata. A sziirke hattert
értékek adjak meg a becsiilt kumulalt karkifizetéseket a bejelentési késés fiiggvényében.

A tablazatokbdl kiszamolhato, hogy a tény tartaléksziikséglet 20 475,165 lenne, mig a
lanc-1étra modszer altal becstlt érték, 18 844,689 némileg alatta marad ennek (az eltérés
kb. 8% a tényadatokhoz viszonyitva).

Osszehasonlitds, az eltérések magyardzata

Az altalam vizsgalt modellben az 6ssztartalék-sziikséglet (az IBNR, RBNP és RBNS ka-
rok tartalékdnak dsszegzése utan) 15 635,21 adédott, mig a lanc-létra modszer dltal becsiilt
érték 18 844,689, a tényadatokbol kiolvasott tartalék pedig 20 475,165 lenne. Lathato, hogy
amodell altal becsiilt érték alatta marad mind a lanc-létra becslésnek, mind a tényeredmé-
nyeknek. Az eltérés a tényadatoktdl 24 szazalék koriili, mig a lanc-létra modszer eltérésre
8 szazalék koriili. Ezért sziikségesnek latom, hogy megvizsgaljam az eltérések okat, illetve
a modellem jésagat.

A legnagyobb eltérést az okozza, hogy az RBNP statuszu karok (azaz a 6. év végéig beje-
lentett, de kifizetés nélkiili karok) atlagkifizetése (1,86) szignifikdnsan, kb. 1,5-szer nagyobb
a lezart karok 4tlagkifizetésénél (1,235). Mivel a modellemben a ,kifizetési” paraméterek
becslését dontéen a lezart karok hatdroztak meg, igy az egy karra vart atlagkifizetés (1,181)
is ezekhez igazodik. Mivel ez az eltérés minden RBNP karra jelentkezik, igy 6sszességében
a tényadatoktol valo eltérés jelentds részét magyarazza ez a jelenség.

I Az RBNP statuszu karok atlagkifizetése 1,5-szer nagyobb a
lezart karok atlagkifizetésénél.

Az eltéréshez hozzatesz még az IBNR karok tartalékanak becslése is. Ezen karok darab-
szama a tényadatok alapjan 6533 volt, mig a lanc-létra modszerrel becsiilt érték 6315,201.
AzIBNR karok becsiilt tartaléksziikséglete 7458,253, mig a tényadatokban ezen kifizetések
oOsszértéke 7596,04 volt. Lathato, hogy az IBNR karok darabszamat alulbecsiili a mddszer,
viszont tartaléksziikségletiikre nem volt szignifikans eltérés.

Az RBNS karoknal is van eltérés a becsiilt és a tényeredmények kozt. Az RBNS karok
becsiilt tartaléksziikségletére 333,764 adddott, mig a tényleges tartaléksziikséglet 523,538
lett volna. Tehat a modellem alulbecsiilte az Gsszes karkifizetést, a ténylegestdl vald eltérés
aranyaiban nagy, viszont nincs szignifikans hatdsa az dssztartalékra.
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Az eredmények bizonytalansagahoz hozzajarul még a paraméterbecslések hibaja is. Az
egynél tobb kifizetésii karokbdl az 6sszes ismert karhoz viszonyitva kevés adat all rendel-
kezésre, igy ez rontja a becslés pontossagat.

Osszegzés, tovabbi vizsgalati lehetéségek

A szakdolgozatomban bemutattam egy lehetséges, diszkrét idejt tartalékolasi modellt.
Leirtam a vizsgalt modellt, annak valtozdit, majd 6nall6 eredményként analitikus formulakat
adtam a varhato 6sszkarkifizetés becslésére, ha a karfejlodési vektor eloszlasat tobbdimenzids
Pareto-eloszlasnak feltételezziik. Végiil egy biztositdo nem-életbiztositasi adataira illesztettem
a modellem, valamint kiszamitottam a tartaléksziikségletet. Az eredményeket Gsszevetettem
mind a tényadatokkal, mind a lanc-létra modszer altal becsiilt értékekkel, az észlelt eltérések
okat pedig megvizsgaltam.

Osszességében megallapithatd, hogy a modellem alulbecsiilte a tartaléksziikségletet, az
eltérés mértéke 24 szazalék koriili, ennél jobb eredményt ad a lanc-létra modszer, amelynek
hibja csak 8 szazalék (ez is negativ irdnyban értendd). Igy a modellem a vizsgalt adathalmazon
nem adott jo eredményt. Sajnos az elemzéshez nem tudtam mas karstatisztikat szerezni, azon-
ban elképzelhetd, hogy mas tipust adatokon sokkal pontosabb becslés kaphato a fiiggékarok
tartaléksziikségletére.

A modellem legfGbb elonyeként, egyben legfobb hatranyaként annak részletességét emelném
ki. Azaltal, hogy egyéni szinten vizsgaljuk a bekovetkezett karokat és azok fejlédését, sokkal
részletesebb és pontosabb képet kaphatunk azok id6beni alakulasardl, illetve sszkifizeté-
siikrél. Igy lehetdség nyilik arra, hogy a tartaléksziikségletre jobb becslést adjunk, mint egy
aggregalt adatokkal dolgozé modell. Masrészt viszont meg kell emliteni, hogy a részletesség,
a viszonylag sok paraméter becslése rengeteg apré hibat von maga utan, amely pontatlanabba
teheti az eredményeket.

Modellemben a paraméterek becslésébdl is szarmazik hiba, hiszen ezeket az eddig ismert
adatok, f6ként a lezart kdrok alapjén végeztem el. Erdekes képet kaphatnék akkor, ha a becsiilt
paraméterekbdl (karkifizetési vektor, illetve idévaltozok) karokat szimulalnék, majd ssze-
vetném, hogy a kapott véletlen minta eloszldsa mennyire hasonlit a tényadatok eloszléséra.
A szimulacids modszer arra is lehetéséget ad, hogy elérejelezziik az Osszkifizetés eloszlasat,
elorejelzési intervallumokat adjunk a kés6i kardarabszamra és kifizetésekre. Mindennek el6-
feltétele az, hogy tudjunk tébbdimenzids Pareto-eloszlasu véletlen vektorokat generalni, ami
tovabbi kiilon fejlesztést igényel.

Az RBNP kérokra tapasztalt eltérés okdn egy masik hianyossag is felmertilt: a modell érzé-
keny a mintan beliili részmintak eloszlasdnak egyenetlenségére. Ennek oka lehet a karkifizetések
idébeni valtozasa is (egy megfigyelhet6 trend alapjan), de akar naptari hatasok is allhatnak a
hattérben. Ezek vizsgalata, illetve figyelembevétele is tovabbi lehetdségeket rejt a modellemben.

Végiil pedig érdemes lehet azt is megvizsgalni, hogy a tobbdimenzids Pareto-eloszlas helyett
mas tobbvaltozds eloszlast hasznalva pontosabb illeszkedést, illetve pontosabb becslést kapha-
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tunk-e az adatok alapjan. Ehhez azonban sziikség lenne mas eloszlasok részletes vizsgalatara,
illetve az 6sszkarkifizetést leird tételek kimondasara is.

Osszesse’gében l’lgy vélem, az egyéni modszereken alapul() tartalékolas szélesebb korben 2. tablazat: Az eloszlasok ismeretlen paramétereinek maximum likelihood becslése
elterjedhet a jovoben, hiszen az ilyen jellegti modellek alapjan pontosabb becslést adhatunk
a fugg6karok tartaléksziikségletére, mint a klasszikus modszerek éltal adott értékek. Habér Viltoz6 neve ML becslés Eloszlis

Pareto-eloszlas elso elhelyezkedes
parametere
Pareto-eloszlas masodik
elhelyezkedés parametere
Pareto-eloszlas harmadik
elhelyezkedés paramétere
Pareto-eloszlas lecsenges

a vizsgalt adathalmazra nem illeszkedett jol a modell, mas karstatisztikak vizsgalata és a fent
emlitett mddszerek fejlesztése révén pontosabb, jobban illeszkedd el6rejelzést alkothatunk
meg a jévében.

@, = 1,000592 -

a; = 1,120636 -

a; = 1,497919 -

: P =6,738437 -
parameétere
. - . 7r = 4,4993076 s one
bejelentesi késlekedeés 7 — 0,8855756 negativ binomialis
elso fizetési késlekedés :1; =1,703278 Poisson
elso kifizetést kdveto tovabbi . ..
. kifizetések darabszama Py~ 09838264 -
IRODALOMJEGYZEK - = 17,870478 —
masodik fizetési késlekedes ‘ﬁﬂ — 0,966587 negativ binomialis
Knddel Maté Janos (2016): Egyéni modellek a tartalékolasban (szakdolgozat), E6tvos Lordnd Tudoményegyetem, Természet- harmadik fizetési keslekedes N2 = -
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Forrds: a felhaszndlt adatok alapjdn sajit szamitds

3. tablazat: A kumulalt ténykarkifizetések a bejelentési év és a bejelentési késés szerint

FUGGELEK

Claim\Payment
lag 0 1 2 3 4 5
1. tablazat: Leiro statisztika a karfejlédési vektorrdl 1 1143,747 | 5372.256 | 6881,659 | 7722,883 | 8288.413 | 8933,527
Mool 2 615,515 | 3609,088 | 5477.,649| 6169,22 | 6785,449| 7155,399
, egl

Viltozé| Atlag Széris iianins | Mastimng sziing 3 396,59 | 4528,703 | 6484,631| 7528,212 | 8225,146 | 8845,121
v 1218722 | 1.062001 | 1.000592 | 109688789 29960 4 916,06 | 5128.805| 7806,32 | 8942 934 | 9942753 |10332.82
R ’ > 5 5 546,209 | 5345,121| 7710,437 | 9286,894 |11461,25|11 954,06
M [2,239029 | 1,477195| 1,120636 | 19,844485 211 6 832,193 | 5534,142 | 8290022 | 9328.821 (10 064.73 |10 485,07

Az 1,497919 - 1,497919 | 1497919 1

Forrds: a felhaszndlt adatok alapjdn sajdt szdmitds
Forrds: a felhaszndlt adatok alapjdn sajdt szdmitds
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4. tablazat: A lanc-létra médszerrel becsiilt, kumulalt kifizetések a bejelentési év és a bejelentési késés szerint

Claim\Payment
lag 0 1 2 3 4 5
1 1143,747 | 5372,256 | 6881,659 | 7722.883 | 8288.413 | 8933,527
2 615,515 | 3609,088 | 5477,649| 6169.22 | 6785,449| 7313,582
3 396,59 |4528,703 | 6484.631| 7528,212 | 8168,614 | 8804.,404
4 916,06 |5128.805| 7806,32 | 8873,614 | 9628,465 |10 377,88
5 546,209 | 5345,121 | 7642,577 | 8687.483 | 9426,501 | 101602
6 832,193 | 5516,481 | 7887,591 | 8965,996 | 9728,706 | 10 485,92
Forrds: a felhaszndlt adatok alapjin sajdt szdmitds
1. abra: Az elsé kifizetések hisztogramja 100 000 Ft-ban
Az elsé kifizetések hisztogramja
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Kifizetés 100 000 Ft-ban

Forrds: a felhaszndlt adatok alapjan sajdt szamitds
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