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DINAMIKAI FELADATOK MEGOLDASA
SOROZATOK KONVOLUCIOJANAK SEGITSEGEVEL

BIRI SALAH*

A miszaki folyamatok modellezésére gyakran elsé-, illetve masodrendii differencialegyenlete-
ket, illetve -rendszereket hasznalnak. E differencialegyenletek analitikus megoldasara gyakran Lap-
lace-féle integral-transzformaciot hasznalnak, amely csak nehezen kezelhetd, és gépi szamitasokra
koriilményesen alkalmazhato.

Jelen cikk egy uj modszert mutat be a dinamikai rendszerek rezgéseinek kiszamitasara. A felada-

hasonlitja mas modszerekkel kapott eredményekkel.

Kulesszavak: konvolucid, sorozat, dinamika, rezgés

1. SOROZATOK KONVOLUCIOJA

Tegyiik fel, hogy van egy

a=la,,a,,...,a,l, (1)
¢és egy
b:[b()abla“-abm] (2)

véges, de akarmeddig folytathaté numerikus sorozatunk.
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A két sorozat konvolucidja definicid szerint [4], [8]:
13 11
c,=2a,{bkk=2bka,fk, t=0--n+m. 3)
k=0 k=0

A két sorozat karakterisztikus fliggvénye:

A(x)=a, +ax +a,x’+.+a,x",

2 m (4)
B(x)=b, +bx+b,x +.4+b,x",
amelyek szorzat-polinomja:
A(x)-B(x)= Y, ab, x". (5)
k=0

Mint lathat6 az x' tag egyiitthatdja megegyezik a (3)-beli c,-vel, amelyet a két
csolatot, nem érdektelen a (3)-at az f(¢) és g(¢) folytonos fiiggvények (6) konvolu-
ciojaval 6sszekapcsolni [6],[12].

Ko=/1(*g)=]f@) gt-1)-dc=[f(t-7)-g(x) dr. (6)

Innen szarmazik a gondolat, hogy folytonos fiiggvények helyett inkabb numeri-
kus sorozatokkal [11] dolgozzunk.
Tegyiik fel, hogy (1) sorozat elemei nem skalarok, hanem vektorok:

a=[a,,a,,...,a,], 7
ahol
a,
a;,
a, = .7 |,
a

tp
€s (2) sorozat elemei pedig matrixok:

b=[B,,B,,...,B,], ®)
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ahol
111 bt,12 bt,lp
b, 5 bz,zz b, 2»
B, = : ,
bt,ql bt,q2 bt,qp

akkor (7) és (8) sorozatok konvolucidja [1], [3], [5]:

1
c,=> Ba,_, t=0-n+m, )
k=0
ahol

Ct,l
%

c, = .
C

Az a sorozat karakterisztikus fliggvénye egy vektoregyiitthatds polinom:
A(x)=a,+a,x+a,x’+---+ax", (10)
a b sorozat karakterisztikus fliggvénye pedig egy matrixegyiitthatos polinom:
B(x)=B,+Bx+Bx*+---+B, x", (11)
amelyek szorzat-polinomja:

C(x)=c,+ex+ce,x’ +-+e¢, x"", (12)

crer

crr

mazni. Ha az a sorozatot a tényleges ok sorozatanak tekintjiik, és a b sorozatot az
egységhatas valaszsorozatanak tekintjiik, akkor az okozat a (3) szerint kiszamitha-
to. Jelen cikkben ezt fogjuk alkalmazni a dinamikai rendszerek rezgéseinek kisza-
mitasahoz.
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BI:I a-|:| Bl ﬂn Bj a'|:| _____
BD al Bl Ell _____
B, a,| -———-
t=0 t=1 =1
E, Ak B, Arf, E, | - ———-
k=0 k=0 k=0
1. abra

2. EGY SZABADSAGFOKU RENDSZER, IDOTOL
TETSZOLEGESEN FUGGO GERJESZTETT ERO ESETEN

Az egy szabadsagfoku rendszer gerjesztett rezgésének egy egyszerti modellje a
2. abran lathatd. Az f(¢) er6vel gerjesztett csillapitatlan rezgés differencidlegyen-
lete [9]:

mi +kx = £(2), (13)

ahol k arigo merevsége, m az anyagi pont tdmege, x az anyagi pont elmozdulasa €s
X az anyagi pont gyorsulasa.

A8 X

2. abra
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A (13) differencialegyenlet altalanos megoldasa:

1 t
x(t)=K, cos(wt)+K, sin(wt)+—jf(r) -sin w(t—71)- dr, (14)
maw
ahol
k
w=,—
m

a sajat-korfrekvencia.
Ha feltételezziik, hogy =0 idépontban x(0)=0 és x(0)=0, akkor K;=K,=0, igy a
(13) differencialegyenlet kezdeti feltételeket kielégité megoldasa:

x(z):mlef(r).sin w(t—1)- dr. (15)

A (15)-bdl lathatd, hogy a rezgés az f{t) és sin(wt) folytonos fiiggvények kon-
volucidja:

x(t):mlwf(t) * sin(wt). (16)

Most feltételezziik, hogy az f(f) egy At iddig tarto egység erd, vagyis (3. dbra):

fie)

FiY:

3. abra

f()=1, hat<At

f(®)=0, ha t>A¢ {17
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akkor a rezgés fiiggvénye az alabbi lesz:
() ! (1-cos(wt)) ha 1< At
X =— — , =
k (18)
1
x(t)=% (cos w(t — At)— cos(wt)), ha t> At
A (18) fiiggvényt nevezziik az egységhatas valaszfiiggvénynek. Ha a fenti fiigg-
vénybol készitiink egy sorozatot gy, hogy At id6kdzonként leolvassuk a (18)
fliggvény ordinatait és azokat egy sorozatban foglaljuk 6ssze, akkor megkapjuk az
egységhatas valaszsorozatat. Ugyanigy a tényleges er6fiiggvénybdl készitiink egy

masik sorozatot, akkor megkapjuk a tényleges ok sorozatat. A tényleges rezgések
a két sorozat konvoliciojabol (3) szerint szamithatok ki.

Szampélda

Szamitsuk ki a 4. dbrdn lathatd konzol tartd szabad végének y irany rezgéseit.

FiE)

4. abra
Adatok: /=1m, a=10 cm, £ =2:10° kN/m? p =7,85 to/m’, k= 3EJ/I° = 5000

kN/m.
Redukaljuk a szerkezet tomegének a felét a konzol szabad végére:

[k
m=p A4 1/2=0,03925 to és ,|—=356,915 1/s,
m

f()=0 sin(w,1), (19)

ahol 0=1KkN és w,=250 1/s.
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Olvassuk a (18) fliggvény ordinatait Az=0,001 s id6kozonként #,,,, = 0,06 s id6-
ig, és foglaljuk 6ssze egy sorozatba. Ez lesz az egységhatas valaszsorozata. A (19)
teherfliggvénybdl is készitiink egy masik sorozatot, amely tényleges ok sorozata
lesz ugy, hogy a két szomszédos ordinatanak az atlagat vessziik:

” _SO+f+A
i > ;

t=iAt.

crcr

kiszamitani (3) szerint.
A feladat analitikus megoldasa [9]:

1
x(t)= i —
A
)
gével kiszamitott rezgéseket négyzetekkel, az analitikusan kiszamitott rezgéseket
pedig keresztekkel jeloltiik meg.

w
. [sin(w )= sin(a)t)). (20)
w

crcr

+
* ¥
o,00084
s *
0,000 + *
L
. +
+
. + ® bty
o,00024 vk
-
* N * +
+
* . . 4
+
* *
O +s* *
*
*
- & .
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&
- &
&
. | P
0,000 R
+
& ¥
2 Y
R #
-0,00064 ) 4 ) ) )
[} 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06

5. abra
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Erdemes megjegyezni, hogy amikor rezonancia jelenség van, vagyis amikor
w=w,, a (20)-as helyett egy mas megoldast kell alkalmazni (21), a sorozatok

srer

seket. Az eredmények megegyeznek az irodalomban talalhatokkal.

lim x(t)=2Qk . sin(a)t)—%i)t-cos(wt). (21)

(I)g—ﬂl)

3. TOBB SZABADSAGFOKU RENDSZER CSILLAPITATLAN
REZGESEI

A tobb szabadsagfoku rendszert az alabbi differencialegyenlet-rendszerrel le-
het modellezni [9], [13]:

M + Kx = f(1), (22)

ahol M a tomegmatrix, K a merevségi matrix, x az elmozdulas vektorfliiggvény, X
az x id6szerinti masodik derivaltja és () pedig a teher vektorfiiggvény.

A szerkezet egységhatas valasz-matrixfiiggvényét ugy hatdrozhatjuk meg,
hogy a (22) differencialegyenlet-rendszer jobb oldalan egységnyi id6ig tartd egy-
ség terheket miikodtetiink, tehat:

MX + KX =E. (23)
Szorozzuk a (23)-t balrol M '-nel:
X+M'KX=M". (24)
Bontsuk fel az M 'K matrixot az alabbi formara:
M'K=UAU", (25)

ahol U az M 'K matrix sajatvektorainak matrixa és A pedig sajatértékeinek mat-
rixa.
Igy a (24) a kovetkezdképpen alakul:

X+UAU'X=M". (26)
Szorozzuk meg a (26)-6t balrol U'-nel:

U'X+AU'X=U"'M". (27)



Dinamikai feladatok megoldasa... 157

Legyen Y=U"'X és P=U"M"', akkor a (27) kdvetkez§ lesz:
Y+AY=P. (28)

Tehat (23) szétesett fuggetlen differencidlegyenletekre, amelynek megoldasa
az X(0) =0 és X(0) = 0 kezdeti feltételek mellett (18) alapjan:

P,
Y, (t):i(l_cos(ﬂiit))’ ha r< At

Y, ()= /I\’f (cos/A, (t—At)—cos(VA 1)), hat>Ar (29)

Ezek utan az egységhatas valasz-matrixfiiggvénye meghatarozhato:
X()=UY(?). (30)

Az egységhatas valasz-matrixsorozatat ugy kapjuk meg, hogy Az id6kozonként
leolvassuk a X(#) matrixfliggvény ordinatait ¢, id6pontig, majd ezeket egy mat-
rixsorozatba foglaljuk ossze.

A teher vektorfiiggvénybdl ugyanigy készithetiink egy vektorsorozatot, és ak-
kor megkapjuk a tényleges ok vektorsorozatat.

A szerkezet csomopontjainak a rezgéseit végiil a fenti két sorozat konvolu-

c ey

Szampélda

Szamitsuk ki a 6. abran 1athato sikbeli keret 1-es és 2-es csomopontjainak a rez-
géseit.
Adatok: a =10 cm, E=7,1-10° kKN/m* p = 2,5 to/m’, 0 = 10 kN, M =20 kNm,

mp, +mg;
myo=p-A-l,, my=p-A-ls, my=p-A-1,, ml=#=0,125,
m, +m
m, =—2—2*=0,125 to.
2
A szerkezet tomegmatrixa:
[0,125 ]
0,125
M= 0,125
0,125

0,125

0,125 |
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[
®
l 1 2 L(
]
W
3m
a
a
3 4 L(
L~ 4m L Em | Am L~
A 7 7 71
6. abra

A szerkezet merevségi matrixa [7]:

(23288511 —6815318 —4,260 —14200,000 0 0 |
5114329 1,420 0 —-1,420 0
K= 71,000 0 -7,100 0 .
23290,045 6813,274 -8,520
szimm. 5117,055 11,360
L 47,333 |

Az M 'K matrix sajatértékeinek matrixa:

(23,6954
396,5472
569,1072
29907,9454
113608,2009

310920,6914 ]

¢s sajatvektorainak matrixa:

[ 0,413442  0,093491 —0,021150 0,139718  0,565645  0,693111 |
0,551128  0,125779 -0,028293  0,692823 -0,424318 —0,139955
—-0,043140 —0,030294 -0,998609 —0,001236 —0,000426 —0,000056
0,413472 0092644 —0,020702 —0,140163  0,565645 —0,693131 1"
-0,551246 —0,122381 0,0264947 0,693414  0,424319 -0,139928

| 0,220523  —0,975172 0,020053  0,002458  0,0000000 0,000111 |




Dinamikai feladatok megoldasa... 159

3307538 4,409027 0345123 3307774 —4,409970 1,764188 |
0747930  1,006234 —0,242349 0,741150 —0,979050 —7,801379
—0,169201 —0,226348 —7,988870 —0,165616 0211957  0,160423
1,117745 5542582  —0,009892 —1,121301 5,547308  0,019661
4525157 —3394546 —0,003411 4,525157 3394548  0,000000
| 5544886 —1,119636 —0,000445 —5,545046 —1,119423  0,000889 |

Legyen At = 0,03 s és tyax = 1,0 s, akkor Y matrix (29) szerint kiszamithato és
ezutan az egységhatas valasz-matrixfiiggvénye is meghatarozhato (30) szerint.

A X(f) matrixfiiggvény ordinatait leolvassuk Az id6k6zonként majd Gsszefog-
laljuk egy matrixsorozatba, akkor megkapjuk az egységhatas valasz-matrixsoroza-
tat.

A tényleges ok vektorfliggvénye legyen:

f(1)= ha t<24- At

max °

0
0
0
f(t)= 0 ha24-At<t<t
0
0

Olvassuk le az f(f) vektorfliggvény ordinatait As id6kozonként és foglaljuk
Ossze egy vektorsorozatba, akkor megkapjuk a tényleges ok vektorsorozatat.
Végiil a csomdpontok rezgései a (9) szerint kiszamithatok (7. abra):
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4. OSSZEHASONLITO PELDA

Szamitsuk ki a 8. dbran lathaté négyzet keresztmetszetli rudakbol allo sikbeli
keret 3-as csomopontjanak vizszintes rezgéseit Newmark-eljarassal és sorozatok

crcr

Adatok: @ =20 cm, /=3,0 m, E =7,1-10° kN/m?, p = 2,5 to/m’, N = 10 kN.
A Newmark-eljarassal el6szor a kezdeti feltételeket adjuk meg: x= 0 és x,= 0,
mig X, vektor a (31) egyenletrendszerbdl szamithato.

Mx, +Kx, =1, 31)

Majd a rezgéseket az i-edik [épésben az alabbi egyenletrendszer szerint kisza-
mitjuk [2], [11]:

Kx, =p,, (32)
ahol
K=aM+K, (33)

p,=f +aMX, +a,Mx,  +a,MX,_,, (34)
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A 3 & 9 _\,<
2 5 8;

1 4 ?:T

.

o i i i Fezrra o
L L L
A =1 1

8. abra
X, =ay[X, - X ]+ a,X, +a,X,, (35)
X, =a[x, —x,_, —Ax,_ ]+a,X, (36)
és
1 | 1 a 1 a
= b b a 7’ a -
bOpAT 287 0 A’ B
a 1 “« t, a ! ! 1
=1—— s =—, a,=—-—1
° 28 A T 2B

Az a és f paramétereknek az eljaras stabilitasaban és pontossagaban van szere-
pe. Az eljaras feltétleniil stabil, ha az

1 1(1 Y

Az ¢l6z6 fejezetben leirtak szerint megoldjuk a feladatot a sorozatok
Az eredményeket @ = 0,5, 8= 0,25 és At=0,0375 s esetén a 9. abrdn foglaltuk
0ssze, ahol az analitikusan kapott eredményeket korrel, a Newmark-eljarassal ka-

crcr

pedig kereszttel jeloltiik meg. A vizszintes vonal a statikus eredmény.
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Mint lathaté a keresztek belefekszenek a korokbe, ami a modszer pontossagara
utal, a négyzetek majdnem mindegyike viszont a kdron kiviil esik, ami a New-
mark-eljaras kevésbé pontos voltara utal. A Newmark-eljaras pontossagat Az csok-
kentésével lehet novelni, pl. Az = 0,01 s esetén mar kozelitéleg jo eredményt ka-
punk (10. dbra).

5. KONKLUZIO

Az el6z6ekbdl megallapithatd, hogy a feladatokat sorozatok konvoluciojanak
segitségével sokkal konnyebb megoldani, mint analitikusan, pl. Laplace-féle in-
tegral-transzformacio segitségével, hiszen az els6 esetben szinte érdektelen, hogy
milyen a differencialegyenlet-rendszer jobb oldala, a masodik esetben viszont
annyiszor kell Gjra megoldani, ahanyszor mas és mas a differencidlegyenlet-rend-
szer jobb oldala. Ha a jobb oldalon egy bonyolultabb vektorfiiggvény szerepel, ak-
kor a differencidlegyenlet-rendszer analitikus megoldasanak megkeresése tovabbi
nehézséget jelent.
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SOLVING DYNAMIC PROBLEMS BY HELP OF CONVOLUTION
OF SERIES

Summary

Differential equations or equation systems of first or second order are often applied for modelling
technical processes. For the solution of these problems the Laplace transformation is suitable, which
is handled with considerable difficulty.

This study shows an new method, which solves the problems by help of convolution of series and
it’s application on dynamic systems.

Keywords: convolution, series, dynamic, vibration



