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Abstract

The present paper describes the theoretical analysis of the reconstruction of the Monge theorem.
The significance of the analysis is that we consider those Monge-projections the same, which can
be translated to one another by parallel shifting. Accordingly, in a fixed Descartes coordinate
system in the space every Mong- projection is determined by its two projection lines that go
through the origin point, which is described by three free parameters. The three free parameters
make up the points of the Monge-cuboid. We are looking for bijective Monge-projections to a fixed
third-grade spatial curve, in which the reconstruction of the curve can be carried out only with two
pictures without any further information. This surface is described in this article. We have proved
the engineering application of this theorem by calculating the correct camera position for the
wearing examination of the hob’s cutting edge.

Osszefoglalé

A jelen iras a Monge abradzolas rekonstrudlhatosaganak elméleti elemzésének ismertetésérol
sz0l. Az elemzés lényege, hogy a pdarhuzamos eltolassal egymasba transzformalhato Monge-
projekciokat azonosnak tekintjiik. Igy a tér egy rogzitett Descartes koordindta rendszerében minden
Monge-projekciot meghatdroz az origon dtmené két vetitésugara, melyeket hdrom szabad
paraméter ir le. A harom szabad paraméterek alkotjak a Monge-tégla pontjait. Egy rogzitett
harmadrendii térgorbéhez meQkeressiik azokat a bijektiv Monge-projekciokat, melyekben a
rekonstrukcio csupdan a gorbe két képébdl elvégezhetd. Mindennek mérnoki alkalmazasat igazoltam
a lefejto-maro vagoélének kopasvizsgalatahoz szamitando helyes kameradllas meghatarozdsaval.
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1. BEVEZETES

A térbeli alakzatok modellezésére itt ismertetett elméleti elemzés a csupan két képbdl torténd
rekonstrualhatosag biztositasa céljabol késziilt a méretvaltozas vizsgalatara komplex geometriai
eszkozok alkalmazasaval. Amig a pont Monge abrazolasa bijektiv leképezés, azaz a teret
kolcsonosen egyértelmiien képezi le a sikra, addig egyéb geometriai alapelemekre ez nem, illetve
nem mindig teljesiil. A Monge abrazolds soran az abrazoldé geometria gyakorlatabol fakadoan a
miszaki abrazoldsban a bijektivitast illetéen anomalidk léptek fel [4,5]. A gyakorlati abrazolo
geometria bijektivitasra vonatkozd nemegyértelmiiségek oka Monge beallitottsagara vezethetd
vissza, aki a poliéderek abrazolasat szintetikus uton végezte, viszont a gérbék abrazoldsat analitikus
geometriai feladatként ragadta meg. Kés6bb azonban a Monge abrazolas analitikus geometriai



vonatkozasai elhalvanyultak, a gyakorlat kizarolagosan szintetikus modszerekre tért at, mely a
bijektivitast nem minden esetben tudta biztositani.

A miiszaki gyakorlatban azonban gyakran el6forduld feladat, hogy a munkadarabokat,
alkatrészeket két darab kétdimenzids képiikb6l kell rekonstrualni [5,6,7]. A Monge abrazolas
sajatossaga, hogy a bijektivitashoz poliéderek esetén, amennyiben csicspontjaik jeldlve vannak,
két egymasra merdleges vetiilet elegendd. A megfeleltetett pontokkal abrazolt testek modellezhetok
a kiilonb6z6 CAD rendszerekben [6]. Amennyiben a geometriai alakzatrol, a feliileteket hatarolo
gorbérdl csak két merdleges vetiilet all rendelkezésiinkre, és pontok nincsenek megfeleltetve rajta,
a rekonstrukcio sok esetben nem lehetséges, a leképezés igen gyakran nem bijektiv [5,7].

A Dbijektiv Monge abrazolasok vetitésugarainak iranyabol a CCD kamerakkal készitett képekrol
rekonstrualhato a lefejtémard vagoélgorbéje kopasvizsgalat céljara a csigakerék befejezo
megmunkalasa esetén. A magas precizitasu megmunkalds sziikséges a megkivant jo hatasfok, az
alacsony zajszint megvalésitasahoz [2].

2. A LEKEPEZES
2.1. Az iranyszogek

Egy rogzitett Descartes koordinatarendszer O pontjara illeszkedd e egyenes elsé iranyszoge
legyen az a 0<a<m szog, mellyel az x* félegyenes az egyenes [xy] sikra es6 €' merdleges vetiiletébe
forgathatd y* iranyaba. Legyen a=0, ha az egyenes egybeesik z-vel (1. abra). Egy O-ra nem
illeszkedd egyenes els6 irdnyszoge megegyezik a vele parhuzamos O-n atmend egyenes elsé
iranyszogével.

x' o

1. abra Az e egyenes a elsd, a p masodik és a y harmadik iranyszoge

Hasonloan definialando az e egyenes 3 masodik és y harmadik iranyszoge a [7]-ben talalhato és az
1. abran lathaté modon.

2.2 A Monge-projekciok leirasa harom szabad paraméterrel

A {Ki, Ko} képsikrendszert a hozza a képsikokra egyenként meréleges vi, Vo vetitdsugaraikkal
egyiitt egy Monge-projekcionak nevezziik. A parhuzamos eltolassal egymasba transzformalhato
Monge-projekciok a rekonstrualhatésag vonatkozasdban ugyanarra az eredményre vezetnek, a
vizsgalataink szempontjabol azonosak, ezért a tovabbiakban azonosnak tekintjiik dket.

A tovabbi vizsgalodas megkonnyitésére rogzitsiink a térben egy O pontot, és megkivanjuk,
hogy a Monge-projekciok képsikjai, és vetitGsugarai illeszkedjenek erre. Mig az x1» tengely, a két
képsik metszésvonala 2 szabad paraméterrel, jellemezheté az O(x,y,z) Descartes
koordinatarendszerben, a képsikok az xi» tengely koriili elforgatas lehetOségeiben egy szabad
paraméterrel irhatok le. Kovetkezésképpen a Monge-projekciok a korabbi megszoritdsok mellett
harom szabad paraméterrel irhatok le.

Ezutan minden egyes Monge-projekciohoz rendeljiink hozza egy 6t egyértelmiien meghatarozo
(ot,B,y) szamharmast a kévetkez6 modon: egy rogzitett O(X,y,z) Descartes koordinatarendszerben a



Monge-projekcid vi elsé vetitésugaranak elso iranyszoge o, masodik iranyszoge 3, mig v2 masodik
vetitOsugaranak harmadik iranyszoge v.

Az értelmezett (o,p,y) szamharmasok is meghatarozzak a vetitOsugarakat és magat a Monge-
projekciot: a vi elsé vetitdsugar a vi’-re illeszkedd elsé vetitdsik és a vi”-re illeszked6 masodik
vetitésik metszésvonala. A V. masodik vetitésugar a vy elsé vetitdsugarra merdleges N normalsik és
a vy ’-re illeszked6 harmadik vetitdsik metszésvonala (2. abra).

&

2. abra A Monge-projekcio vi, V2 vetitOsugara és az (o,B3, v) szogharmas kozotti kapcsolat

A Monge-projekcid vi elsé vetitésugarat az elsé és masodik képsikszogének ismeretében nem
lehet visszaallitani, ha a_Vi és V; sikok, illetve a Vs és N sikok egybeesnek. Ha azonban a v; &
[zx], és a Vo = [zX] is teljesiil, akkor a v, harmadik iranyszogének ismeretében a vi visszaallithato.

Azon Monge-projekciok kivételével, melyek vi, Vo vetitOsugaraibol vie[zx] és vo2 [zX]
feltételeket, minden Monge-projekcidhoz egyértelmilen hozzarendeltiink egy 6t egyértelmiien
meghatarozé (o,f,y) szamharmast (2. abra).Nem minden Monge-projekcid, de minden rendezett
két kép targyalasra keriilt, ami a vizsgalataink tekintetében helytalld, ugyanis a bijektivitas
vizsgalata egy adott gorbére nézve ugyanazt az eredményt adja, ha az elsé és masodik képet
folcseréljiik.

2.3 A Monge-tégla

Az a, B, y értékeknek azon részhalmaza a [0,x] intervallumon, amelyhez egyértelmiien tartozik
egy Monge-projekcié az O(a,P,y) Descartes koordinatarendszerben a Monge-tégla pontjai (3.
abra).

3. abra A Monge-tégla belso és feliileti pontjai



A Monge —tégla bels6 pontjai a kdvetkezo feltételeket elégitik ki:
0<oa<m, 0<B<n/2, n/2<PB<m, 0<y<m. (1)

A Monge-tégla feliileti pontjai a kovetkezo feltételeket elégitik ki:

- O<a<m, B=nr, O<y<=m,

- O<o<m, 0<B<n/2, n/2<P<=m, y=m,

- o=, B=n/2, 0<y<n/2, /2 <y<m,

- =0, B=n/2, y=n/2

- o=m, B=0, y=m. 2

Létrehoztunk a Monge-projekciok és a Monge- tégla pontjai kozott egy matematikai leképezést,
mely kdlcsonosen egyértelmii leképezés.

3. A GORBEK MONGE ABRAZOLASANAK BIJEKTIVITASA

A Descartes koordinatasikok illeszkedjenek a Monge-rendszer képsikjaira ugy, hogy [xy]=K1 és
[yz]=K>, ekkor y=xi, tengely.
1.Tétel: Ha a g gorbe g’ és g" képgorbéi kiilon-kiilon felirhatok az y—fi(y) és y—fa(y)
fiiggvényekkel a képsikok megfelelé Descartes koordinatasikokban, ahol x = fi(y) és z = f2(y), azaz
pontjai P (fi(y), v, fay)) koordinatajuak, akkor a ¢ gbrbe barmely darabja egyértelmiien
rekonstrualhat6 képeibdl.
2.Tétel: Ha a g gorbe g’ és g" képgorbéi a megfeleld Descartes koordinatasikokban nem irhatok
fel x = fi(y) és z = fi(y) fiiggvényként, azaz az y—fi(y) és y—Tay) hozzarendelések nem
figgvények, akkor g-nek van olyan darabja, amely csupan két képébdl egyértelmiien nem
rekonstrualhato.
3. Tétel: Ha egy gorbének nincs profil irdnya érint6je, akkor barmely daraja egyértelmiien
rekonstrualhato két képébdl.
Az 1.-3. Tételek bizonyitasa a [7] szerint végzenddk el.

4. A HARMADRENDU TERGOBE REKONSTRUALHATOSAGA

A Bézier-gorbe illeszkedjen az Uo, Ui, Uz, U3, paraméterii Po, P1, P2, Ps pontokra, ahol ui = uj, i # j,
és Up= 0, us=1.

A Bézier-gorbe bo, b1, by, bs kontrollpontjaira teljesiil a b(u)=pi (i=0,...,3) feltétel. 3)
A Bézier-gorbe egyenlete

b(u)= 3 B; (u)b, . ahol B?<u)=[rj‘]uja—u>“-i . (4)

Az u; = uj feltétel a b, -re nézve (3)-(4) egy egyértelmii megoldast eredményez szamunkra.

A Bézier-gorbe és az Hermite-iv k6zotti kapcsolat a kovetkezd formaban irhat6 fel:

Po =bo, to=3"b1- 3o, Pps = bs, t3=3-bs-3-by, (5)
ahol po, ps a kezd6- és végpontok, a to, t3 a kezd-6 és végérintok.
Az Hermite-ivhez tartozo6 Monge-tégla bijektiv tartomanya az [7]-ben meghatarozasra keriilt, igy

az (5) alapjan a harmadrendii interpolacios Bezier-gorbe bijektiv abrazoldsahoz sziikséges vetitési
iranyokat is ismerjiik.

5. MERNOKI ALKALMAZAS

A Miskolci Egyetem Gépgyartastechnologiai Tanszékén miikodd kutatdcsoport, ,,Csigaiskola”
egyik legfontosabb kutatdsi teriilete az ivelt profili csigahatoparok gyartdsgeometridjanak
fejlesztése [2,6,7]. A csigakutatas egyik kiemelkedd témdaja a tengelymetszetben koriv profilt
hengeres csiga (4. abra). A csigakerék simitdé megmunkalasahoz alkalmazott lefejtémaro
burkolofeliilete megegyezik a kerékkel kapcsolddo csigaéval (kdzvetlen mozgas leképezés) [1,2,6].



Mivel a lefejtdmarok bonyolult geometriaju [3], draga szerszamok, célszerii lehetévé tenni a minél
tobbszori Gjraélezés lehetoségét (5. abra).

4. abra A tengelymetszetben koriv profilu csigahajtas lefejt-mardval [7]

A lefejté maro fog V vagoéle az Rg, R; hatra-munkalt oldalfeliiletek és a H homlokfeliilet
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megvaldsitani, hogy az igy kapott él rajta legyen a helyettesitd csiga fogfeliiletén (J, B), ami
geometriailag azonos a valos csiga fogfeliiletével. (8. abra).

5. abra A lefejtdmar6 vagoéle a Kr1 forgd koordinatarendszerben [2]

A V vag6él egyenlete

szzix _(K—ﬂ)z L

p+p,

VPZX_(K_H)Z_Zax (6)

p+p,

. Apa -~ (K-m)* -z,
p+pPy,

ahol () a csavarfeliilet belsé paramétere, p a csavarfeliilet, pn a homlokfeliilet emelkedési

X, =-N-Sin

Y, =1n-C0S

paramétere, pax @ fogprofil sugara, K a csigaorsé tengelyvonalanak és a profilkor kozéppontjanak a
tavolsaga a [2] szerint.

A vagéélen a po és ps pontokat a fej- és labhengeren, illetve a p: és po,pontokat kozottik
aranyosan jeloljik Ki. A pontokhoz az ivhossz szerinti paraméterezést kozelité hirhosszal aranyos
paraméterezés kertilt bevezetésre [7]. Kutatomunkank soran igazolast nyert, hogy a harmadrendii
interpolald Bézier-gorbe a vagoélnek a szokasosan megadott tiirésen beliili kozelitését adja [6].,
ezért a Po, P1, P2, P3 pontokra ezt illeszttettiik.

A 4. fejezet szerint a Monge-tégla bijektiv tartomanyabdl kivalasztott (o,,y) iranyszogek a CCD

crer



6. abra A CCD kamerakkal készitett képek és a Monge abrazolas kapcsolata

A vagoél gorbéjének vizsgalata nem végezhet6 el a két kameraval, ha az ¢l barmely darabja
egyértelmiien nem rekonstrualhatd két képébdl (7. abra). A CCD kamerak helyes lokalizalasa
sziikséges és elégséges feltétele a lefejtdbmard vagoél vizsgalatanak tgy, hogy a gorbe barmely
darabja csupan két képébdl rekonstrualhato legyen (8. abra).

7.abra A vagoél nem rekonstrualhato képeibdl — 8.abra A vagoél rekonstrualhato képeibdl

Ezzel az eljardssal megadtuk a lehet6ségét a szerszam vagdél kopas méretvaltozadsanak
folyamatos ellenérzésére a gyartas soran.

6. OSSZEGZES

A kutatomunkaban kifejlesztett eljaras lehet6séget ad a lefejtd-mard vagoélével torténd
megmunkalds soran a visszacsatolasra, a vagoél kopasanak folyamatos megfigyelésére az ujra-
¢lezés meghatarozasa céljabol CCD kamerdk alkalmazéasaval. A beallitott kamerdkkal a mar6
pozicionalasat és jellegzetes kopasanak mértékét folyamatosan ellendrizziik.
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