Csoportok és reprezentacidik
az OTKA TO038059 palyazat zardjelentése

A kutatas eredményei

Kutatasaink a csoportelmélet szamos részteriiletére terjedtek ki, s6t az algebra
méas againak a csoportelmélettel érintkezs kérdéseit is vizsgaltuk. Az aldbbiakban
osszefoglaljuk az elért eredményeket.

Végtelen csoportok esetében sokat vizsgalt kérdés a részcsoport-névekedés problé-
méja, azaz annak aszimptotikus meghatarozasa, hogy a csoportban hany legfeljebb n
indexii részcsoport van. A [2] dolgozatban korlatot adtunk lokalis gyiiriik felett értel-
mezett Chevalley csoportok részcsoport-novekedésére. Ezt az eredményt alkalmaztuk
pozitiv karakterisztikidju globalis testek feletti aritmetikai csoportok kongruenciarész-
csoport-novekedésének meghatarozasira. Specialis esetként valaszt adtunk Lubotzky
egy kérdésére, kimutatva, hogy n > 3 esetén SL,,(F,[t]) részcsoport-névekedése n'os™
tipusi.

B. H. Neumann még 1937-ben konstrualt kontinuum sok paronként nem izomorf,
végesen generalt csoportot. Ezt a mddszert altalanositva a [32] dolgozatban a rész-
csoportnovekedéssel kapcsolatos problémakat oldottunk meg. Melléktermékként 1j
példékat talaltunk olyan csoportokra, amelyeknek izomorf a pro-véges lezarasuk (ez
a kérdés Grothendiecktol szarmazik).

Belattuk, hogy ha egy permutaciécsoportban kiilénb6z6 véges halmazoknak kiilén-
b6z6 a stabilizdtoruk, akkor a csoport nem teljesit semmilyen azonossagot. Abban az
esetben, ha topologikus csoporttal van dolgunk, akkor az is kdvetkezik, hogy a csoport
véletlenszertien valasztott elemei 1 valoszintiséggel szabad csoportok generalnak [1].

A [3] dolgozatban a Hausdorff-dimenzi6 segitségével elemeztiik a gyokeres fak au-
tomorfizmuscsoportjanak strukturajit. Ezaltal valaszt adtuk Turédn Pal egy régi kér-
désére és bebizonyitottuk Sidki, illetve Shalev egy-egy sejtését.

Tanulméinyoztuk a klasszikus csoportok Borel- és Sylow-részcsoportjainak karak-
tereit [40]. Ha a ¢ elemd alaptest p karakterisztikdja paratlan, akkor bizonyitottuk,
hogy a p-Sylow részcsoport irreducibilis reprezentaciéinak dimenziéi ¢-hatvanyok. A
2 karakterisztikaju esetben ez nem mindig teljesiil. A Borel-részcsoportrél kimutat-
tuk, hogy bizonyos kivételektdl eltekintve M-csoport, azaz karakterei monomialisak.
Az irreducibilis reprezentaciok dimenziéi ebben az esetben ¢"(q — 1)2F alakiiak. Az
eredmények egy részét sikeriilt kiterjeszteni csoportok egy szélesebb osztilyara, neve-
zetesen a DN-algebrak egységcsoportjaira [21].

Teljes leirasat adtuk azoknak a moduléris csoportalgebraknak, melyek Lie-algebra-
ként tekintve nilpotensek és a nilpotencia-indexiik maximalis, azaz |G’| + 1 [13]. Ezt
a kutatasi irdnyt folytatva meghataroztuk azokat a modularis csoportalgebrakat is,
amelyeknek a nilpotencia-indexe a kovetkezs legmagasabb érték, azaz |G'|—p+2 [11],
[7].

Korabbi munkankat folytatva meghataroztuk azokat a G véges p-csoportokat, me-
lyeknek K G csoportalgebrajaban taldlhato filtralt multiplikativ bazis [6]. Szintén a
csoportalgebrak korében leirtuk azokat az eseteket, amikor a csoportalgebra szimmet-
rikus egységei valamilyen azonossagnak eleget tesznek [8].

A [10] dolgozatunk a hires Zassenhaus sejtéssel foglalkozik, mely szerint egy véges



csoportnak az egész szdmok gyiirtije feletti csoportgytirtijében minden véges rendi
egység konjugélt valamely csoportelemhez a racionalis test feletti csoportalgebraban.
Luthar és Passi médszerét alkalmazva kimutattuk példaul, hogy a sejtés igaz a ha-
romdimenzios krisztallografiai pontcsoportokra, illetve a PSL(2,p) csoportokra a sej-
tésnek egy p-variacidjat fogalmaztuk meg.

Vizsgaltunk kiilonféle krisztallografiai csoportokat is [9]. Tébbek kozott megmu-
tattuk, hogy végtelen sok nem-izomorf olyan felbonthatatlan torziémentes krisztal-
lografiai csoport létezik, amelyeknek a holonémia csoportja az A, alternalé csoport.

A [12] cikkben a p-adikus szamtest egy elagazé bévitése additiv csoportjanak a p
elemi ciklikus csoporttal vett csoport-bévitéseit tekintettiik &t.

A [30] dolgozatban olyan csoportelméleti kérdéseket vizsgaltunk, amelyeket bizo-
nyos analog gytirtielméleti eredmények inspiraltak. Meghataroztuk mindazokat a fel-
oldhat6 csoportokat, amelyekben [[A, B],C| = [A, [B, C]] tetsz6leges normalosztokra
teljesiil. Példat mutattunk arra, hogy altalaban ez a tulajdonsag normalosztékra nem
oroklédik. Olyan végtelen csoportot is konstrualtunk, amelyben barmely két normal-
osztora [A, B] = AN B teljesiil, de ugyanez mar nem igaz a csoport egy alkalmas
normalosztéjaban.

Egy csoportot “capable” csoportnak neveznek, ha el6all egy csoport centrum szerinti
faktoraként. Megmutattuk, hogy ilyen csoportokra |G : Z(G)| < |G'|F, ahol k =
clog,(|G'|) és ¢ = 2. Ez a becslés egyrészt er6sebb, mint Isaacs egy korabbi eredménye,
masrészt pedig a ¢ konstanstol eltekintve tovdbb mar nem javithato [31].

To6bb dolgozatot készitettiink specidlisan beagyazott részcsoportokkal kapcsolat-
ban. Ezen az uton tjfajta jellemzéseket adtunk péld4aul olyan szuperfeloldhaté cso-
portokra, amelyekben a normaloszté relacié tranzitiv (tigynevezett T-csoportok), il-
letve amelyeknek minden Sylow részcsoportja kommutativ [18]. Vizsgaltuk azokat a
csoportokat, amelyekben az altalanositott Fitting részcsoport Sylowjainak maximalis
részcsoportjai mind S-kvazinormaélisan beagyazottak a csoportban [4], illetve amelyek-
ben (dualis mdédon) az altalanositott Fitting részcsoport primrendi (azaz minimalis)
részcsoportjai S-kvazinormalisak [5].

A csoportok altaldnositasai az ugynevezett ,loop”-ok, ahol az axiémak koziil ki-
hagyjuk az asszociativitist. Ezeknek a strukttradknak a tanulmanyozasa geometriai
motivacioju. Vizsgaltuk azokat a loopokat, amelyeknek a bels6 permutacioi (azaz
a jobboldali és a baloldali szorzasok altal generalt permutaciécsoportban az egység-
elemet fixen hagy6 permutaciok altal alkotott részcsoport) kommutativ [20]. Hatvan
évvel ezel6tt Bruck megmutatta, hogy a 2 nilpotenciaosztalya loopok bels6 permutéa-
cibinak csoportja kommutativ, és felvetette a probléma megforditasat. A [14] dolgo-
zatban olyan loopokat vizsgaltunk, amelyeknél a baloldali transzlaciék halmaza zart
a konjugalasra. Ilyen loopok esetében megmutattuk, hogy ha a belsé permutaciok
csoportja kommutativ, akkor a loop nilpotencia osztalya 2 [17]. Azzal a kérdéssel is
foglalkoztunk, hogy mely Abel-csoportok lehetnek loopok belsé permutéciocsoport-
jai [19], [15]. Ezeknek a kutatasoknak a betetézéseként sikeriilt ellenpéldat talalnunk
Bruck régéta nyitott problémajara, nevezetesen megadtunk egy olyan 27 elemii loopot,
amelyre a bels6 permutécidk csoportja kommutativ, de a loop nilpotencia osztalya 3
[16].

A csoportelmélet univerzalis algebrai alkalmazéasainak keretében az altalunk beve-



zetett 0rokléds, illetve hatvany-6rokl6dé kongruenciahalé fogalméval foglalkoztunk.
Operatorcsoportokat hasznalva véges modularis halok egy viszonylag nagy varieté-
sdba tartoz6 halokat sikeriilt véges algebrdk kongruenciahéléjaként reprezentalnunk
[22]. Ugyanakkor John Snow kérdésére valaszolva az M3 halénak olyan kongruencia-
reprezentaciojat taldltuk a Higman—Sims csoport segitségével, ami nem hatvany-
6roklsds [28].

Szintén az univerzalis algebrai alkalmazasok soraba tartozik az a munkank [29],
amelyben feltirtuk a Rosenberg altal leirt maximalis klénok és az O’Nan—Scott tétel
altal jellemzett maximalis permutéaciécsoportok kozotti kapcsolatokat.

Uj témaként kezdtiink foglalkozni az algebrai problémak bonyolultsaganak ta-
nulmanyozasaval. A [33]| dolgozatban a szamitastudomanyban alapvetd jelentGségi
constraint satisfaction problem vizsgalataval kapcsolatban igazoltuk, hogy ez polino-
midlisan ekvivalens egy kénnyen megfogalmazhaté algebrai bonyolultsagi kérdéssel.
Alkalmazasképpen megmutattuk, hogy a kételemii test f6lotti 2 x 2-es matrixokra a
szoprobléma coNP-teljes.

Vizsgaltuk a széprobléma elddnthet&ségét véges csoportokra is. Bebizonyitottuk,
hogy nem feloldhaté véges csoportok esetén az azonossag-ellenérzés problémaja NP-
teljes [24]. A [23] dolgozatban bebizonyitottuk, hogy bizonyos metaciklikus cso-
portokra az azonossig-ellendrzés probléméja konnyd. Ennek sordn megvélaszoltuk
Klima, illetve Goldmann és Russel egy kérdését: az egyenlet-megoldhatésag problé-
maja az S3 csoportra P-beli. Véges félcsoportok folotti kifejezéseket is vizsgaltunk
bonyolultsagelméleti szempontbdl. A teljesen 0-egyszerti félcsoportok osztalyara ka-
rakterizaltuk a termekre és polinomokra vonatkozo feladatok bonyolultsagat [34]. Be-
fejeztiik az in. termsigma probléma bonyolultsdganak leirasat véges matrixgytirikre.
A [36] dolgozatban a véges gytriik folotti kifejezések egyenlGségét eldonts algoritmu-
sok bonyolultsdgaval foglalkoztunk. A korabbi vizsgalatok teljessé tételéhez a 2- és
a 3-elemii test folotti 2 x 2-es matrixgytiriik vizsgalata hianyzott. (Ezekben az ese-
tekben az invertalhaté matrixok csoportja feloldhatd, a tobbi esetben viszont nem —
segitségével azt sikeriilt megmutatni, hogy mar a matrixok félcsoportjara vonatkozo
azonossag-probléma is NP-teljes. A [37] dolgozatban megvélaszoltuk Lawrence és Wil-
lard egy kérdését: Igazoltuk, hogy a 2 elemii test folotti kétszer kettes matrixgytiriire
az azonossagellen6rzés problémaja coNP-teljes.

Aszimptotikus becslést adtunk az 6telemti Brandt-félcsoport altal generalt varietés
szabad spektrumanak logaritmusara [25].

A [35] dolgozatban egy csoportelméleti szimmetria feltételnek eleget tevs gytirii-
osztalyt irtunk le. Igazoltuk, hogy ezen gytiriik radikalja nilpotens, és a szerintiik vett
faktor véges.

Véges részbenrendezett halmazokkal kapcsolatos vizsgalatainkban [26] karakteri-
zaltuk azokat a részbenrendezett halmazokat, amelyeken definidlhaté monoton majd-
nem egyhangusagi fiiggvény (azaz olyan, amelyre f(x,...,z,y,x,...,z) = x barmely
poziciéban is legyen az y). A részbenrendezett halmaznak itt megjelend tulajdonsa-
gat abszolat OsszefiiggGségnek neveztiik el. Az abszolut Osszefiiggs részbenrendezett
halmazokon monoton Jénsson-fiiggvényeket konstrualtunk.

Téarsszerzokkel egyiitt elkésziilt a [27] konyv, ami a kordbbi magyar nyelvii valtozat



lényegesen atdolgozott és kibovitett kiadasa.

A palyazat el6zményének tekintheté6 T29132 szamu OTKA kutatocsoportjanak
résztvevGje volt Szabo Edit is. Két dolgozatat hatrahagyott jegyzeteibdl halala utan
rendeztiik sajto al4, ezeken a mostani OTKA szamot tiintettiik fel. A [38] dolgozatban
Gerhard Pazderski 6tlete nyomén bevezettiik az abszolut feloldhato6 csoport fogalmét.
Ezek azok a csoportok, amelyek minden f6faktorukon abszolat irreducibilisen hatnak.
Megmutattuk, hogy az abszolut feloldhat6 csoportok forméaciét alkotnak, azonban
ez a formaci6é nem telitett. Jellemeztiik azokat a csoportokat is amelyeknek minden
részcsoportja abszolit feloldhato, ezek mar telitett formaciot alkotnak. Végiil a [39]
cikkben megmutattuk, hogy minden feloldhat6 csoport részcsoportként beigyazhatod
abszolut feloldhat6 csoportba.
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