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FERDE KULPONTOS NYOMASRA IGENYBE VETT
BETON ES VASBETON KERESZTMETSZETEK
SEMLEGES TENGELYENEK MEGHATAROZASA
RUGALMAS, BEREPEDT ALLAPOTBAN

SIPOS ANDRAS ARPAD* — JUHASZ KAROLY PETER** —- DOMOKOS GABOR***

Vasbeton szerkezetek alakvaltozasait, elmozdulésait a rugalmas, berepedt, ugynevezett II. fe-
sziiltségi allapotban szoktak vizsgalni. Kiilpontos nyomas esetén a semleges tengely meghatarozasa
nemlinearis egyenletek megoldasat koveteli meg. A Vasbeton szakirodalomban nincs altalanosan el-
fogadott mddszer, ennek feltehetéen az az oka, hogy eddig alkalmazott eljarasok bonyolultak, és
konvergencidjukrol keveset lehet tudni.

Dolgozatunkban egy olyan 0j eljarast mutatunk be, melynek alapja egy direkt rekurzid, és amely
az egyvaltozos, szimmetrikus esetben alkalmazott, sokszor Pelikan-félének nevezett iteracios eljaras
(Pelikan, 1972) természetes altalanositasanak tekinthetd. A legegyszeriibb esetben (beton téglalap
keresztmetszet) bizonyitani tudtuk, hogy az eljaras mindig konvergal, tehat kedvezdbben viselkedik,
mint az eredeti Pelikdn-modszer. Bonyolultabb esetekben ugyanezt a kedvezd globalis konvergenci-
at tapasztaltuk numerikusan.

Kulesszavak: vasbeton, ferde kiilpontos nyomas, II. fesziiltségi allapot, szamitégépes program,
berepedt keresztmetszet, Pelikan-féle eljaras, semleges tengely, iteracio, konvergencia

1. BEVEZETES

Vasbeton szerkezetek alakvaltozasait, elmozdulésait a rugalmas, berepedt, ugy-
nevezett 1. fesziiltségi allapotban szoktak vizsgalni. Kiilpontos nyomas esetén a
semleges tengely meghatdrozasa altalaban masodnal magasabb foku egyenletek
megoldasat kdveteli meg. A vasbeton szakirodalomban nincs altalanosan elfoga-
dott megoldasi médszer, ennek feltehetden az az oka, hogy az eddig alkalmazott
eljarasok bonyolultak, és konvergenciajukrol keveset lehet tudni. Bar ilyen tipust
egyenletek megoldasara tobb algoritmus is létezik, a szakirodalomban jobbara
csak a probléma felvetése talalhatdé meg (Cosenza, 1997). Azon dolgozatok
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(Brondum-Nielsen, 1980, 1984, 1986; Rodriguez-Guterrez — Aristizabal-Ochoa,
2000; Yen, 1991), melyek a feladat megoldasat is kozlik, tobbnyire valamely alta-
lanos megoldo6 algoritmussal dolgoznak (pl. Newton—Raphson-mddszer, Gauss-
modszer), vagy optimalizalasi feladatra vezetik vissza a problémat, de maganak a
megoldo eljarasnak a konvergenciajaval nem foglalkoznak. Az emlitett szerz6k
koziil egyediil Troels Brondum-Nielsen foglalkozott a bonyolultabb algoritmust
igényld masodik fesziiltségi allapottal, a tobbiek mind a harmadik fesziiltségi alla-
potra vezettek le megoldasokat. Brandum-Nielsen minden cikkében a két dimen-
zi0s Newton-Raphson-iteraciot hasznalja a nemlinearis egyenletek megoldasara.
Az eljarasrol elismeri, hogy egyes bemend adatokra divergal, ilyen esetben mas
becsiilt érték felvételét és 1) szamitast javasol (Brendum-Nielsen, 1984).

Dolgozatunkban egy olyan j eljarast mutatunk be, melynek alapja egy direkt
rekurzid, és amely az egyvaltozos, szimmetrikus esetben alkalmazott, sokszor Pe-
likan-félének nevezett iteracios eljaras (Pelikan, 1972) természetes altalanositasa-
nak tekinthetd. A Pelikan-modszerhez képest az altalanositas egyrészrél a dolgozo
keresztmetszet darab kivalasztasat, mas részrdl a ferde kiilpontossag kezelését
foglalja magaban. A legegyszeriibb esetben (beton téglalap keresztmetszet, egye-
nes kiilpontossag) bizonyitani tudtuk, hogy az eljaras mindig konvergal, tehat ked-
vezdbben viselkedik, mint az eredeti Pelikan-moddszer. Ferde kiilpontossag és
Osszetettebb keresztmetszetek esetében ugyanezt a kedvezd globalis konvergenci-
at tapasztaltuk numerikusan.

Eljarasunk lényege, hogy egy tetszélegesen megadott egyenessel (semleges
tengely), a keresztmetszetet két részre vagjuk szét. A doféspontot tartalmazo rész-
re megoldjuk az egyensulyi egyenletekbdl levezetett egyenletrendszert, amely egy
uj semleges tengelyt ad meg. Az iteracio kovetkezd ciklusa ebbdl az G semleges
tengelybdl, illetve az altala kivagott keresztmetszet darabbol indul ki. Vizsgaloda-
sainkban ennek az iteracionak a konvergencia-tulajdonsagaira voltunk kivancsiak.

Dolgozatunkban elGszor az eljaras szilardsagtani és matematikai alapjait ismer-
tetjiik, illetve megadjuk egyes jeldlések definicojat, jelentését. Az altalanos algo-
ritmus részletes ismertetése utan homogén téglalap keresztmetszet esetén bebizo-
nyitjuk, hogy szimmetrikus kiilpontos nyomas esetén a dolgoz6 keresztmetszet
rész megfeleld kivalasztasa a konvergencia-tulajdonsagokat er6sen befolyasolja;
helyes valasztas esetén az eljards minden kiindul6 érték esetén konvergal. Végiil
Osszefoglaljuk eredményeinket, valamint az algoritmus alapjan készitett program
segitségével érdekes példakat mutatunk be.
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2. MATEMATIKAI LEIRAS

2.1. SZILARDSAGTANI ALAPOK

Beton keresztmetszeten olyan keresztmetszetet értiink, amely homogén anya-
gu, csak nyomoszilardsaggal rendelkezik, rugalmas fesziiltségi allapotban van.
(Vizsgalatuknal nem vessziik figyelembe az anyag folyasi fesziiltségét, tehat nem
kertilhet részben vagy teljesen plasztifikalodott allapotba.) A kiszamolt semleges
tengelyhez természetesen hozzarendelhetd egy, a doféspontban miikddd legna-
gyobb erd, amelynél a beton még nem folyik meg. Ilyen rugalmas hatareré minden
esetben talalhatod, mi azonban nem foglalkozunk kiszdmitasaval.

Vasbeton keresztmetszeten olyan keresztmetszetet értiink, amelyre mindaz
igaz, amit a beton keresztmetszetnél emlitettiink, de ezenkiviil rendelkezik hiizo-
szilardsaggal is rendelkezd tartomanyokkal. Ezeket ezenttll vasnak, vasaknak fog-
juk hivni. Ezeknek a részeknek a fesziiltsége n-szerese a betonénak. Ez azt jelenti,
hogy n-szeres teriileti, inerciaju betonként vessziik figyelembe a vasakat. Szilard-
sagtanilag n értéke a rugalmassagi modulusok hanyadosa, de konstansokrol 1évén
sz0, ennek az iteracios vizsgalat szempontjabdl nincs jelentdsége. n konkrét ke-
resztmetszetek vizsgalatanal valik fontossa, hiszen igy lehet figyelembe venni az
anyagtulajdonsagok mellett példaul a beton ktszasat is. A keresztmetszetben tobb
ilyen tartomany is lehetséges, ezek szamat v-vel jeldljik.

Feltessziik tovabba, hogy a Hooke-torvény és a Bernoulli—-Navier-hipotézis ér-
vényben van, valamint, hogy az eltolodasok ¢s elforduldsok megfeleléen kicsik.
Az erdket, nyomatékokat, és a koordinatapontokat vektorok irjak le, a valasztott
koordinata-rendszer adja meg az elgjeliiket.

A levezetés sordn a keresztmetszet alakjara semmilyen megkotést nem tesziink.
Globalis [XY] koordinata-rendszeren egy, a keresztmetszethez képest rogzitett,
egyébként tetszSlegesen elhelyezd koordinata-rendszert értiink. A dolgozo ke-
resztmetszet-darab sulypontjaban elhelyezkedd, a globalis koordinata-rendszer
tengelyeivel parhuzamos koordinatatengely(i [xy] koordinata-rendszert nevezziik
lokalis koordinata-rendszernek.

A fenti feltevések miatt egy adott keresztmetszet dolgozo részében a ¢ fesziilt-
ségek sik szerint oszlanak meg. Ezek szerint a semleges tengely egyenlete lokalis
[xy] koordinata-rendszerben felirva:

ax+by+c=0, (D

ahol a, b, c konstansok, értékiiket az egyensulyi egyenletekbdl kapjuk c értéke koz-
vetleniil adodik a vetiileti egyenletbdl:
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c=——, )

ahol A4 a dolgozo keresztmetszet-darab teriilete (Pelikan, 1972). A semleges ten-
gely egyenlete (1) és (2) alapjan:

1
+ by ——=0. 3
ax 3)

A (3) képlettel adott semleges tengely x7,yr tengelymetszeteit a lokalis rend-
szerben adott a és b esetén az alabbi képletek szolgaltatjak:

1
- 4
1 aA’ ()
1
=—. 5
Yr A (5)

2.2. AZ ITERACIO ALTALANOS ALAKJA

Jeloléseinknél a tovabbiakban felsd index mindig az iteracio adott 1épésére utal,
mig az alsé index a kiilonleges, a szamitas szempontjabol 1ényeges pontok megkii-
lonboztetésére szolgal (pl.: doféspont).

Kiilpontos nyomas esetén, nyomoszilardsaggal csak részben rendelkezd ke-
resztmetszeteknél a semleges tengely helyének meghatarozasat altalanosan két-
valtozos iteracioval végezziik. Kétvaltozos iteracio altalanos alakja:

r't =F@r'), (6)
ahol:
F:R* > R?.
A dolgozatunkban bemutatott eljaras esetén az F' leképezést egymasba agyazott
fliggvények formajaban fogjuk megadni, ugyanis ez leegyszertisiti az algoritmus

1épéseinek szétvalasztasat. Hét 1épésben adjuk meg a leképezést, tehat F a kdvet-
kez6 alakban fog megjelenni:

F =F, oF oF oF, oF; oF, oF, . (7
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Az iteréacio i-edik lépésének bemend adata a semleges tengely i-edik (kozelitd)
allapotanak (X7, Y7') globélis tengelymetszetei (melyek a (6) egyenletben szerepls
r vektor komponensei), a doféspont (Xp,Yp) koordinatai, a keresztmetszet kontur-
janak (X}, Y, j=1,2, ..., Ny toréspontjait tartalmazo (2xNy) méretii K, matrix a glo-
balis koordinata-rendszerben, valamint a vasak stlypontjanak koordinatait és terti-
letét tartalmazo Vo matrix és n értéke, kimeno adata pedig a semleges tengely ten-
gelymetszeteinek (i + 1)-edik (X7, Y;'™") értéke. Az iteracio belsé magja a semle-
ges tengely lokdlis koordinata-rendszerben felirt egyenletének egyiitthatoi kozott
teremt kapcsolatot.

A semleges tengely helyzetével kapcsolatban fontos kérdés, hogy a ,kettéva-
gott” keresztmetszet melyik felét tekintjiik dolgozoé keresztmetszetnek. Ha mindig
a semleges tengely ugyanazon oldalan elhelyezkedd darabot valasztjuk, akkor el6-
fordulhat, hogy nem a d6féspontot tartalmaz6 részre irjuk fol az egyenleteket, ami
szilardsagtani szempontbol helytelen. (A fesziiltségi €ktest sulypontja ilyenkor
nem eshet egybe a dofésponttal.) Egyenes kiilpontossag szamitasanal e disz-
kusszié elmaradasa esetén (Domokos, 1987) kaotikus viselkedést tapasztalunk.
Homogén, téglalap keresztmetszet esetén megmutatjuk, hogy ez a kiilonbségtétel
Iényeges (3. fejezet), az iteracio fixpontjainak szdmat kett6r6l egyre csokkenti. 4
fentiek alapjan a dolgozatban taglalt eljarasndl minden esetben a doféspontot tar-
talmazo keresztmetszet-darabot tekintjiik dolgozonak.

2.3. AZ ITERACIO ISMERTETESE

A kozelitd eljaras leirasa az el6zéek alapjan a kovetkezd: tekintsiink egy ho-
mogén keresztmetszetet, melyre a D (X, Yp) pontban egységnyi nyomderd hat
(1. abra).

Az aktuélis semleges tengely helyzetébdl (melyet X7,Y7 jellemez) a Weiler—
Atherton-algoritmus (Weiler & Atherton, 1977) segitségével, valamint a dolgo-
z06 keresztmetszet-részre vonatkozo hipotézisiink alapjan meghatarozzuk a dolgo-
76 keresztmetszet-rész kontrjanak sarokpontjait tartalmazé (2xN') méretii
K' (i=1,2, ...) matrixot, ahol N az i-edik 1épésben a dolgoz6 keresztmetszet darab
toréspontjainak szama. (Az algoritmus ismertetése a fliggelék elsd részében talal-

hato.)
, X! X
K'=F, "ILK,. Ve, 7 - (8)
YTI~ YD
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1. abra

Mivel a Kq és V matrix, valamint az (Xp, Yp) koordinatak konstansok, ezért a
tovabbiakban ezeket, mint fliggetlen valtozokat nem tiintetjiik fel.

A K’ métrix a bemend adata a (Petersen, 1982) algoritmusnak, mely alapjan a
sokszog A' teriilete ¢és stilypontjanak globalis X¢, Y5 koordinatai hatarozhatok meg
az 2. fiiggelékben megadott modon.

i i X’T
A =F,K)=F|F |||, 9)
YT
X ; X7 X;
S\=F, (KA =F|F|| T LET L (10)
Y Y; Y;

Jeldljék konvencio alapjan az I és D szimbolumok a keresztmetszet inercia és
devidcios nyomatékait (pl.: 7 = L y>dA). Inhomogén keresztmetszetrsl 1évén

sz0, a megfeleld mennyiségeken a kdvetkezd Osszegeket értjiik:
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N -
Ibelon,v + 2 Ivax X
Jj=1

v x4
= ]bemnxy +;Ivas,y :F4 [K ’LYS

V
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N—

=F,|F, FX:TT FL(K',4) | (1)
v ]

U <
| —

&
<

A fenti képletekben 1, 1,, D,, szamitasat (Petersen, 1982) felhasznalasaval vé-
gezziik, az F, fliggvényt a 2. fiiggelék tartalmazza.

Jelolje m az egységnyi er6 keltette forgatonyomatékot a lokalis koordinata-
rendszerben, m, és m, pedig legyenek a nyomatékvektor x és y tengely irdnyt kom-
ponensei, de m,-et x tengely iranyaval ellentétesen tekintjiik pozitivnak (1. abra).
Az m, és m, komponenseket az eddigi adatok segitségével meghatarozhatjuk:

mel_| Y=Y, —F. X5 —F.(F.(K' 12
m;_X;—XD_S Ysi _5(3( )) ( )

Ezen jelolések felhasznalasaval az (1) egyenletben szerepl6 a és b egyiitthatok a
kovetkezo vektor egyenletbdl szamithatoak (Tarnai, 1996):

[*%}

Iu=m, (13)
ahol':

A (13) egyenletbdl az u vektor kifejezhetd:

ui+] :(Ii)flmi’ (14)
"' Az eredeti dolgozat alapjan:
|— Xy IX -I
I=| ~ ,
L_IV -D, J

az eltérés abbol adodik, hogy a szerzd kovetkezetesen balsodrast koordinata-rendszert hasznal, mig
a program egyszerusitése céljabol mi az 1. dbra szerinti iranyokban tekintjiik pozitivnak a nyomaté-
kokat, ami I egyes elemeinek megvaltoztatja az elGjelét (Becker, 1989).
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ezt kifejtve:
Diy _Ii
i+1 Di Z_Iili Di‘ 2_[i[f ml‘
a. — ( xy) . xTy ( x)/) . xTy J\ , (15)
b —1 y D Xy mwl

i 2 iri i 2 iyi
(D) —1.1, (D) —11,
ami a kovetkezd alakban is irhato:

. I, ; » -
a™ o m X X
i+1 :FG ]y > i :Fé F4 K’, i ’F3 i ’ (16)
b D! m, ¥ Y
Xy

Az iteracios ciklusban tehat a €s b egyiitthatok keriilnek meghatarozasra, de a
kovetkezd ciklus elkezdéséhez a semleges tengely globalis tengelymetszeteire van
sziikséglink, hiszen a lokalis koordinata-rendszer minden iteracios 1épésben mas-
hova keriil. A lokalis koordinata-rendszerben vett tengelymetszeteket a (4) és (5)
egyenlet alapjan kaphatjuk meg. A globalis tengelymetszetek pedig a kdvetkezdk:

1 X I )
Xi+l e S ai+1 . Xi IV mi . .
|: ,-T+1:|= a 1A =F7[|: ,-+1:|>A ’|: f:|]=F7 Fg|| 1, s|: ,:| L (KK 4) |(17)
S vt b % b, |L™

Mivel mind @, mind b lehet 0, vagy tarthat 0-hoz vagy végtelenhez (a semleges
tengely parhuzamos valamelyik koordinatatengellyel), az iteracid vizsgalatara irt
programokban ezek az esetek kiilon diszkussziot igényelnek, hiszen matematikai-
lag itt szingularitas 1ép fel, ugyanakkor a semleges tengely szempontjabol ez bar-
melyik masik helyzettel egyenértékii esetnek tekinthetd.

Programjainkban a szingularitas kiszlirését kétféleképpen oldottuk meg. A Ba-
sic nyelven irt program a semleges tengely meredekségét vizsgalja, a C nyelvii
program (15) egyenlet megoldasaként kapott a,b értékeket diszkutalja.

Osszefoglalva az algoritmust, az iterdcid egy dnkényesen felvett semleges ten-
gellyel kezdédik, vagyis egy szabadon valasztott X', ¥7' értékekkel. A kovetkezd
1épések titjan jutunk el az 1j semleges tengelyt jellemzd X7, Y/’ értékekhez (a 1épé-
sek ala irt szamok a vonatkozé egyenletekre utalnak):
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F, F),F; Fy Fs Fs F;

I A
Xi X ' Xi x i i+1 Xi+1

[ ,_T},KO,VO,[ D}—)K‘—)A,{ f}—> I, —{mj}—{“m}—{ ;1} (18)
YT YD YS D m,V b YT

xy

® .10 an - dz de  (17)

Xy =F A7 19
Y;+1 - Y]{ H ( )

ahol F a (7) egyenlettel megadott sszetett fiiggvény.

Alapvetd kérdésiink, hogy az ismertetett iteracio konvergens-e. A konvergencia
eldontése matematikailag a Cauchy-féle konvergencia-kritériummal lehetséges:
egy (a,) sorozat pontosan akkor konvergens, ha minden eeR"-hoz létezik egy
noeN gy, hogy minden n,m>ng-ra teljesiil:

vagyis

a, —am‘<a (20)

Az altalunk numerikusan ellenGrzott kritérium:

a,—a, |<e 1)

n

Ez természetesen gyengébb, mint a Cauchy-féle kritérium, azonban az nu-
merikusan aligha ellendrizhetd.

3. KONVERGENCIA VIZSGALATA HOMOGEN TEGLALAP
KERESZTMETSZET ESETEN

3.1. A PROBLEMA LEIRASA, JELOLESEK

Tekintsiink egy téglalap alakl, homogén keresztmetszetet (2. abra). A kereszt-
metszetre a D pontban nyomderd hat, ahol D rajta van az egyik stulyponti f6tenge-
lyen. Az iteracié csak egyvaltozods, ha az iteracio kezdetéil felvett semleges ten-
gely merdleges a jelzett szimmetriatengelyre. Esetiinkben ez Y tengely, igy
Y7'=Y7*=... Y/ = 0, és a szimmetria miatt helye az iteraci6 folyaman mindig a vég-
telenben marad. Egyvaltozos iteracio altalanos alakja:

xizf(xi—l)‘ (22)
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A 2. abra alapjan a doféspont és a téglalap kozelebbi oldalanak tavolsagat jelol-
juk A-val, a tavolabbi oldalét g-vel. A globalis koordinata-rendszer origoja az erd
doféspontja. Feltessziik tovabba, hogy g > 2/, ez nem mas, mint a kis kiilpontossag
esetének kizarasa.

El6szor megmutatjuk, hogy az el6z6 fejezetben levezetett egyenletekbdl az
egyvaltozos eset egyenlete milyen modon szarmazik.

|
i
Py g :
i
E
|
D i Globalis X
|
: > DEFESPONT
I
i L
> id
24
oY
=
voie
2. abra
Mivel X szimmetriatengely,
D, =0. (23)

A globalis koordinata-rendszer a doféspontban van, tehat:
Xp =0, (24)
Yp=0. (25)

Ezek alapjan a (16) egyenlet (12) felhasznalasaval a kovetkez6képpen alakul:

0 e X
al 0-717'17" Ty =0 | 17
= - , =l | 26)
bt _I’ 1 Xt—l _ 0 Yt—l (
v O S S

0-1'1" 1"
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(17) és (26) egyenlet alapjan:

i-1

1 » 1
X |t
vi| | 1 || 1! o @7
' biAi*1 +YS i—f i-1 +YS1_1
Y4

Figyelembe véve, hogy feltevésiinkkel egyezden Y7'= oo, a kétvaltozos iteracid
egyvaltozossa valik. Ez kovetkezik abbol is, hogy nyilvanvaléan Y5 = 0. Az abra
jeloléseit és a téglalap inercidjara, stlypontjara és teriiletére vonatkozd ismert
Osszefiiggéseket, illetve algebrai atalakitasokat hasznalva (27)-bél a kovetkezd
egyenletre jutunk:

b(X + h)’
_ i1 12

M=yt S +[ 2
s ( 5 —h)b(X+h)

i-1
i

1
(X’ + )
Xrh —hj:f.(zs)
E(Xz _hZ)

Szorozzuk meg a jobb oldalon all6 kifejezés szamlalojat és nevezdjét egyarant a
keresztmetszet A teriiletével. Az igy kapott kifejezés nem mas, mint a Pelikan-féle
iteracios eljaras a semleges tengely meghatarozasara egyenes kiilpontossag eseté-
ben. (A 3. fiiggelékben megadjuk a Pelikan-féle iteracids eljaras kiterjesztését fer-
de kiilpontossag esetére.)

Az iteral6 eljaras fiiggvénye tehat a kovetkezd alakban irhaté (Domokos,
1987):

7 ‘:(X3 + 1)
fo)=d = (29)
B E D

ahol /, a dolgozd keresztmetszet inercidja, S, a dolgozo keresztmetszet statikai
nyomatéka a dofésponti tengelyre (Pelikan, 1972).

A tovabbiakban a (29) egyenletben szerepld egyvaltozos iteracio konvergencia-
tulajdonsagait vizsgaljuk.

Ha figyelembe vessziik, hogy mindig a semleges tengely doféspont feloli oldala
dolgozik, akkor a fliggvénynek két tartomanya lesz, hiszen ha az iteracio soran a
semleges tengely atkeriil a doféspont masik oldalara, akkor a keresztmetszet masik
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oldala fog dolgozni. f{X) felirdsanal figyelembe vessziik a keresztmetszet hatarait

is, vagyis 0sszesen négy tartomanyt kiilonboztetiink meg.

f(X) teljes alakja:
Xe(g, o]
HORYS
f(X):A7= const.
E(g —-h)
Xe[0,g]
)i I:(X3 + 1)
f)=L=3——
SV é 2 _p2
B )
Xe[-h,0)
LSE )
fx)=9-=
Y E(gz—(—Xﬁz)
Xe[—o0,~h)
A
I g(h3 +g°)
f(X)=i:A7:const.
v =)

3.2. F(X) FUGGVENY TULAJDONSAGAL VIZSGALATA

A fliggvényvizsgalat eredményei (3. dbra):
* X=hés X =0helyen a fiiggvénynek szakadasa van.

(30)

€2))

(32)

(33)
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X=-g X=-h £(x) x=g
Y-x
Cy=2/3x
1 Fizpont (2h,2h
f<o>:2/3g—/ " (eh
X
£(0)=-2/3h
VL. Ve oW, o, ome . om L

3. abra. f(X) fliggvény menete

e X = 0-nal maximum, minimum, X = 24, helyen pedig minimum van;

0)" =-2/3h,
A0) =-2/3g,
f2h) = 2h.

e Aszimptota: X = h
* X = f{X) egyenlet gyoke: X; = 2h, vagyis az iteracionak csak egy fixpontja
van.

3.3. KONVERGENCIA BIZONYITASA

A bizonyitasban tartomanyokra osztjuk a fliggvény értelmezési tartomanyat, a
konvergenciat a fixpont vonzaskorzetére latjuk be (Domokos, 1987), és bebizo-
nyitjuk, hogy az értelmezési tartomany tobbi részébdl inditva az iteraciot, véges
szamu lépésben a fixpont kornyezetébe jutunk.
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. Xe(g,«©]

fiX) = const. > 2h, ebbdl a tartomanybol az iteracio az els6 1épésben a [2h,g]
tartomanyba kerdl.

Il. Xe[2h,g]

(Domokos, 1987) bizonyitasa kiillpontos nyomasra éppen errél a tartomany-
rol allitja, hogy az iteracio a (2h,2h) fixponthoz konvergal, a tartomanyt nem
hagyhatja el.

1. Xe(h,2h)

Innen inditva x' masodik értéke mar az X > 2A tartomanyba esik, hiszen a
fliggvény minimuma X = 2/ helyen 24. Vagyis a masodik 1épéstdl az 1. vagy
II. tartoméanyra mondottak igazak, ebben az intervallumban az iteracioval
nyert sorozatnak legfeljebb egy eleme lehet.

IV. Xe[0,h)

Ebben a tartomanyban a fiiggvény szigoruan monoton csdkken, maximuma
az x = 0 helyen —2/34 értékii. Vegyiik észre, hogy a fiiggvény értékkészlete a
minimumok — maximumok alapjan: [—o0,—2/3h]U[2/3g,+0], vagyis az itera-
ci6 soran az X soha nem keriilhet az [-2/3h, 2/3g] tartoméanyba, vagyis a [0,h]
intervallumbdl csak akkor indul iteracio, ha X-t els6 1épésben ide vessziik fel.
Ez azért fontos, mert igy valik biztossa, hogy nem alakul ki osszcilacio az ite-
racio folyaman.

Mivel a fliiggvény ezen a tartomanyon mindenhol negativ, biztos, hogy X' <0,
hai=2.

Ebben az intervallumban tehat az iteraciobol képzett sorozatnak legfeljebb
egy eleme lehet, az is kizarolag a kiindulasi érték.

V. Xe[-h,0)

Ezen a tartomanyon f{X) szigortan monoton cs6kken, minimuma X — 0 ese-
tén f{X) > —2/3g. Az iteracid ebbdl a tartomanybdl azonnal a pozitiv oldalra
keriil, mégpedig mivel g > 24, biztos, hogy, X'*' > h, ha X'e[-h,0).

VI. Xe[—0,~h]

Ebben a tartomanyban f{X) konstans, értéke pozitiv, vagyis az iteracio egy 1¢-
pésben a [h, o] intervallumba kertil at.

Osszefoglalva a [2h, g] tartomany kivételével minden tartomanyban legfeljebb
egy lépés lehet, ez azt jelenti, hogy a legrosszabb esetben is ([0,h]—>[-h,0]
—[h,2h]—[2h, «]) 3 1épésen beliil az iteracié bekeriil abba a tartomanyba, amely-
ben szigortian konvergens.
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4. A SEMLEGES TENGELY HELYENEK MEGHATAROZASARA
IRT PROGRAMOK MUKODESE

Munkank soran két program sziiletett a probléma vizsgalatara. Az egyiket Basic
nyelven, a masikat C nyelven irtuk. Alapvet6 kiilonbség koztiik, hogy masképp ke-
zelik a mar emlitett szingularis eseteket (egyenes kiilpontossag), és hogy a C nyel-
ven irt program a Weiler—Atherton-algoritmusként (Weiler & Atherton, 1977) is-
mert poligondarabolé modszerrel tetsz6leges oldalszamu és belsd szogl kereszt-
metszeteket old meg.

Az eltér6 nyelvi szintaxis és implementacié ellenére a két program ugyanazokra
az eredményekre vezetett: probalkozasaink soran minden kiindul6 értékbdl kon-
vergens viselkedést tapasztaltunk.

A vizsgalatok elvégzésére kiilon algoritmus szolgalt, mely megadott intervallu-
mon valtoztatta a kivalasztott valtozot és a semleges tengely helyét. Altalunk meg-
adott 1épésszam utan, adott hatarral vizsgalta, hogy az egymast kovetd iteracios 1é-
pések kozott van-e ciklikus, vagy pedig adott hatarnal kisebb az eltérés, amit a
konvergencia numerikus igazolasanak tekintettiink.

5. EREDMENYEK

Dolgozatunkban bemutattunk egy 11j, direkt rekurzion alapul6 eljarast, mely al-
kalmas berepedt, rugalmas vasbeton keresztmetszetek szamitasara. Mddszeriink
het6. Eljarasunk kiemelked&en jo konvergencia-tulajdonsagokat mutat: egyvalto-
z0s esetben, beton keresztmetszetnél bizonyitottuk a globalis konvergenciat, a két-
valtozos, vasalt keresztmetszetnél ugyanezt numerikus szimuldcioval tdmasztot-
tuk ala.

Konnyli programozhatésaga és robusztus konvergencia-tulajdonsagai miatt
modszeriink egy ferdén killpontosan nyomott, illetve aszimmetrikusan feszitett
tartok elmozdulasait szamito program magjaként is szolgalhat.
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FUGGELEK

1. A WEILER-ATHERTON ALGORITMUS ELVE

Egy N, oldalt (nem feltétleniil konvex) sokszoget egy altalanos helyzetii e egyenes metsz ketté.
Az e egyenest két, a sokszdgon kiviili pontjaval adjuk meg, egyenletét paraméteres alakban adjuk
meg, ahol a paraméter értéke a [0,1] intervallumon lehet, a szakasz kezdSpontjaban 0, végpontjaban
pedig 1 az értéke. Metszéspontok keresése esetében az e egyenes egyenletei egy masik, paraméteres
alakban felirt szakasz egyenleteivel egyiitt egyenletrendszert alkotnak. A paraméterekre nézve, vagy
létezik 0 és 1 kdzotti megoldas, €s ezen paraméter hasznalataval a metszéspont meghatarozhato, vagy
nincs megoldas a [0,1] intervallumon, ami azt jelenti, hogy az adott szakasz hosszaban nincs met-
széspont.

Az eredeti sokszog csucsainak koordinatdit a (2xN,) méretii K, matrix tartalmazza, korbejaras
szerinti sorrendben. A metszéssel keletkezd, megtartasra keriil sokszog oldalainak szama legyen N,
(értelemszertien 3 < N' < (N + 1)), a (2xN') méretii K’ matrix tartalmazza a kimetszett alakzat sarok-
pontjait, korbejaras szerinti sorrendben. A K’ matrixot K, matrix megfelel8 sorainak kivélasztasaval
¢és a semleges tengely, valamint a kontur metszéspontjait tartalmazo ujabb sorok beiktatasaval kap-
juk. A Weiler—Atherton algoritmus ezt az atalakitast végzi, tetszéleges (nem feltétleniil konvex) sok-
szogek esetén.

Az eljaras lényege a kdvetkez6: a sarokpontokat egy tetszéleges, nem az e egyenesbe esé ponttal
Osszekotjiik (esetiinkben ez a doféspont (Xp,Yp)), €s megvizsgaljuk, hogy az e egyenesnek van-e met-
széspontja ezzel a szakasszal. Ha van, akkor a szakaszhoz tartozo6 sarokpontot belsének nevezziik, ha
nincs, akkor kiilsének. Ujra sorba véve K, métrix elemeit, a kovetkez6 szabaly szerint jarunk el (az
N'-edik pont utan kovetkez§ pont nem més, mint 1. pont):

— ha egy pont és az utana kovetkezd is belsd, akkor az els6 pont koordinatait beirjuk K’ métrix
kovetkezd tires soraba,

— ha egy pont belsé és az azt kdvetd kiilso, akkor koztiik a sokszognek és az e egyenesnek met-
szése van. Képezziik ezt a metszéspontot és el8szor a pontot, majd a metszéspontot irjuk K’
matrix kovetkezd iires soraiba,

— haegy pont és az utana kovetkezd is kiils6, akkor tovabblépiink a kovetkezd pont vizsgalatara,

— ha egy pont kiilsé és az azt kovetd belso, akkor koztiik a sokszdgnek és az e egyenesnek met-
szése van. Képezziik ezt a metszéspontot és ezt irjuk K’ matrix kovetkez8 tires soraba.

K, matrix 6sszes soranak vizsgalata utan K’ métrixot kapjuk, mely csak a kimetszett, esetleg nem
Osszefliggd sokszogdarab(ok) csticspontjait tartalmazza.

2.N OLDALU SOKSZOG KERESZTMETSZET JELLEMZOINEK SZAMITASA

Mivel az iteracio soran keletkezd keresztmetszet-darabok 3,4,...N oldaluak lehetnek, sziikséges
egy olyan eljaras, mely barmely esetben megadja a vizsgalt sokszog teriiletét, sulypontjat, inercia- és
deviacios nyomatékait. Szamitasainkat (Petersen, 1982) alapjan végezziik, az ott szerepld levezetést
kiterjesztjilk inhomogén keresztmetszetekre, vagyis esetiinkben v, , illetve v, db altalanos helyzet,
kiilonboz6 keresztmetszetli hiizott, illetve nyomott vas is talalhato a keresztmetszetben.
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A kovetkezd egyenletek barmely szabadon valasztott koordinata-rendszerben igazak mi azonban
az egyszerliség kedvéért a globalis XY koordinata-rendszert fogjuk hasznalni. X, Y}, a sokszog j-edik

csucspontjanak koordinatai (j =1, 2, ..., N'), tovabbaXV L =XLY. =T
— A teljes keresztmetszet terijlete (aml nem mas, mint £, ﬁlggveny)
N'
A=Fy(K')= 4y, + 2 Ko =X )+ nZA.m S* ot 1)2AW (34)

— A teljes keresztmetszet sulypontjanak koordinatai (egyben F; fliggvény):

[Xs]_ P
y [T

L Z(X,,H Y.Y) (Y+Y+1)J+n2A\m,Xu,\,+(n 1)2Am,

= 4 . (35)

Vi

1& 1
gz(Xij+l /+1Y) (X +X/+1)_‘+n Avas/va5/+(n_l)ZAm:j vas ,j

Jj=1 Jj=1 Jj=1

| —

L A

— Ateljes keresztmetszet inercianyomatékai, gy, hogy a vas sajat inercidjat elhanyagoljuk, csak
a Steiner-tagot vessziik figyelembe (F;):

I, Z(X] el jHY) [(Y +Y+1) f j+1] Ahetmz(YS)z+nZAvay,j(Yvas,j _YS)Z"'
j=1

+<n—1)ZAm/ s =Y ) (36)
Z(X/ e /+|Y) [(X +X,+|) 7+l]_Ahet0n(XS)z+nZAvas‘j(Xvu.\',j _X5)2+
j=1
+(n=DY A, (X, —X). (37)
j=1

— A keresztmetszet D,,, deviaciés nyomatéka (Fy):

1 N’
EZ( Yoo =X, V) X+ X, )@ +Y,, ) - (X/M X Y] = Ay X Y +
J=1

Y Ay (K =X =Y+ (=DY A, (X, X, ). 37
=l j=1
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3. A PELIKAN-FELE ITERACIOS ELJARAS KITERJESZTESE
FERDE KULPONTOSSAG ESETERE

Legyen a globalis koordinata-rendszer origdja a doféspontban! (Xp =0, Y, = 0) Jelolje S, és S, a
keresztmetszet statikai nyomatékat a megfeleld globalis tengelyekre. A sulypontra vonatkozo ismert
Osszefliggések és (12) alapjan:

[Sy ]
(] [vi-v, 1 _[Y]_ 14| “2)
[t )Ly -, ) L) 'm'
AL
A (17) egyenlet (15) és (47) felhasznalasaval a kdvetkez alakot 6lti:
Di*l 2_[1'71[7'1 ) Dz 1 2 11'7]]7] -1
T ] |r D e T T B S e
(0] | T | 0T LA _|orsTmsh AT
LY;J |# | | (D;vl)z _Ii—]];] . | | (Dz 1)2 11 1]7 S' . |
I.bA'l J \_ lei‘—l_Iiflyifl)Aifl-’_ J I_Dl 1S11 I' 1S11 i-1
s —4Ys DS, ) 4
Ko6z6s nevezoére hozva:
D:l(At ]D11+Sr lszl) III(AI 1[[1+(Sll))—|
Xi Dl,ISI I—IX, ISl.l At 1
x;] OFST-I7S) ”

F
| |
| l 1 Al ]Dl 1 S;ilS)l;il)—I;_il (Al‘fl[if] + (S)I;fl)Z) |'
i-1 gi-1 i—1 qi—-1 i-1
L (DL'ST IS ) A

b

Vizsgaljuk meg, hogy a globalis koordinata-rendszerben mekkorak az inercia és deviacids nyo-
matékok. Ezeket jelolje rendre I, p, I, p, €s Dy, p.

2 2
L, =1 +AF) =1x+A[§J R (45)
- ’ A A
. S\ LA+(S,)
ILD :Iy+A(XS) :I}_+A j :T (46)
SY(S,) D,A+5.S,
nyﬁD =DX}, +AY X :Dx‘, +A[?J 7 :f (47)

(45) — (47) egyenletek segitségével (44) a kovetkezd alakra egyszeriisddik, mely az egyenes kiil-
pontossag eseteiben a megfeleld Pelikan-képletet adja vissza:
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|'D1 ]Di)lD ]x I]:[I)'|

|'X1T‘| i DI ISII It IS!l

Ly 7| oot s |
1

|
| (48)
i-1 gi-1 i—1 Qi—
‘_DS s

4. PELDAK

Ebben a fliggelékben szakirodalombol meritett példakkal hasonlitjuk dssze szamitasi modszeriin-
ket. Minden esetben k6zoljiik az altalunk szamitott egyensulyi Xr,Yr tengelymetszeteket valamint
zarojelben megadjuk az eredeti, hivatkozott miiben szerepld eredményt is. Eljarasunk minden eset-
ben 5 1épésen beliil 1%-os relativ hibahataron beliilre keriilt. Elséként (Yen, 1991) cikkének példai-
bol mutatunk be harmat, itt n=20 értékkel szamoltunk. Itt, valamint a 4. példanal a nyomott vasakat is
n-szeres szorzoval vettiik figyelembe. Yen képlékeny fesziiltségeloszlast feltételezett (itt tehat n érté-
ke nem értelmezhetd), ez magyarazza a kisebb eltéréseket.

1. PELDA — szimmetrikusan vasalt, négyszog keresztmetszetii pillér ferde hajlitasra
(Yen, 1991)

24x36 cm-es vasbeton pillér

X
é‘ Xp=2cm
T Yp=3cm.
Vasalas: 14 db @ 14-es vas az adott elrendezés
§ szerint.
%
Eredmények:
Xt=21,19 cm (20,91 cm)
Yr=36,40 cm (36,31 cm)
g
6.00 12,00 , 600 )
>
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2. PELDA — szimmetrikusan vasalt, négyszog keresztmetszetii pillér egyenes hajlitasra
(Yen, 1991)

48x30 cm-es vasbeton pillér,

6,00

Xp=9,32 cm
Yp=15cm.

]
=18,00

4+
3x6:

Vasalas: 8 db @ 9-es vas az adott elrendezés
szerint.

6,00

Eredmények:
6,00 36,00 6,00 XT = 31,49 cm (32,73 cm)

3. PELDA — L alaka pillér ferde hajlitasra

(Yen, 1991)
»  48x36 cm-es vasbeton pillér, bal also
g X sarkdban 24x12 cm-es kihagyassal
@ ® B » P
b A Xp=33,4cm
M Yp=10,6 cm.
) e ,/a/ s E Vasalas: 10db @ 11 + 11 @ 10-es vas
pd az adott elrendezés szerint.
® g1 A P @
® g1 o - Eredmények:
i e =& e ] Xr=5890cm (54,68 cm)
/,/ b Yr=44,96 cm (40,54 cm)
6,00 e - 6x6=36,00 6,00
> 7
///,
~

Negyedik példank egy tiszta hajlitasra igénybe vett feszitett vasbeton gerenda, itt is n = 4 értékkel
szamoltunk (Rodriguez-Guterrez — Aristizabal-Ochoa, 2000). Rodriguez-Guterrez is harmadik fe-
sziiltségi allapotra oldotta meg a feladatot.
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4. PELDA — négyszog keresztmetszetii, feszitett vasbeton gerenda szimmetri-kus hajlitasra
(Rodriguez-Guterrez — Aristizdbal-Ochoa, 2000)

10x20 cm-es vasbeton gerenda

¢’ \ Hatarnyomaték (mért érték): 692,26 kNcm,
e = X feszitéerd: 119,35 kN, igy:
&2 z Xp=5cm
E ] - Yp=-0,79 cm.
@ S Vasalas: 4 db @ 10-es vas és 2 db @ 7-es feszi-
© tépaszma az adott elrendezés szerint.
3,10, 13,80 3,10,
T 15.00 ] Eredmények:
®ow ‘ Xr=31,47cm (26,74 cm, mért)
> o g7 Yr=491cm (4,44 cm, mért)

Utolsé példaink a modszeriinkhoz legkdzelebb allo, masodik fesziiltségi allapotot vizsgalo elja-
rassal vizsgalt eseteket mutatjak be. (Brendum-Nielsen, 1980, 1986) Itt —az eredeti cikkekhez hason-
loan —n = 20 értékkel szamoltunk, és azt tapasztaltuk, hogy eredményeink akkor egyeznek meg telje-
sen az irodalomban talalhato értékekkel, ha a vasakat a nyomott zonaban is n-szeres teriilettel
vessziik figyelembe. Ha itt (n-1)-szeres szorzot alkalmaztunk, akkor mintegy 1%-os eltérést tapasz-

talhattunk.

5. PELDA —négyszog keresztmetszetii, feszitett vasbeton gerenda tiszta hajlitasra
(Brendum-Nielsen, 1980)

®

5,00

5,00, 10,00

10,00 5,00

> ® 025

70,00

30x80 cm-es vasbeton gerenda
P =251 kN, Mx =300 kNm, My = 50 kNm,
igy:

Xp=-492 cm
Yp=-54,5 cm.

Vasalas: 3 db @ 25-6s vas és 1 db 5 cm®-es feszitd-
paszma az adott elrendezés szerint

Eredmények:
Xr=32,80 cm (33,17 cm)
Yt =64,90 cm (64,25 cm)
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6. PELDA — négyszog keresztmetszetii, vasbeton gerenda tiszta hajlitisra
(Brendum-Nielsen, 1986)

30x40 cm-es vasbeton gerenda

8 x M,=20 kNm, M,= 8 kNm, igy:
Vasalas: 4 db @ 20-as vas az adott elrendezés szerint
Eredmények:
= Xr=-24,8 cm (24,8 cm)
Th 2 Yr=1823cm (18,3 cm)
~ | &
5.00, 20,00 5,00
» o=
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CALCULATING THE NEUTRAL AXIS OF CONCRETE SECTIONS
UNDER BIAXIAL BENDING

Summary

The deflections of concrete structures are commonly investigated under service loads. For
calculating the position of the neutral axis non-linear equations must be solved. There is not an
accepted general method, because the functions, which have been used, are sophisticated and their
convergence features are not known.

This article presents a method for calculating the position of the neutral axis by a direct recursion.
This method can be the generalization of the so-called Pelikan iteration, which can be used for
symmetrical bending. (Pelikan, 1972) In the simplest case (rectangle section) we proved, that the new
method always converges, it behaves better, than the original Pelikan iteration. In more sophisticated
situations we experienced the same global convergence numerically.

Keywords: reinforced concrete, biaxial loads, bending, computer programs, Pelikdn method,
neutral axis, iteration, convergence.






