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A TERMESZETES FAANYAG SZILARDSAGI
FELULETENEK JELLEMZOI*

SZALAI JOZSEF**

Az anizotrop faanyag és faalapu anyagok torésének, ill. teherbirasanak eldrejelzése 1ényegesen
bonyolultabb feladat, mint azt az izotrop anyagok esetében megszoktuk.

Az anizotrop tonkremeneteli elméletek altalaban egy polinom 6sszefiiggést adnak meg a szilard-
sagi hatarallapot fellépésének meghatarozasara. A fesziiltségek terében a feltétel geometriailag egy
(hiper)feliiletet jelent. Amennyiben az anyagtorvény rugalmas, rugalmas-képlékeny, rugalmas-visz-
kézus vagy rugalmas-képlékeny-felkeményedo tulajdonsagu, bizonyithatd, hogy a tonkremeneteli
feliilet mindig konvex. Rugalmas-rideg anyagok esetében a tonkremeneteli feliilet ,,dombszert”,
minden irdnyban véges, de tartalmazhat konkav részeket is. A kiviilrél nézve homoru feliiletrészek
létezését a rugalmas alakvaltozas energetikai elemzésével magyarazhatjuk, és a rideg torés pillanata-
ban a Drucker-féle stabilitasi posztulatum érvényességének megsziinésével igazolhatjuk.

Kulesszavak: a faanyag szilardsaga; anizotrop tonkremeneteli kritériumok; rugalmas, képlé-
keny, felkeményedd, viszkozus és rideg anyag; tonkremeneteli feliilet; Drucker-féle anyagstabilitas

1. BEVEZETES

A természetes faanyag vagy akar a faalapu anyagok bonyolult belsd mikro- és
mezoszerkezetiik kovetkeztében a fizikai-mechanikai tulajdonsagok tekintetében
makroszkopikusan anizotropiat mutatnak. A faanyag és a faalapti anyagok anyag-
modellje a fenomenoldgiai elmélet alkalmazasa soran — els6 kozelitésként —homo-
génnek és ortogonalisan anizotropnak (réviden ortotropnak) tekinthetd. Ortotrop
anyagoknal a mechanikai tulajdonsagok (mint pl. a rugalmassag, képlékenység,
viszkozitas, szilardsag stb.) jellemzésére altalaban négydimenzids (negyedrendii)
tenzorok alkalmasak, amelyekben az anatomiai vagy szerkezeti f6iranyokkal egy-
beesd koordinata-rendszerben kilenc fiiggetlen tenzorkomponens szerepel. Ezek a
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tenzorkomponensek a kisérlettel meghatarozhat6é un. technikai anyagallandok
(technikai rugalmassagok, szilardsagok, keménységek stb.) meghatarozott fiigg-
vényei. Technikai anyagallandoknak nevezziik a kisérlettel meghatarozhato
anyagjellemzdket.

A szilardsag tekintetében a faanyagrol (és a faalapu anyagokroél is) a kdvetkezd-
ket hangstlyozhatjuk. A faanyag négydimenzios szilardsagi tenzoraban — az orto-
gonadlis anizotropia miatt — kilenc fiiggetlen komponens talalhat6. Ezeket optima-
lis esetben 27 technikai szilardsag ismeretében hatarozhatjuk meg. A komponen-
seket ugyanis a fesziiltségi allapot normalfesziiltségeinek eldjelei fliggvényében
kell mas és mas technikai allandokkal szamitanunk, mert a faanyag adott orientaci-
6hoz tartozo huzod- és nyomoszilardsaga kiilonbozg. A szilardsagi tenzor kompo-
nensei és a technikai szilardsagok kozotti fliggvénykapcsolat konkrét formajat az
alkalmazott toréselmélet hatarozza meg. A szilardsagi tenzor ismeretében egy tet-
sz6leges iranyhoz vagy sikhoz tartozd normal-, ill. nyirdszilardsag értéke szamit-
hat6. A szamitas lehet&ségét és helyességét szamos kisérlet (Askenazi, 1978;
Szalai, 1994) tdmasztja ald. Ha arra a kérdésre szeretnénk valaszt kapni, hogy egy
miikddo fesziiltségallapot okoz-e torést, vagy hogy mekkora biztonsag van még a
tonkremenetellel szemben, mar nem elegend6 csupan a szilardsagi tenzor ismere-
te, hanem alkalmazni kell valamilyen tonkremeneteli (mas néven szilardsagi) el-
méletet is. Ezek a tonkremeneteli elméletek matematikai szempontbol polinomok,
amelyekben a filiggetlen valtozok a fesziiltségkomponensek, az egyiitthatok pedig
a szilardsagi tenzor komponensei, azaz kdzvetve a technikai szilardsagok. Ezek a
polinomok a fesziiltségek kilenc-, ill. hatdimenzios terében geometriailag egy
(hiper)feliiletet hataroznak meg. A tonkremenetel kérdését a feliilet ismeretében a
kovetkezOképpen fogalmazhatjuk meg. Ha a fesziiltségi allapotnak megfelel6 fe-
szlltségi képpont a feliiletre esik, akkor az anyag éppen a torés (tonkremenetel) ha-
tarallapotaban van. Ha a fesziiltségi képpont a feliilet €s az origd kozott helyezke-
dik el, nincs torés. A feliileten kiviili képpont tonkremenetelt jelez. A szinte szam-
talan anizotrop toréselmélet koziil az elméleti megallapitasok és gyakorlati tapasz-
talatok alapjan faanyagra az Askenazi-féle tlinik a legalkalmasabbnak (Szalai,
1994).

2. PROBLEMAFELVETES

Az izotrop vagy anizotrop anyagok tonkremeneteli elméleteinek megfeleld
tonkremeneteli feliiletei minden iranyban végesek, hiszen a teherbiras semmilyen
irdnyban sem lehet végtelen nagy. A szilardsagi feliilet ,,dombszerti”. A tonkreme-
neteli feliilet a legtdbb anizotrop toréselmélet esetén (von Mises-elmélet, Tsai-
Wu-elmélet stb.) kiviilr6l nézve konvex. Az Askenazi-féle szilardsagi feliilet
azonban dombszeriisége ellenére konkav részeket is tartalmazhat. Jollehet faanya-
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gon, faalapu anyagokon, amelyek az épitési szerkezetekben uralkodo6 klimatikus
allapotok mellet rugalmas-ridegek, (Askenazi, 1978; Ehlbeck — Hemmer, 1986;
Szalai, 1994) vagy a szintén ridegen t6ré vasbetonon (Kollar — Takacs, 1991) a
gyakorlatban is tapasztaltak lokalisan homoru feliiletek megjelenését, sok kutato a
részlegesen konkav szilardsagi feliiletet tényét elvileg kétségbe vonja, ill. mérési
hibanak tartja.

A kovetkez6kben roviden dsszefoglaljuk, hogy a fesziiltségi és alakvaltozasi al-
lapotot dsszekapcsold anyagtorvények milyen feliileteket definialnak és ezekbdl
milyen kdvetkeztetéseket vonhatunk le. El6tte azonban ismerkedjiink meg a stabil
anyagviselkedés kritériumaval és a tonkremeneteli feliiletekkel kapcsolatos két té-
tellel.

3. A STABIL ANYAGVISELKEDES
DRUCKER-FELE KRITERIUMA

A Drucker-féle kritérium szerint az anyag egy terhelési ciklusban addig viselke-
dik stabilan, amig a

de,do” )0 M
relacio fennall. Itt

de;; — az elemi alakvaltozasi allapot névekmény (i,j = 1,2,3),
do” — az elemi fesziiltségi allapotndvekmény' (i) = 1,2,3).

A fenti feltétel azt jelenti, hogy az alakvaltozas soran felhalmozott, visszanyer-
hetd vagy elnyelt (hévé alakuld) energia csak pozitiv lehet (ez az energia nyilvan-
valéan nem lehet negativ, mert az azt jelentené, hogy a tehermentesités soran tobb
energia szabadulna fel, mint a terheléskor befektetett energia, ami ellentmondas-
ban all az energia megmaradasanak elvével). Fizikailag a (1) relaciot ugy értel-
mezhetjiik, hogy a fesziiltségi allapot elemi nagysagu novekedése kovetkeztében
fellépd alakvaltozasi allapotnovekedés, ill. az ezeknek megfeleld vektorok egy-
massal hegyesszoget zdrnak be, azaz az anyag kovetni tudja a fesziiltségek alak-
valtoztato hatasat. Erre mondjuk, hogy az anyag még stabilan viselkedik. A relacio
megforduldsa azt jelenti, hogy a fesziiltségnovekmény és az alakvaltozas-novek-

! Ebben és a tovabbi sszefiiggésekben az Einstein-féle jelolési konvenciot alkalmazzuk. Megje-
gyezziik, hogy derékszogili koordinata-rendszerekben a tenzorok kovarians és kontravarians kompo-
nensei szamértékileg megegyeznek.
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mény vektorai egymassal tompaszoget zarnak be, az anyag elemi részecskéje a fe-
sziiltségek értelmével ellentétes iranyban deformalodik, mozdul el, ami csak ugy
lehetséges, ha folytonossdga megsziinik, azaz reped, torik.

4. ANORMALITAS ES KONVEXITAS TETELE

Minden olyan fesziiltségi allapotnal, amelynél megindul a rugalmas, képlé-
keny, viszkozus vagy felkeményed6 alakvaltozas a fesziiltségek terében a fesziilt-
ségi képpont rajta van egy zart (hiper)feliileten, melyet altalanosan

f:f(oi",ey.,k,.):const. ()

alakban adhatunk meg. E fiiggvény fliggetlen valtozoi a fesziiltségi, az alakvalto-
zasi allapot komponensei és mas egyéb mennyiségek (pl. terhelési torténetre jel-
lemzd6 érték), vagy ezek valamelyike.

Tegyiik fel, hogy e feliilet csupan a fesziiltségi allapot fliggvénye és egy pontja-
ban a kiils6 normalis legyen n = Zn,e, (i=1,2,... —a fesziiltségtér dimenzidja, e, —
a fesziiltségtér tengelyeinek iranyaba es6 egységvektorok). Miikddjon egy olyan
elemi fesziiltségi allapotnovekmény, amely beleesik az f feliilet érintésikjaba. Ek-
kor, mivel nldo, a két vektor skaldrszorzata nulla:

ndc =n.dc’ =n,dc" + n,dc"” + n,do"” + n,do" +..+n,dc” =0 (3)

Az ¢érintGsikba es6 elemi fesziiltségi allapot valtozasra azonban f értéke nem
valtozik meg, azaz

af =L do7 = _go —a—fdc”—aidc”=aidcz‘+...+aa]:3 do” =0 (4)
>

oc”? oo dc" dc" dc”!

(3) és (4) 6sszehasonlitisaval adodik, hogy a df/ dc” mennyiség a konstans f fe-
liilletre merdleges, azaz f'gradiense. Tetsz6leges pontban a kiilsé normalis és gradf
egymassal parhuzamosak. Bizonyithatd, hogy a rugalmas alakvaltozas defor-
macidvektora, a viszkozus alakvaltozas deformacio-sebesség vektora, a képlékeny
anyag vagy felkeményedd anyag elemi deformacido ndovekménye parhuzamos
df / 90" -vel, azaz merdleges az f = const. feliiletre. Ez a normalitas tétele.

Az (1) stabilitasi feltételnek van még egy kdvetkezménye az f = const. feliilet
alakjara nézve.

Tegyiik fel, hogy az anyag egy pontjaban a terhelési torténet olyan, hogy a fe-
szlltségi képpont a hiperfeliilet belsé P’ pontjara esik (//a abra). Ezutan alkal-
mazzunk egy olyan terhelést, amelynek hatasara a fesziiltségi képpont a hiper-
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feliilet P, feliiletére kertil. Esetiinkben az (1) stabilitasi feltétel a kovetkez6 alakot
olti:

(c” —oi)de, >0. (5)

22

do” (terhelés)

ol -

do” (semleges)

do” (tehermentesités)

)

1. abra. a) A fesziiltségnovekmény-vektor lehetséges helyzetei a hiperfeliileten,
b) a feliilet konvexitasanak demonstracioja a kétdimenzios fesziiltségtérben

Mivel —mint lattuk — a de; alakvaltozasi allapot vektora a feliilet kiils6 norma-
lisaval parhuzamos és ennek a (67 — o ) vektorral vett skaléris szorzata pozitiv
érték, a két vektor kozotti szognek kisebbnek kell lenni 90°-nal. Ez azonban csak
akkor lehetséges, ha az f'= const. hiperfeliilet konvex. Konkav feliiletdarabok ese-
tén ugyanis mindig talalhaté lenne olyan P’ kiindulasi fesziiltségi képpont,
amelyre az (1) feltétel megsériilne (1/b abra).

5. ANYAGTORVENYEK
5.1. IDEALISAN RUGALMAS ANYAG
Linearisan rugalmas anyag esetén az Q2 kiegészitd rugalmas potencial a fesziilt-

ségek pozitiv definit kvadratikus fiiggvénye:

% ij 1 ij 1 ij <kl
Q= _(!‘e”dc-’ :Eeyc«/ :Esy.k]GJG , (6)
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ahol

;. — az anizotrop anyag alakithatosagi tenzora (i,j,k /= 1,2,3).

A rugalmas potencial értelmezésénél fogva csak pozitiv lehet. A kilenc- vagy
hatdimenzios fesziiltségtérben minden QQ = ¢; = const. értéknek megfeleld feliilet
egy hiperellipszoid. Az alterek feliiletei vagy gorbéi is ellipszoidok vagy ellip-
szisek (pl. a o', 6** sikban ellipszis (2. dbra), sikbeli fesziiltségi allapotban ellip-
szoid).

22

8[] + 822

2. abra. A kiegészit§ energiasiirliség feliilete linearisan rugalmas anyag esetén
a kétdimenzios fesziiltségtérben

A kiegészit6 rugalmas potencidl mindig pozitiv definit fliggetleniil attél, hogy
linedris vagy nemlinearis, izotrop vagy anizotrop a rugalmas anyagtorvény. A
konstans értékii kiegészit6 rugalmas potencial feliilete tehat mindig konvex, lehet-
nek azonban az ellipszoidnal kevésbé szabalyos alakuak is (pl. ovalis, hengeres,
prizmatikus stb.).

Differencialjuk (6)-ot a fesziiltségkomponensek szerint:

0Q
e, =22 (7)
dc”’
azaz arugalmas alakvaltozas egyediil a pillanatnyi fesziiltségektol fiigg, a terhelés-
torténetnek nincs szerepe. (7) egyben a normalitasi relacio is. Egy adott 6¥-nél az
allandé Q-hoz tartozo feliilet normalisa reprezentalja a 6”-hez tartozo g; rugalmas
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deformaciot abban az értelemben, hogy az alakvaltozasi komponenseknek a fe-
sziiltségi koordinatatengelyekkel parhuzamos iranyhoz tartozé6 komponensei ara-
nyosak a megfeleld fesziiltségkomponensekkel.

A normalitas és a konvexitds minden rugalmas anyag tulajdonsaga, fiiggetleniil
attol, hogy izotrop vagy anizotrop, linearis vagy nemlinaris.

5.2. VISZKOZUS ANYAG

A viszkdzus anyagoknal matematikailag analog Osszefiiggéseket hasznalha-
tunk a rugalmas anyagokéhoz, azzal a kiilonbséggel, hogy az alakvaltozasi kompo-
nensek helyett azok id6 szerinti derivaltjat, azaz az alakvaltozasi sebességet, a ki-
egészitd rugalmas potencial helyett pedig a ® kiegészit6 viszkozus potencialt ir-
juk:

_ 00

€; = Py

®)

A O = const. feliilet mint rugalmas anyagnal itt is konvex, és az alakvaltozasi se-
besség merdleges a fesziiltségi képpontban a feliilet érintdjére. A (8) dsszefiiggés
fizikai jelentése azonban mast takar. Itt

. 00

— J —
D=c"¢, =0" —,
do’

©)

a térfogategységre esd energiadisszipacid sebessége.

5.3. IDEALISAN KEPLEKENY ES KEPLEKENY FELKEMENYEDO ANYAG

Minden olyan fesziiltségi allapot, pontosabban a neki megfeleld képpont,
amelynél a folyas el6szér megindul, ill. megkezdddik a felkeményedés, egy zart
feliileten helyezkedik el, melyet az

F(c”)=(k,)* = const. (10)

altalanos 0sszefiiggéssel adhatunk meg. A kr paraméter az egytengelyi fesziiltségi
allapothoz tartoz6 folyashatarral van valamilyen kapcsolatban. Az (10)-tel meg-
adott feliiletet eredeti folydsi hiperfeliiletnek nevezziik. Ezt a feliiletet a '', 6%
sikba redukalva az 3. dbran lathato zart — folytonos vonallal rajzolt — gorbével jel-
képezhetjiik. Ez a gorbe a sikot két részre osztja. Ha a fesziiltségi képpont az origot
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3. abra. A kiegészit6 rugalmas energiasiiriiség feliilete idealisan képlékeny (folytonos vonal) és
képlékeny fejkeményedd (pontozott vonal) anyag esetén a terhelési folyamat abrazolasaval

is tartalmazo belsé részbe esik, az anyagban rugalmas alakvaltozasok 1épnek fel. A
gorbén kiviili rész a plasztikus teriilet. Idealisan képlékeny anyagnal az eredeti fo-
lyasi hiperfeliilet valtozatlan marad ¢és a fesziiltségi képpont nem eshet a feliileten
kiviilre. A folyas akkor 1ép fel, ha a fesziiltségi képpont éppen a feliiletre esik. Ha a
felkeményedd anyagban a plasztikus teriileten terheliink, akkor az eredeti folyasi
hiperfeliilet deformalodhat €s eltolodhat, a 3. abran lathaté pontozott vonala zart
gorbébe mehet at. Az OPrP(PrP, gorbe vonal az anyagi pont egy lehetséges terhe-
léstorténetét mutatja. A fesziiltségi allapot eldszor elérte az elsé megfolyasnak
megfeleld P pontot, ezutan a PrPoFr folyamatnak megfelel§ fesziiltség-atrendezd-
dés kovetkezik be a rugalmas teriileten, majd a felkeményedési szakasz jon létre a

PeP, folyaman. A mindenkori specidlis felkeményedési allapotot egy skalar-
fiiggvénnyel adhatjuk meg:

oc" €. k) =0, (11
amely altalaban a tényleges fesziiltségi allapotnak, a hozzatartozo6 plasztikus alak-
valtozasi allapotnak és a k felkeményedési paraméteren keresztiil a felkeményedé-
si terheléstorténet fiiggvénye, s amit felkeményedési hiperfeliiletnek neveziink. A
@ fiiggvény alkalmas az anizotropia és az in. Bauschinger-effektus kifejezésére is.
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A fesziiltségtérben @ is zart hiperfeliilet, amelynek belsejében (® < 0) csak rugal-
mas allapot uralkodhat. A fiiggvény teljes differencialjabol altalanos érvényi
megallapitasokat tehetiink:

o® . 00 oD
=— do? + —de? + — dk. 12
oo’ o, 7 dk (12

y

do

A © =0 felkeményedési hiperfeliiletbdl kiindulva a fesziiltségi allapotnak min-
den olyan valtozasa, amelynél d® <0, a feliilet belsejébe vezet, azaz rugalmas alla-
potok uralkodnak (® < 0). Mivel ilyenkor képlékeny alakvéltozas nincs: def, =0,

¢s a felkeményedési terheléstorténet is ugyanaz marad: dk = 0 , a tehermentesités
feltétele:

® ic? <0, (13)

A tehermentesitésnek megfelels do” fesziiltségvaltozasi allapotvektorok a fe-
lillet belsejébe mutatnak. Ebben az esetben a 4.1. alfejezet megallapitasai érvénye-
sek.

Osszetett fesziiltségi dllapot esetén olyan fesziiltségallapot-valtozasok is fellép-
hetnek, amelyek soran sem rugalmas, sem plasztikus alakvaltozas nem keletkezik.
A fesziiltségi képpont ilyenkor a hiperfeliileten mozog, azaz d® = 0. Ilyenkor
— def, és dk=0 miatt —

_ 00
o

4o do? =0. (14)

Mivel a0® / dc” ésado’ vektorok skalar szorzata eltiinik és do” benne van a
feliilet érintSsikjaban, ad® / dc” vektor a felkeményedési hiperfeliilet kiils6 nor-
malisanak iranyaba mutat.

A hiperfeliiletbdl kifelé mutato fesziiltségallapot-valtozasi vektorok plasztikus
alakvaltozast okoznak, ez a tulajdonképpeni terhelési folyamat. Ilyenkor a
0® /0o’ ésado’ vektorok skalar szorzata pozitiv:

0= 2% 457 0, (15)
8041

mert 0® / do” minden kifelé mutaté do” vektorral hegyes szdget zar be.
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Osszefoglalva:

(0 tehermentesitésnél
do”4=0 fesziiltségdtrendezédésnél (16)
Y0 terhelésnél

fe L

D=0 és -
do’

(1)-et és (16)-ot dsszehasonlitva azonnal adodik, hogy a plasztikus alakvalto-
zé4sok vektoranak iranya csak df /dc” lehet, maga a képlékeny deformécios alla-
pota

o)
de, :dxacf; (17)

Osszefiiggéssel adodik, ahol dA egy nemnegativ skalar egyiitthato, az Un. képlé-
kenységi tényezé. dA = 0 fennallasa esetén fesziiltségatrendezddés 1€p csak fel, a
d\ < 0 pedig értelmetlen. Mivel a 0® /do” vektor a felkeményedési hiperfeliilet
kiilsé normalisaba esik, — (17) miatt — ilyen iranyt a képlékeny alakvaltozas-no-
vekmény vektora is (3. abra). Az (5) egyenl6tlenség a képlékeny deformacio-no-
vekményre is fennall, tehat mind az eredeti folyasi, mind a felkeményedési
(hiper)feliilet konvex. A normalitas és a konvexitas torvénye tehat minden képlé-
keny és felkeményedd anyagra €rvényes. Idealisan képlékeny anyagnal def; az el-
sOdleges folyasi hiperfeliiletre merdleges és dA hatarozatlan marad.

5.4. RUGALMAS-RIDEG ANYAG

A rugalmas rideg anyagok alakvaltozasi jelleggdrbéje — kiilondsen a légszaraz
faanyagé — a rideg torés bekovetkezéséig sokszor linearis, esetleg egy olyan hat-
vanyfliggvénnyel kozelithetd, amely csak a torési alakvaltozas kozelében gorbiil
jelentGsebb mértékben az alakvaltozasi tengely felé. Rideg torésnél a képlékeny
agyagra jellemzd viszonylag nagy alakvaltozas nem Iép fel, és az alakvaltozasi fo-
lyamat gyakorlatilag egészen a tonkremenetelig rugalmas.

Osszetett fesziiltségi allapotban, mindaddig, amig nem 1ép fel a torés, az 5.1.
pontban leirt megallapitasok és Osszefliggések érvényesek. Linearisan rugalmas
anyagnal minden torési fesziiltségi allapotnak megfeleld képpont a (6)-tal meg-
adott QO = ¢; kiegészit rugalmas potencialnak megfeleld (hiper)ellipszoidra esik.
A tonkremenetel bekovetkeztéig a rugalmas alakvaltozast az Q kiegészit6 rugal-
mas potencial hatarozza meg a (11) és (12) osszefiiggésnek megfelelGen. Folya-
matosan novelve egy konkrét fesziiltségi allapot komponenseit a normalitas és a
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konvexitas torvénye a tonkremenetelig fennall. Anizotrop anyag esetén azonban a
tonkremenetelhez a kiillonboz6 fesziiltségi allapotoknal kiilonb6z6 nagysagla Q =
c:(i=1,2,3,...) feliletek tartoznak. A Fiiggelékben megmutatjuk, hogy feltételez-
ve a tonkremenetelhez tartozo kiegészito potencial orientaciotol valo fliggetlensé-
gét, arugalmas és szilardsagi anyagjellemzdk kdzott olyan kapcsolatoknak kellene
fennallniuk, amelyeket a gyakorlati mérések nem igazolnak. Izotrop anyagnal az
orientacionak nincs jelentdsége. Itt a tonkremeneteli feliilet konvex, hiszen a tonk-
remenetelhez tarozo fesziiltségi allapotok képpontja az anyagra jellemz6 kiegészi-
t6 potencialis energiaértéknek megfeleld (hiper)ellipszoidon helyezkedik el. Ani-
zotrop anyagnal minden orientacidhoz mas kiegészitd potencial tartozhat. A tonk-
remenetelhez tartozé fesziiltségi képpontok 6sszessége alkotja a ridegen tor6 ani-
zotrop anyagok torési hatarfeliiletét (4. dbra).

Szilardsagi
feliilet

4. abra. A kiegészit6 rugalmas energiastiriség kiilonbo6z6 feliiletei a tonkremenetel pillanataban és
a tonkremeneteli fesziiltségi képpontok altal alkotott szilardsagi feliilet

Anizotrop anyagnal a tonkremeneteli feliilet igy nem feltétleniil konvex. A 4.
abran lathatdo modon a tonkremeneteli fesziiltségképpontok kiilonbozé ellipszoi-
dokon fekszenek, de a tonkremenetelhez tartoz6 képpontok altal alkotott feliilet
konvex ¢és konkav részeket egyarant tartalmazhat. A tonkremenetel pillanataban
ugyanis a Drucker-féle stabilitasi feltétel nem érvényes, hiszen megsziinik az
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anyag folytonossaga ¢s ade , do ¥ szorzat fizikailag értelmét veszti, tehat az (1), ill.
(5) egyenlétlenségnek nem kell teljesiilnie. Ezzel elméletileg is igazoltuk azt a ki-
sérleti tapasztalatot, hogy a rugalmas-rideg anyagok tonkremeneteli feliiletének
konkav részei is lehetnek.
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FUGGELEK

Anizotrop anyag rideg torésekor a tonkremenetelig felhalmozott
kiegészito rugalmas potencial értéke az orientacio fiiggvénye

Hasson egy — az anatdmiai féiranyokkal parhuzamosan kivagott — fa probatest-
re (F1. dbra) a tonkremenetel pillanatdban az R iranyban "% = 6** = f;,, azaz a radi-
alis iranyu htizoszilardsagnak megfeleld linedris fesziiltségi allapot. Légszaraz al-
lapotban az alakvaltozasi diagram egészen a torésig linearisnak tekinthetd, ezért a
torésig felhalmozott kiegészitd rugalmas potencial:

L1 ; 1
U =5Sijklcyckl zgszzzchRGRR» (F1)
ahol
. . 1 1
sy — az alakithatosagi (deformalhatdsagi) tenzor, pl. s,,,, = TS =
L R

ahol E; és E — a faanyag rost és radialis iranyu rugalmassagi modulusza.
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F1. abra. Az anatomiai f6sikokkal parhuzamosan kivagott fatest R iranyt (rostra meréleges)

terhelése egyenletes normaligénybevétellel

(62 =)

Forgassuk el a hasabot (vagy a normalfesziiltséget) 90°-kal. Ebben az esetben a
linearis fesziiltségi allapot egyetlen nem nulla fesziiltsége:

G11 ZGLL :GRR :fR ,
ami nem okoz tonkremenetelt, hiszen faanyagnal

Ji>Irs

f1 és fr — a faanyag huzdszilardsaga rost és radialis iranyban.
Noveljitk meg egyenletesen a 6'' fesziiltség értékét, és legyen a tonkremenetel
pillanatdban

011 — kGRR,

tehat a o™ fesziiltség k-szorosa (k — tetsz6leges pozitiv valos szam).
A kiegészit6 rugalmas potencial a tonkremenetel pillanataban

V|
U =—s

. 1
5 l,jk,c’/sk’ =5s1mk2c5RRcRR. (F2)
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Ha azzal a feltételezéssel éliink, hogy az anizotrop anyag akkor megy tonkre, ha
a fajlagos kiegészitd potencial elér egy bizonyos, az anyagra jellemz6 értéket
(izotrop anyagnal anyagnal ez trivialis feltételezés, anizotrop anyagnal nem, a von
Mises-, a Tsai-Wu- és sok mas anizotrop toréselmeélet mégis ezt teszi), akkor (F1)
¢és (F2) egyenld:

1 RR__RR _ 1 2 _RR _RR
5322220 o :Eslmk 6 6,
ahonnan
k= Sam _ E, (F3)
St E;

(F3) altalanositva azt jelenti, hogy amennyiben feltételezziik, hogy anizotrop
anyagnal a kiilonboz6 tonkremeneteli fesziiltségi allapotokhoz tartozo kiegészitd
rugalmas potencial azonos, akkor 1étezik egy k fesziiltségnovel6 tényezd, amely
megmutatja, hogy egy fesziiltségi allapot komponenseit, vagy azok valamelyikeét
milyen mértékben kell (Iehet) ndvelni a tonkremenetel bekdvetkezéséhez. Ossze-
tettebb fesziiltségi allapot esetén k fiiggvénye (F3)-nal bonyolultabb lesz, de min-
denképpen az anyag rugalmas allanddinak valamilyen fiiggvénye.

Alkalmazzuk a tonkremeneteli elméleteket a két fesziiltségi allapot esetén.

A von Mises-féle tonkremeneteli elmélet:

ij <kl
t;u0°0" =1,

ahol

t;ji — a von Mises-féle tonkremeneteli tenzor komponensei (i,j,k,1 = 1,2,3), pl.

1 1 o4 o . e
L =7 tom =—5» f1» [x —afaanyag normalszilardsaga rost €s sugar irany-
fi ¥

ban.

Esettinkben:

11,0 6™ =1, koo™ =1.

A két dsszefliggés Osszehasonlitasabol adodik:

2
K= Iy _ fL

_71 ==,
1111 R
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(F3) felhasznalasaval

Jo_ |Eu (F4)

fo VE

A Tsai-Wu-féle tonkremeneteli elmélet:

i igh —
t,6" +1t,0c"0c" =1,

ahol
- RURIST e 1 1
tj— aTsai-Wu-féle kétdimenzios szilardsagi tenzor, pl. ¢, =—— - ——,
foo Ju
1 1
by =—""FT—"->
Te Jx
tij — a Tsai-Wu-féle négydimenzids szilardsagi tenzor, pl. ¢, = ———,
fite
p 1
2222 -
I¥ Jx
ahol a + jel a huzodszilardsagra, a — jel a nyomdszilardsagra utal.
A két terhelési esetnek megfelelGen:
1,0 + 1,,,6"c™ =1, 1, ko™ + 1, k6™ c™ =1

ahonnan elemi szamolas, majd (F3) felhasznalasa utan:

E, fi +\F(1 _1)=1. (F5)
Ey fife NE\SD fi) f*

(F4) és (F5) osszefliggések azt jelentik, hogy amennyiben feltételezziik, hogy
az anizotrop anyagban a tonkremenetel pillanataban felhalmozott kiegészit6 rugal-
mas potencial barmilyen jellegli fesziiltségi allapotnal ugyanaz (és feltételezve,
hogy az anyagtdrvény a tonkremenetelig linedris, ami a ridegen tor6é faanyagnal
elég jol teljestil), akkor a rugalmas allandok és a szilardsagok kozott valamilyen
fiiggvénykapcsolatnak kell lenniiik. E kapcsolatok altal elirt mennyiségi viszo-
nyok azonban a gyakorlatban tapasztalt anyagjellemz6kre nem teljesiilnek (atla-
gos faanyagjellemzdkkel szdmolva (F5) jobb és bal oldala kozott legalabb egy
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nagysagrendnyi eltérés van, de (F4) sem all fenn). Felhivjuk a figyelmet arra, hogy
izotrop anyagnal (azonos huz6- és nyomoszilardsag esetén) mind a (F4), mind az
(F5) egyenlOség teljestil.

Ha feladjuk a tonkremenetelhez tartozo kiegészitd potencial azonossaganak
gondolatat, ahogy azt az Askenazi-féle elmélet is teszi, a kovetkezdket allapithat-
juk meg.

Az Askenazi-féle tonkremeneteli elmélet alakja:
. 1 . .
[[Uklﬁljckl]z:E[(Gyay)'i'cycij]:]f -1, (F6)

ahol
¢’ = 6; — a hato fesziiltségi allapot,
1, és I, — az els6 és masodik fesziiltségi invarians,

e a1 1 1
ty — az Askenazi-féle szilardsagi tenzor, pl. ¢, = f—, lyryy = f—
L R

d; — a Kronecker-delta.

(F6) bal oldalanak négyzetgydke kiegészitd potencial jellegli mennyiség, ill. azzal

valamilyen kapcsolatban van (lasd az (F1) kifejezés altalanos részét), a jobb oldal

viszont nem 4allandd, hanem az els6 és masodik fesziiltségi invarians fliggvénye.
Térjlink vissza a két terhelési esethez:

2U° 2U°
(tzzzchRcRR )2 — (GRR)Z =— (t1111k20RR0RR)2 =k2 (GRR )2 =—

2222 1111
ahol felhasznaltuk (F1)-et és (F2)-t. Végiil:

_lL; o1 sz

U= ,
2 E, 2 E,

a kett6 hanyadosa:

v . E(fj , (F7)
U EL fR

amit ebben az egyszerii terhelési esetben szemlélettel is belathatunk. Példaul
valamilyen feny6 fajra jellemz6 fiktiv adatokkal, amelynél £, = 10000 MPa,
Er=1000 MPa, f; = 100 MPa, fz = 5 MPa:
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w7 2
v’ _ 1000 (100)'_
U® 100000\ 5

azaz rostiranyban tonkremenetelig terhelve 40-szer akkora fajlagos kiegészito ru-
galmas potencial halmozodik fel, mint sugar iranyu tonkremenetelnél.

Az Askenazi-elmélettel tehat meghatdrozhatok a tonkremenetelhez tartozo fe-
sziiltségallapotok, a rugalmas anyagallandok ismeretében pedig a kiillonbdzd toreé-
si fesziiltségi allapotoknak megfelel§ kiegészitd potencidl, vagy azok egymashoz
viszonyitott aranya. Levezetésiinkben felhasznaltuk azt feltételezést, hogy az
ortotrop anyag linearisan rugalmas. Erre a feltevésre valdjaban nincs sziikség, ez
csupan a szamitast teszi egyszer(ibbé. Ha ismerjiik az anyagtorvényt, a kiegészitd
potencial elvileg szamithato.

CHARACTERISTICS OF THE STRENGTH SURFACE
OF SOLID WOOD

Summary

Prediction of the failure and load-bearing capacity of anisotropic wood and wood-based materials
is far most difficult than for isotropic materials.

The anisotropic failure theories generally result in polynomial relationships for identifying the
appearance of the strength limit state. The conditions of failure criterions geometrically represent in
the space of stresses (hyper)surfaces. If the material is elastic, elastic-plastic, elastic-viscous or
elastic-plastic-hardening, it can be proved that the failure surface is always convex. For elastic-brittle
materials the failure surface is ,.hill-like”, i.e. it is finite in every direction, however it can contain
concave domains too. The existence of the outwardly concave surface parts can be explained by the
analysis of the elastic strain energy, and it is verified by the termination of the Drucker’s stability
postulate at the moment of brittle failure.

Keywords: strength of wood, anisotropic failure criteria: strength surfaces of elastic, perfect
plastic, stress-hardening, viscous and brittle materials, Drucker’s stability postulate, normality and
convexity in stress space






