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SOROZATOK KONVO’LI'JCI(')JANAK
ALKALMAZASAI

HOLNAPY DEZSO**

Miiszaki folyamatok modellezésére (miianyagok deformacioi, épiiletek siillyedése, arhullamok
kovetése, vizkivétel kutcsoportokbol, vizgytjtéteriiletek vizhozama, folyami vizerémiivek teljesit-
ményszamitasa) gyakran hasznalnak elsérendii differencialegyenleteket, ill. -rendszereket.

A feladatok megoldasara az alkalmazok korében a Runge—Kutta-modszerek valamelyike, vagy a
Laplace-féle transzformaci6 kinalkozik.

ey

karakterisztikus fiiggvényekkel megoldott kezelése egyszerli matematikai eszkozokkel helyettesit-
heti, amelyre jelen tanulmany mutat be példat az anyagok viszkoelasztikus viselkedésének korébdl,
majd vazolja az altalanositas lehetdségeit.
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1. BEVEZETES

Miiszaki folyamatok modellezésére gyakran elsérendli differencidlegyenlete-
ket, ill. -rendszereket hasznalnak. A feladatok numerikus megoldéasara rutin meg-
oldasként a Runge—Kutta-moddszerek valamelyike, analitikus megoldasara pedig a
Laplace-féle integral-transzformacio kinalkozik. A feladatok tobbségében azon-
ban csak tablazatokkal kezelhetd fiiggvények is szerepelnek, ami a folytonos ana-
lizis alkalmazasat szinte lehetetlenné teszi.

Alapkoncepcidként fogadjuk el, hogy digitalis automatakra modellként az al-
gebrak az alkalmasabbak. Keresniink kell tehat olyan matematikai eszkdzoket,
amelyek a jelenségeket kozvetlentil diszkrét elemekkel irjak le. Egyik lehet8ség a
feladatok megoldasara a numerikus sorozatokkal megvalositott operaciok alkal-
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mazasa. Evtizedekkel ezel6tt is szerepeltek hasonlo algoritmusok az irodalomban.
Az1j lendiiletet a kutatashoz, a kozelmultban megjelent ,,Konkrét matematika™ [1]
ciml munka generatorfiiggvényekkel foglalkozo alfejezete adta. A sorozatok kon-
ciot, és egyszerli matematikai eszkdzokkel teszi lehetévé a konvolutérikus problé-
mak diszkrét kezelését.

Bemutatas céljara egy miianyagbol késziilt kockat valasztunk, amelynek a felsé
lapjan egy 130 kN/cm® nagysagu fesziiltség miikodik 10 napig, ezutan levessziik a
terhet (alsé lapon természetesen megtamasztott a kocka). 6,5. naptol a 8,75. napig
azonban a kocka egyik oldallapjat is megterheljiik ugyanekkora fesziiltséggel (a
szemben 1év6 oldal szintén megtamasztott). Vizsgalatunk targya minden esetben a
fliggbleges fajlagos Osszenyomddas idébeli alakuldsa. A probatest az /. abran lat-
haté.

1. abra. A vizsgalt probatest

A bemutatasra keriil6 grafikonok abszcisszain az id6 van feltiintetve negyed-
napokban, az ordinatakon a fiigg6leges iranyu fajlagos 6sszenyomodas (dimenzio
nélkiili érték). A kocka élei egységnyi (cm) hosszusaguak.

2. AZ EGYSEGHATAS VALASZFUGGVENYE
Okként egy egységugras-fiiggvényt alkalmazunk, amelyet egységnyi id6 mulva
(egy negyednap) megsziintetiink. Az egységhatas valaszfliggvényét analitikusan

keressiik meg. A valaszfiiggvény a

130-4-0¢ (¢)/ 9t +130 -€ (t) =Heaviside (t) — Heaviside (t —1) (D
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differencialegyenlet megoldasa,
€(0)=0 (2)

kezdeti feltétel mellett, amit negyednapos egyenletes felosztasu sorozatként fo-
gunk hasznalni, s grafikusan a 2. abran tiintettiink fel.
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2. abra. Az egységhatas valaszfiiggvénye

3. AZ EGYSEGHATAS VALASZFUGGVENYENEK
FELHASZNALASA

Nyilvanvaldéan a gyakorlatban az ok nem egységnyi, hanem valamilyen fligg-

vény, amit a 3. dbra szimbolizal. Az abran az eddigivel azonos (negyednapos
egyenl6kozii) felosztassal 1étrehozott sorozat értékei is mindjart fel vannak tiintet-
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3. abra. A tényleges ok fiiggvénye

Legyen az altalanossag megszoritasa nélkiil a valaszfiiggvény és a vele kapcso-
latos sorozat a 4. abra szerinti.



64 Holnapy Dezsé

4. abra. Egy egységhatas valaszfiiggvénye

Az allando egyiitthatos linearis differencidlegyenletek esetében a megoldas-
fiiggvényekre érvényes a szuperpozicio elve, ezért a ,,nulla” id6hoz tartozo valasz
sorozata a kovetkezd:

Clo'b() ao‘b1 Cl()'b2 610'[)3 ao‘b4 . (3)

Az egy” id6hoz tartozo valaszsorozat a fentihez hasonldan, de egy idGegység-
gel eltolva érvényesiil. A ,kettd”, a ,,harom” id6kdzhdz tartozo ugyanigy szami-
tando.

(,Z()‘b() a()‘bl a()‘bz a()‘b3 Cl()‘b4
Cll‘b() al-bl al‘b2 al'bg

az'bo a2~b1 a2~b2 . (4)
a3-b0 03'[91

A felirt oszlopokat 0sszegezve, a tényleges oknak megfeleld valaszfiiggvény
sorozatat kapjuk.
Az oszlopok dsszege:

aobo, (agby + ar-by), (apcb, + ayby + aryby), (....), ...... Q)

Az utobbirol belathato, hogy az a kovetkezd két polinom szorzatanak egyiittha-
tolistaja:

AX)=ao+ arx +ayx* +ayx’ +agx’ + ..., és (6)
B(x)=by+ byx+ byx® + b3 + byt + (7)

ahol a szorzat polinom n-edik egyiitthatoja:
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Ya, b, (®)
i=1

Az [1]-ben a (6) és (7)-beli polinomokat a sorozatok karakterisztikus polinom-
jainak nevezik, s mint a fentiekbdl kitiinik, a konvolucio visszavezethet6 a soroza-
tok karakterisztikus polinomjainak szorzatara, azaz a kovetkezdre:

A(x)B(x) = ao'bg + ((,lo'bl + al'bg)'x +

(a0by + arb; + aybo)x” +
(abs + ay-by + arby + azbo)x’ + )]

4. ALKALMAZASI PELDA

A bevezetoben emlitett példa, amelynek adatait Rollertdl [3] vettiik at, a kovet-
kez& abrak segitségével mutathato be. A fliggblegesen a kockara alkalmazott fe-
sziiltség az 5. dbran lathato.
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5. abra. A felsé kockalapra hato fesziiltség az id6 fliggvényében

Az alkalmazott fesziiltség hatdsara keletkezd, €s tartalmat illeten a fajlagos
alakvaltozasokat eredményez6 valaszfiiggvény a 6. dbran lathato.
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6. abra. Az el6idézett fliggéleges fajlagos alakvaltozas az id6 fliggvényében

A 26.-35. idSintervallumban miik6dé 130 kN/cm? oldaliranyu fesziiltség, mint
terheld fesziiltség-id6 fliggvény, a 7. dbrdn lathato.
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7. abra. Az oldallapra hato fesziiltség az id6 fliggvényében

Az oldaliranyu fesziiltség hatasara keletkezd, és tartalmat illetGen a fliggéleges
fajlagos alakvaltozasokat befolyasold valaszfiiggvény a 8. dbran lathato. (Az egy-
séghatas valaszfliggvényét nem kell (ijra meghataroznunk, mert az, szilardsagtani
okok miatt a mar rendelkezésre allonak 0,3 szorosa. A 0,3 az un. Poisson-féle
harantkontrakcios tényezd.)
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8. abra. Az elgidézett fiigg6leges fajlagos alakvaltozas az id6 fliggvényében

A két hatas szuperpozicidjabdl keletkezo fajlagos 0sszenyomodas-id6 fligg-
vényt, mint végeredményt, a 9. dbrdn mutatjuk be. Ha az olvaso szemléletében az
Osszenyomodas a kocka felsg lapjanak lefelé mozgasaként van jelen, az abra pozi-
tiv ordinatait lefelé mutaté mozgasnak kell tekintenie!

9. abra. A két hatas szuperpozicioja
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5. TOVABBI LEHETOSEGEK

Bizonyara az olvaso el6tt is nyilvanvald, hogy ugyanilyen matematikai appara-
tussal kezelhet6k a bevezetésben emlitett problémak. Talan legszemléletesebb,
amikor egy haz épiil, és az onstlyteher fokozatosan ndvekszik, mikdzben a siillye-
dés idében elhuzodva alakul ki. Megemlithetjiik, hogy az arhullamok kialakulasa-
nal e médszert régota hasznaljak csak mas interpretaciokat tettek hozza. Vagas [4]
példaul az arhullam levonulas vizsgalatanal igyszélvan pontosan ugyanezt teszi,
csak matrixos formaban. Karman és Biot [2] az alland6 egyiitthatos linearis diffe-
rencialegyenletek tranziens jelenségeinél hasznalja e szuperpozicios eljarast. Jelen
dolgozat a gyakorlati feladatok szamara annyival mond tdbbet, hogy tobb egyideji
ok hatésait is kdnnytszerrel figyelembe lehet venni, ha egyébként a mddszer alkal-
mazasanak feltétele — a linearis szuperponalhatosag — fennall. Ugyanigy tekint-
hetjiik a modszer eleganciajan tilmend elénynek, hogy a sorozatokkal (vagy az
azokat reprezentald polinomokkal) a folyamatosan érkez6 adatokat kozvetleniil
eldrejelzésre, vagy akar automatikus beavatkozas kezdeményezésére tudjuk fel-
hasznalni.

Reméljiik, hogy az arvizek levonuldsanak egységarhullam-mddszerével eddig
is kezelhetd eredményekhez, a fentiek a befogad6 folyam visszahatésait is kezel-
het6évé fogjak tenni.

A szamitasok a Maple formula-orientalt nyelv hasznalataval késziiltek.
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APPLICATIONS OF CONVOLUTIONS SEQUENCES

Summary

Differential equations or equation systems of first order are often applied for modeling the
technical processes (e.g. deformation of plastics, yield of buildings, rate of water flow, capacity of
water power plants). For the solution of these problems one of the Runge—Kutta methods or the
transformation ,,Laplace” are suitable.
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However, the use of the highly demanding transformation ,,Laplace” can be replaced by simple
mathematical methods using the convolution of series with the help of characteristic functions. The
author gives for this procedure an example in the field of viscoelasticity and simultaneously the
general application of the method will be demonstrated also.

Keywords: convolution, series, rheology



