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A NEGYRUDAS MECHANIZMUS
KOMPATIBILITASANAK SZINGULARITASAI

LENGYEL ANDRAS*

A szerkezeti mechanikai tervezésben egyre nagyobb szerepet kapnak a mechanizmusok az Gjsze-
rti alkalmazasok vagy épitéstechnologidk révén. A kinematikailag hatarozott szerkezetekhez hason-
l6an a mechanizmusok kinematikai hatarozottsagat is befolyasoljak a geometriai méretek és a topo-
l6giai kialakitas. A mozgas soran eléfordulo kiilonféle szingularitdsok demonstralasara a négyrudas
mechanizmust hasznaljuk modellként. A mozgas globalis leirasat a kompatibilitasi feltétel adja két
allapotvaltozo fiiggvényében. A valtozok értékkészlete a ridhosszak fliggvényében kiilonb6z6 osz-
talyokba sorolhato, melyeket a ridhosszak terében haromdimenzids tartomanyokként abrazolunk. E
tartomanyok szélein €s a kozottik 1év6 hatarhelyzetekben specialis geometriaju esetek allnak eld,
melyek kinematikailag szingularis alakokkal rendelkeznek. A szingularis esetek lokalis vizsgalatat a
gyartas vagy a hasznalat soran keletkez6 geometriai tokéletlenségek bevonasaval végezziik. A moz-
gas érzékeny a kicsiny megzavarasokra. A specialis esetek hatarhelyzetébdl adoddan a radhosszak
valtozasa kiilonféle mobilitasi osztalyokat eredményezhet. Mig a kompatibilitasi utak altalanos pont-
jaiban a két allapotvaltozo kapcsolata kozelitSleg linearisnak tekinthetd, az specialis esetek lokalis
vizsgalata megmutatta, hogy az elagazasi pontok kdrnyezetét az allapotvaltozok magasabb rendii
fliggvényei irjak le. A megzavarasok hatdsara az eldgazasi pontok megsziinhetnek és masfajta
szingularitasok johetnek 1étre. A legspecialisabb esetben a magasabb rendi szingularitas megzavara-
saval kiilonféle alacsonyabb rendii szingularitasok, illetve kiilonféle alaka kompatibilitasi utak hoz-
hatok 1étre.
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1. BEVEZETES

A csuklés rudszerkezetek komoly szerepet jatszanak a mérndki gyakorlatban,
mind szerkezeti mechanikai, mind gépészeti alkalmazasokban. Bar a szerkezeti
mechanika hagyomanyosan kinematikailag hatarozott szerkezetekkel foglalkozik,
ujszerli alkalmazasok vagy épitéstechnologiak megkivanjak olyan konstrukciok
létrehozasat, melyek (legalabbis atmenetileg) rendelkeznek kinematikai szabad-
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sagfokkal, vagyis mechanizmusok. Szdmos példat lehet emliteni az {irbeli alkal-
mazasok teriiletén, melyek tobbnyire Osszecsukhato-kinyithaté szerkezetek
(deployable structures). A rendeltetési helyre vald szallitas megkoveteli egy vi-
szonylag kicsi, kompakt alak 1étrehozasat, melyet az lizembe allitashoz sziikséges
kihajtogatas kovet, példaul Osszecsukhatd antennak vagy térracsok esetében
(Miura, 1993). Foldi alkalmazasokra is talalunk példat, tobbek kozott stadionok
nyithatd-csukhato tetdszerkezetének formajaban. Adott esetben akar épitéstechno-
logiai megfontolasbol alkalmaznak kinematikailag hatarozatlan szerkezeteket,
melyeket a végleges helyzetben megmerevitve, a 1étesitmény elnyeri a tervezett
alakjat. Erre példa a Kawaguchi (1991) altal kifejlesztett Pantadome elnevezésii
rendszer.

Rudszerkezetek esetében tehat alapvetd kérdés a kinematikai hatarozottsag
megallapitasa, illetve kinematikai hatdrozatlansag esetén a mozgas leirasa. A
Maxwell-szabaly (Calladine, 1978) sziikséges, de nem elégséges feltétel: egy sik-
beli csuklds radszerkezet merev, ha b> 2 — k, ahol b, j és k rendre a rudak, csuk-
16k és a kinematikai kényszerek 6sszfokszamat jeldli. Specialis topologiai elrende-
z¢&s azonban kinematikailag hatarozatlanna tehet egy radszerkezetet, s6t a szerke-
zeti elemek geometriai mérete is befolyasolja a kinematikai hatarozottsagot (Sza-
bo és Roller, 1978; Tarnai, 1984, 1990).

Hasonlo jelenség megfigyelhetS véges mechanizmusok esetében is, melyek vé-
ges mozgast végeznek deformaciok nélkil (Litvin, 1980; Tarnai, 1999). Specialis
geometria esetén a mechanizmus olyan alakot vehet fel, amelyben az infinitezima-
lis kinematikai szabadsagfokok szama megné. Ebben a pontban a szerkezet alakot
valthat és a mozgas egy masik Gton haladhat tovabb. Az allapotvaltozok terében a
mozgast leird kompatibilitasi utaknak elagazasi pontja van.

Litvin (1980) és Tarnai (1999) a négyrudas mechanizmus egy-egy specialis ese-
tét vizsgalta, melyek aszimmetrikus elagazasi ponttal rendelkeztek. Lengyel és
You (2003) tovabbi példakat is elemeztek, melyeket parhuzamba allitottak a rugal-
mas szerkezetek stabilitaselméletében ismert egyensulyi utak eldgazasaival. A
szingularis pontok vizsgalatara Lengyel (2002) javasolt egy modszert az elemi ka-
tasztrofaelmélet felhasznalasaval. A négyrudas mechanizmus kompatibilitasat ta-
nulmanyozta Hunt (1978) két allapotvaltozé szog fiiggvénykapcsolataval. A kom-
patibilitas altalanos osztalyozdsa is lehetséges a rudhosszak alapjan (Prentis,
1980).

Bar a mérnoki gyakorlatban alkalmazott mechanizmusok gyakran bonyolult,
térbeli szerkezetek, a mozgas soran eléfordulo kiilonféle szingularitasok demonst-
ralasara a négyrudas mechanizmus modellként szolgalhat. Ebben a tanulmanyban
e mechanizmus vizsgalataval foglalkozunk. A kompatibilitas altalanos osztalyo-
zésa segitségével attekintést adunk az e szerkezettipusnal el6forduld szingulari-
tasokrol. Ezt négy specialis eset elagazasi pontjainak részletes vizsgalata koveti.
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2. A KINEMATIKAI MODELL

Tekintsiik a négyrudas mechanizmus legéltalanosabb formajat, melyet az /(a)
dabra mutat. A rudak hossza az 6ramutato jarasaval ellentétes iranyban rendre /y, /,
[5 és 1,. Helyezziik el a szerkezetet egy (x, y) koordinata-rendszerben ugy, hogy az
/1 hosszusagu rud az x tengelyre essen az abra szerint. A mozgas leirasara két alla-
potvaltozo (¢ és 0) elegendd. Az 1-es, 2-es és 4-es rudakat merevnek tekintve, a
3-as rudra felirt kompatibilitasi egyenlet adja a két szog kozotti 6sszefiiggést:

F(gb,G):\/(l1 +1,cos0—1,cosp)’ + (I,sin0—1,sing)* =1, =0. (1)

Az (1) feltétel az oldals6 rudak végpontjai kozotti tavolsag €s az dsszekotd rud
hosszéanak egyenléségét fejezi ki. Az egyenletet kielégitd értékparok felelnek meg
a geometriailag lehetséges alakoknak, melyek tipikusan gorbék (kompatibilitasi
utak).

A két allapotvaltozo értekkészlete a radhosszak fiiggvénye. Ha a ¢ szog érték-
készlete végtelen, a 4-es rid a mozgas soran teljesen korbefordul. Hasonlo érvé-
nyes a 2-es rudra és a 0 szogre is. Ha azonban ez egy véges intervallum (periodiku-
san ismétlddve), a rad mozgasanak hatarhelyzetei vannak. A két szog értékkészle-
te alapjan kiilonféle kombinaciok johetnek létre, melyek tartomanyokat alkotnak
(Prentis, 1980). Ezeket a tartomanyokat most egy haromdimenzi6s koordinata-
rendszerben abrazoljuk, az 1-es rudat rogzitettnek, a tobbit pedig valtozonak te-
kintve (2. abra). A kompatibilis helyzeteket a —/, +/, + 1, +[,20 (a), az
L-L+L+1,20(0),azl, +1,-1;,+1,20(c),azl, +1,+1,-1,20(d), az
l,20(e),az l; 20 (f) és az [, 20 (g) egyenlStlenségekkel megadott félterek met-
szete tartalmazza. Ezt tovabbi tartomanyokra osztjdk az /, + [, =1, + [, (h), az
L +1,=1,+1 (1)ésazl, + [, =1, + [, (j) sikok. E sikok természetesen végtelen

(a)

1. abra. A négyrudas mechanizmus
(a) Altalanos kialakitas. (b) Infinitezimalis mechanizmus
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2. abra. Mobilitasi osztalyok a radhosszak fliggvényében

kiterjedéstiek, a 2. abra csupan egy véges térrészben (egy 3/, élhosszusagu kocka-
ban) mutatja 6ket. Példaul a (h) sik ide tartozé darabjat az ABCDEF hatszog hata-
rolja. Négy alapvetd esetet kiilonboztethetiink meg a ¢ és 0 szogek értékkészlete
alapjan: végtelen-végtelen, véges-végtelen, végtelen-véges, véges-véges. Példaul
azels6 a (h), az (i) és a (j) sikok altal hatarolt térrészben all eld, az EF'G lapja felé a
végtelenbe nyitott EFGH tetraéderben.

3. SPECIALIS ESETEK

A kiilonféle tartomanyoknak megfeleld esetek meglehetdsen jol ismertek,
ezekkel nem foglalkozunk. Azonban a tartomanyok szélén, illetve a kozottiik levo
hatarfeliileteken szamos specialis eset all el6, melyek elemzése e tanulmany hatra-
levé részének targya.

Az elsé eset a tartomany szélein all eld, amikor az (a)—(d) egyenlStlenségek va-
lamelyike egyenl6séggé valik. Ekkor az egyik rad hossza megegyezik a masik ha-
rom Osszegével, €s a szerkezet egy infinitezimalis mechanizmussé fajul el. Erre
mutat példat a /(b) abra. Szintén a tartomany szélén (amikor (e), (f) vagy (g)
egyenl@séggé valik) all el6 az az elfajulo eset, amikor valamelyik rid hossza zérus.
Ekkor a rendszer egy merev szerkezet.
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(a) (b)

(d)

3. abra. Specialis konfiguraciok

A tObbi szingularitas az egyes tartomanyok kozotti hatarhelyzetekben jon 1étre
(a(h), az (1) vagy a (j) sikok). Az egyik ilyen sik az /, + [, = [, + [,. Ekkor a szer-
kezetnek van egy olyan helyzete (¢ =6 = 0), amelyben az &sszes rid az x tengelyre
esik a 3(a) abra szerint. Ebben a pontban a kinematikai szabadsagfokok szama
megné ¢és a kompatibilitasi utakon eldgazasi pont van, melyet a 4(a) abra mutat
(vastag vonalak). E specialis eset egy alesete, amikor /, =1, és/, =, (3(b) dbra).
Ekkor az elagazasi pontban a rudak paronként fedik egymast és az egyik par (/, és
;) egyidejli forgasa egy egyenes kompatibilitasi utat képvisel (4(b) dbra, vastag
vonalak). Hasonlo jelenség all el6 az [, + [, =1, + [;sik esetében is.

E két sik metszésvonaldban egy harmadik eset all el6, amikor /, =/, és/, =1,.
Ekkor a szerkezet paralelogramma alakt (3(c) abra). A kompatibilitasi utakon el-
agazasi pont jelenik meg a (¢ = 6 = 0) pontban, mely a 4(c) abran lathato (vastag
vonalak). Ennek az esetnek is van egy alesete, amikor az dsszes rud hossza azonos:
[, =1,=1 =1,=1(3(d) dbra). A kompatibilitasi utak ebben az esetben kizarolag
egyenes vonalakbdl allnak (4(d) dbra, vastag vonalak).

Bar matematikai szempontbol egy szerkezet tipikusan nem szingularis, vagyis
szabalyosan viselkedik, a szingularis szerkezeteknek a mémdki gyakorlatban
mégis nagy jelentdségiik van. Ugyanis gyakran tervezési vagy esztétikai szempont
a szimmetriara és az uniformizmusra valo torekvés, melynek kdvetkeztében, a fen-
ti példakhoz hasonldan, szimmetrikus vagy tobb azonos méretli elemet tartalmazo
szerkezetet kapunk. Ezért a szingularitasok figyelembevétele sok esetben elenged-
hetetlen a tervezésnél.
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(a) ()

(©) [CY]

4. abra. Kompatibilitasi utak

4. A VIZSGALATI MODSZER

Az (1) kompatibilitasi feltétel a mechanizmus globalis és egyértelmi leirasat
adja az allapotvaltozok terében. A vizsgalat soran azonban a rendszert befolyasolod
paramétereket is figyelembe kell venni. Mechanizmusok esetén kézenfekvd ki-
csiny geometriai tokéletlenségeket bevezetni, melyek a gyartaskor vagy a haszna-
lat soran keletkeznek. Ilyen imperfekcio példaul a rudak hosszanak hibaja vagy a
csuklok forgastengelyének tokéletlensége. E zavard tényezdk figyelembevételét
nemcsak a teljes korti formalis elemzés igénye indokolja, hanem az a tény is, hogy
a valosagban gyakorlatilag mindig jelen vannak, hiszen tokéletes geometridjh
szerkezetek csak elméletileg 1éteznek. Igy a kompatibilitas két allapotvaltozé és
szamos paraméter fiiggvényében adhaté meg.

Tokéletlenségek esetén a megoldashalmaz valtozik, vagyis a kompatibilitasi
utak modosulnak. Altalanos kialakitas esetén a viselkedés jellege nem viltozik,
azonban specialis geometria esetén a szingularis pont kdrnyezete alapvetéen meg-
valtozik, hiszen a megzavaras az egyedi kiilonleges helyzetet megsziinteti.

A célunk tehat a kompatibilitasi feltétel lokalis vizsgalata a szerkezet szingula-
ris helyzetében. Ehhez el6allitjuk (1) Taylor-sorat a két allapotvaltozé fliggvényé-
ben. Megvizsgaljuk, hogy a paraméterek valasztasa hogyan befolyasolja a moz-
gast a szingularis pont kornyezetében.
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5. PELDAK

A példakban a i-edik rad (i = 1,2,3,4) kicsiny hosszhibajat ,-vel, a teljes hosszat
Lvel jeloljiik. Altalanos esetben a kompatibilitasi feltétel a kdvetkezd alakban ir-
hato:

F($,0)=+/(L, + L, cos0—L, cos¢)’ + (L, sinf—L, sing)*> — L, =0, (2)

aholL, =1, +¢,,L,=1,+¢,, L, =1, +¢&,,¢sL, =1, +¢,.

Tekintsiik el6szor a 3(a) abran lathato esetet. Az elagazasi pontban (¢ =60 = 0)
elegendd a tokéletes szerkezet Taylor-sorat a masodfoku tagokig felirni. Az
I, =1, + 1, — I, helyettesitéssel kapjuk:

F~l (11 + 12)14 0% — 1214 ¢9_l (11 _14)12

2
~ . 3
20, +1, -1, L+1,—1, 2zl+12—14¢ @)

A tokéletlenségekkel megzavart szerkezet esetén pedig:

z71(141‘}’142)114 02 — L,L, 9_1 (L, -L,)L, ¢2+€1+82—83—84. 4)
2L, +L,-L, L ,+L,—L, 2L, +L,-L,
Mindkét sz6g masodfoku kifejezése megjelenik (3)-ban. Megfigyelhetjiik, hogy a
tokéletlenségek hatdsa szintén a valtozok masodfoku tagjaiban jelentkezik. A
kompatibilitasi utak megvaltoznak, ugyanis az elagazas megsziinik, és egy masfaj-
ta szingularitas (hatarpont) jelenik meg. Az L, + L, — L, — L, kifejezés eldjelétdl
fliggden vékony folytonos (+), illetve szaggatott (-) vonalak jeldlik a kompatibili-
tasi utakat az 4(a) abran.

E példa egy alesetét lattuk a 3(b) abran. Ekkor /, =14 és [, = 1. Altalanos tokélet-
lenségek esetén a Taylor-sor azonos a (4) kifejezéssel. Azonban tokéletes szerke-
zet esetén a ¢ masodfoku kifejezése eltlinik (egyidejlileg az dsszes tobbi is), ami az
4(b) abran lathat6 egyenes kompatibilitasi Gitnak felel meg. A tokéletlen utak jels-
1ése az el6z6 esettel azonos.

A harmadik példa a 3(c) abran lathat6 paralelogramma alaku szerkezet. A fenti-
ekhez hasonloan egyszerlien kapjuk, hogy a kompatibilitasi feltétel Taylor-sora 1é-
nyegében a (3), illetve (4) kifejezésekkel azonos.

Kiilon figyelmet igényel a legspecialisabb eset, amikor az dsszes rad hossza
azonos ([, =1, =1, =1, =1). A (¢ =0 =0) elagazasi pont vizsgalata a fentickhez
hasonl6 eredményt hoz, azonban 1ényegesen kiilonb6zd viselkedést mutat a masik
elagazasi pont (¢ =0, @ = 7). Ebben a pontban a Taylor-sor:
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S DT RS R
F=~lp0——1p>0——1p>0° ——Ip0* +...., 5
@ 6¢ 4¢ 6¢ (%)

illetve:

Fe_ (LI_LZ)L4 92 — L,L, ¢§_ (LI_L4)L2

‘g +e,—e,+¢,,(6
2(L1_L2_L4) L]_LZ_L4 2(L1_L2 _L4)¢ 1 ’ ’ ) ( )

ahol 0 = 0 — 7. A tokéletes szerkezet esetén (5) a valtozoknak csak vegyes kifeje-
zéseit tartalmazza, azaz a valtozok 6sszes (végtelen sok) tiszta tagja eltlinik. Ezért
ez a pont végteleniil elfajultnak tekinthetd. A kompatibilitasi utak ennek megfele-
16en a koordinatatengelyekkel parhuzamos egyenes vonalak. E két Gt egy-egy
olyan mozgasnak felel meg, amikor a szerkezet két rudja a masik kett6tdl fliggetle-
niil mozog. A rudhosszak hibajaval megzavart szerkezet esetén, az el6z6ekhez ha-
sonloan, a masodfoku tagok jelennek meg a (6) Taylor-sorban. A végtelen rendben
elfajult pontot tehat a megzavaras véges rendben elfajultta redukalta.

Elméletileg lehetséges olyan megzavarast alkalmazni, mely nem a masodfoku,
hanem a magasabb foku tagokat érinti. Nyilvanvaléan ez nem lehetséges a rud-
hosszak konstans hibaja esetén. Tekintsiink tehat egy olyan rendszert, amikor a ru-
dak csuklos kapcsolatai nem tokéletesek. Ha egy csukloban a csap, illetve a furat
feliilete nem tokéletes hengerfeliilet, akkor a relativ elfordulas fliggvényében a fu-
rat és csap kozéppontja kozotti tavolsag valtozik, vagyis a vonatkoz6 rud effektiv
hossza az elfordulés fiiggvénye. Ezt a 4-es rudra alkalmazva ¢, az

e (P)=cp+c,d” + i’ +... (7)

alakban irhat6, ahol a ¢; egyiitthatok konstansokat jelolnek. Minden mas tokélet-
lenséget zérusnak tekintve, megmutathato, hogy az elagazasi pontban a kompatibi-
litasi feltétel az

F=¢,0)=cp+c,p’ +c,p’+... (8)

alakra hozhat6. Ez azt jelenti, hogy alkalmas megzavarassal a kompatibilitasi fel-
tétel tetsz6leges lokalis alakjat el6 lehet allitani. Ha a zavar6 fliggvényben csak az
i-ik egylitthato nem zérus, a kompatibilitasi feltételben csak az i-ik hatvany szere-
pel. Az egyenes kompatibilitasi Gt pedig ezzel dsszefiiggésben modosul.
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OSSZEFOGLALAS

Ebben a tanulméanyban az egyik legegyszer(ibb és legéltalanosabban alkalma-
zott egyszabadsagfoku mechanizmust, a négyrudas radlancot vizsgaltuk. A geo-
metriai méretek alapjan a mobilitas kiilonféle osztalyait lehet felallitani, melyek
kozott szamos szingularis eset fordul el6. Megallapithatjuk, hogy e specialis esetek
globalis és lokalis viselkedése is egyedi és rendkiviil érzékeny a rendszer megza-
varasara. Mivel a kompatibilitasi osztalyok kozotti hatarhelyzetekben (sik, egye-
nes vagy pont) talalhatok, kicsiny tokéletlenségek hatasara is a mobilitas kiilonféle
osztalyai johetnek létre. Példaul a paralelogramma alaku konfiguracio esetében a
2-es vagy a 4-es rud megnyulasa lehetetlenné teszi a rud teljes korbefordulasat. A
megzavarastol fiiggden tobbféle mobilitasi osztaly is elallhat.

Az egyszabadsagfoki mechanizmusok kompatibilitasi Gtjainak altalanos pont-
jaiban a mozgas egy paraméterrel leirhatd, azaz a két allapotvaltozé kapcsolata az
adott pontban kozelit6leg linedrisnak tekinthetS. Az specialis esetek lokalis vizs-
galata demonstralta, hogy az elagazasi pontok kdrnyezetét az allapotvaltozok ma-
gasabb rendi fliggvényei irjak le. A megzavarasok hatasara az elagazasi pontok
megszlinhetnek. A legspecialisabb eset megmutatta, hogy a magasabb rendl
szingularitds megzavarasaval kiilonféle alacsonyabb rendii szingularitasok, illetve
kiilonféle alaka kompatibilitasi utak hozhatdk 1étre. Ez, a mérnoki gyakorlatban
sokszor eléforduld mechanizmus tehat valtozatos viselkedést mutat és sokféle ter-
vezési problémat vet fel.
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SINGULARITIES OF THE COMPATIBILITY
OF FOUR-BAR LINKAGES

Summary

Mechanisms are gaining significance in structural engineering design by new applications and
construction technologies. In a similar way to static and kinematic properties of structures, those of
mechanisms are also affected by the metric properties and the topology. The four-bar linkage serves
as model to demonstrate the various singularities occurring during motion. The global description of
the motion can be given by a compatibility condition in terms of two state variables. The range of the
values of the variables defines various categories in terms of the bar lengths, which are visualized as
three-dimensional domains. The outer and inner surfaces of these domains refer to cases with special
geometry, which have kinematically singular configurations. The local analysis of the singularities is
done with the introduction of geometric imperfections due to manufacturing or wear. The motion is
sensitive to small perturbations. Due to the borderline position of the special cases, the change of the
bar lengths may result in various categories of the mobility. While in the general points of the
compatibility path the relationship between the two state variables can be approximated as linear, the
local analysis of the special cases has shown that the neighbourhood of the bifurcation points is
described by higher-order functions of the state variables. The perturbations may result in the
disappearance of the bifurcation points and the appearance of other types of singularities. In the most
special case various lower-order singularities and compatibility paths can be obtained by perturbing
the higher-order singular point.

Keywords: four-bar linkage, compatibility, singularity, bifurcation, imperfections



