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A pályázat támogatásával 30 publikáció készült el, illetve lett közlésre benyújtva,
vagy elfogadva; ezekből a publikációkból pedig 16 tudományos előadást tartottam
nemzetközi, illetve hazai konferenciákon. A kutatási témában 2002–2005-ban végzett
munkámat négy főbb témakör köré csoportośıtva foglalom össze.

I. Vera Zeidannal (aki a Michigan State University professzora) együttműködve hét
dolgozat készült el. Három (2202-ben, 2003-ban, illetve 2004-ben) megjelent dolgo-
zatban ([27], [28], [30]) halmazértékű (alulról félig folytonos állapottér és mérhető
iránýıtási) korlátozásokat tartalmazó szélsőérték, illetve optimális iránýıtási felada-
tokban az ún. másodrendű megengedett variációk pontos meghatározásával olyan
másodrendű szükséges feltételeket sikerült megadni, amelyek a megszokott és sejthető
tagokon kivül egy olyan tagot is tartalmaznak, amely az úgynevezett burkoló effek-
tusnak köszönhetően az állapottérrel kapcsolatos korlátozások kapcsán lép fel. Az
emĺıtett három dolgozatban a gyenge, illetve erős optimalitás ilyen feltételeit adtuk
meg a korlátozások különféle kombinációi mellett.

A negyedik 2004-ben megjelent közös dolgozatunkban ([29]) a kritikus irányok
(azaz az olyan érintő irányok, amelyek esetén a másodrendű megengedett variációk
halmaza nem üres) effekt́ıv jellemzését adtuk meg absztrakt normált térbeli zárt
konvex halmazok esetén. Szintén sikerült absztrakt esetben formulát találni a
másodrendű megengedett variációk halmazának a tartó funkcionáljára is. Az ötödik,
közlésre benyújtott ([25]) dolgozatban a korább eredmények betetőzéseként, az
ún. Dubovickij–Miljutyin-féle időtranszformációs trükk seǵıtségével az állapottérre
vonatkozó egyenlőtlenségi, az iránýıtási függvényre pedig egyenlőségi és egyenlőtlenségi
korlátozásokat tartalmazó optimális iránýıtási feladatokra sikerült a Pontrjagin-féle
maximum-elvet kiterjeszteni és ezt másodrendű szükséges feltételekkel is kiegésźıteni.

Közös kutatásaink egy mostanában kibontakozó területe a Clarke-féle általánośıtott
Jacobi-mátrix (amely a lokálisan Lipschitz véges dimenziós normált terek között ható
függvényekhez tárśıt egy halmazértékű derivált fogalmat), amelyet végtelen dimenziós
normált tereken értelmezett és véges dimenziós értékkészletű lokálisan Lipschitz
függvényekre sikerült általánośıtani a [26] (már közlésre elfogadott) dolgozatunkban.
Az általánośıtás még mindig a lokálisan Lipschitz függvények (Rademachertől eredő)
majdnem mindenütti differenciálási tételén alapszik, mivel a függvény véges di-
menziós affin alterekre vett megszoŕıtásainak Clarke-féle Jacobi-mátrixai seǵıtségével
értelmezi az általánośıtott halmazértékű deriváltat. Ennek az új fogalomnak a karak-
terizációját és a kalkulus szabályok egy teljes spektrumát (összeg szabály, lánc szabály,
részenként sima függvények differenciálása, stb.) sikerült kidolgozni a [24] dolgozat-
ban. Bebizonýıtottuk, hogy ez a derivált fogalom a legszűkebb szekvenciálisan felülről
folytonos halmazértékű szigorú Hadamard-féle derivált. A bizonýıtások hátterében
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M. Fabian és D. Preiss egy eredményének az általánośıtására volt szükség. En-
nek felhasználásával kimutattuk, hogy az általánositott derivált véges dimenziós al-
terekre való leszűḱıtése és az ugyanarra az altérre nézve képzett általánośıtott de-
rivált között egyenlőség áll fenn. A következő természetes kérdés az eddigi fogal-
mak és eredményeink kiterjesztése a végtelen dimenziós értékkészlet esetére is. A
Hilbert-terek esetére ez valósźınűleg megtehető, de Radon–Nikodým tulajdonságú,
vagy még általánosabb Banach-terek esetén a tér geometriai struktúrája fontos sze-
repet játszhat, ezért ezek a vizsgálatok még nem befejezettek és további kutatások
igéretes kiindulópontjai lehetnek.

Két további dolgozatomban ([20], [21]) a Lagrange-féle multiplikátor-elvet ter-
jesztettem ki olyan feltételes szélsőérték problémákra, amelyek nemsima skalár
egyenlőtlenségi és nemsima Banach-térbeli értékű egyenlőségi korlátozásokat tar-
talmaznak. A második dolgozat ún. absztrakt iránýıtási feladatokra vonatkozik,
vagyis olyan problémákra, ahol változók két csoportba oszthatók: az egyik cso-
port szerint Lipschitz folytonosság, a másik csoport szerint pedig egy konvexitási
feltétel teljesül. Az optimumnak az ilyen problémákra nyert első- és magasabb-rendű
szükséges feltétele minden szempontból általánośıtja A. Ioffénak és V. Tyihomı́rovnak
egy klasszikus eredményét, amely a Lagrange-elv és a Pontrjagin-féle maximum-elv
egy közös általánośıtása. Ezek az eredmények elsősorban a konkrét — közönséges és
parciális differenciálegyenletekkel vezérelt, nemsima adatokat tartalmazó — optimális
iránýıtási problémákra alkalmazhatók sikeresen.

II. A másik vizsgált témakörben a konvexitás különböző általánośıtásait, ezek
jellemzését, továbbá konvex függvények perturbációs tulajdonságait, stabilitását
vizsgáltam. Régóta ismert (D. Hyers-től és S. Ulam-tól származó) eredmény, hogy
egy konvex függvénynek korlátos függvénnyel való perturbációja a konvexitás milyen
módośıtott formájával jellemezhető, illetve, hogy ilyenkor mi mondható a perturbált
konvex függvény szubgradienséről. A 2003-ban megjelent [19] dolgozatomban a kon-
vex függvények olyan perturbációival foglalkoztam, amelyek előállnak egy korlátos és
egy (első rendben) Lipschitz-perturbáció összegeként. Sikerült többféle jellemzését
megtalálni az ilyen függvényeknek, de egyelőre csak a valós változós esetben. A
Jensen-konvex és t-konvex függvények perturbációinak vizsgálatát Házy Attilával
közös 2004-ben megjelent [11] és 2005-ben megjelenő [12] dolgozatainkban végeztük
el. Az eredmények egy meglepő vonása az ún. Tagaki-féle folytonos, de seholsem dif-
ferenciálható függvénynek a felbukkanása, ami ezeknek a függvényeknek az elméletét
is gazdaǵıtja. (Boros Zoltán, egy sejtésemet igazolva, megmutatta, hogy a Tagaki-
függvény kieléǵıti a Jensen-egyenlőtlenség egy perturbált alakját, azaz, hogy egy
bizonyos konvexitási tulajdonsággal rendelkezik.) További érdekesnek mutatkozó
kérdés a nem elsőrendű Lipschitz-perturbációk vizsgálata és az eddigi eredményeknek
a vektorváltozós függvények esetére vonatkozó kiterjesztése. A monoton függvények
Lipschitz-perturbációt jellemeztük a Makó Zitával közös [16] dolgozatunkban.

A [3], [4], illetve [5] — Bessenyei Mihállyal közösen ı́rt — dolgozatokban
az ún. Csebisev-rendszerekre nézve első-, valamint magasabb rendben konvex
függvények konvexitásával foglalkoztunk és kiterjesztettük a klasszikus esetből is-
mert Hermite–Hadamard-egyenlőtlenséget ilyen rendszerekre. A különböző szimme-
tria tulajdonságokkal rendelkező függvényekre vonatkozó Hermite–Hadamard-t́ıpusú
egyenlőtlenséget találtunk a Czinder Péterrel közös [7] dolgozatban, amelyről kiderült,
hogy a Gini és Stolarsky közepek összehasonĺıtási tételének bizonýıtásában is je-
lentős szerepet játszik ([8]). A Lars-Erik Perssonnal közös 2004-ben megjelent [22]
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dolgozatomban a Hardy–Carleman–Knopp-féle egyenlőtlenségnek egy Gini-közepekre
vonatkozó kiterjesztését adtuk. A Carleman-egyenlőtlenségnek egy kompakt interval-
lumokra való általánośıtását találtuk [15]-ben. Az optimális konstans ebben az estben
élesen kisebbnek adódik, mint a klasszikus esetben.

A Jensen-, Wright- és t-konvexitás megfelelően értelmezett másodrendű de-
riváltakkal történő jellemzését adtuk meg a Gilányi Attilával, illetve Kazimierz
Nikodemmel közös 2002-ben és 2004-ben megjelent [10], illetve [17] dolgozatokban.
[9]-ban kiterjesztettük az ún. Bernstein-Doetsch-féle tételt kvázikonvex függvényekre.
A konvexitás halmazértékű általánośıtásait vizsgáltuk a Miros lav Adamekkel és
Kazimierz Nikodemmel közös [1] dolgozatunkban. Boros Zoltánnal egy új szub-
differenciálfogalmat, a Q-szubdifferenciál fogalmát vezettük be [6], amely a kon-
vex anaĺızisből ismert standard szubdifferenciál fogalomnak az általánośıtása, en-
nek elemei azonban nem lineáris funkcionálok, hanem addit́ıv függvények. Ennek
az új fogalomnak a seǵıtségével a Jensen-konvexitást a Q-szubdifferenciál mono-
tonitásával jellemeztük. Székelyhidi Lászlóval a klasszikus szuperaddit́ıv–szubaddit́ıv
függvénypárokra vonatkozó szendvics-tételt általánośıtottuk közeĺıtőleg szuperad-
dit́ıv–szubaddit́ıv függvénypárokra [23]-ben. A Beckenbach által bevezetett kon-
vexitás-fogalomra vonatkozó szendvics tételeket nyertünk Kazimerz Nikdomemmel
a közlésre elfogadott [18] dolgozatban.

III. A harmadik vizsgált témakörhöz egy dolgozat ([14]) (amelyet a kolozsvári
Babes-Bolyai Egyetem két professzorával Kolumbán Józseffel és Kassay Gáborral
együttműködve késźıtettem) tartozik, amelyben Minty és Stampacchia t́ıpusú
variácós egyenletrendszerek faktorizációjának a kérdését vizsgáltuk, azaz azt, hogy
a rendszert alkotó egyenletek önállóan való megoldhatóságából mikor következik az
összetett rendszer megoldhatósága is.

IV. A pályázat támogatásával és Járai Antal, Maksa Gyula társzerzőkkel készült
[13] dolgozatban az ún. Cauchy-differencák és a kváziösszegek egynlőségét vizsgáltuk
és a teljes léırást a lehető legtermészetesebb, leggyengébb regularitási feltételek
mellett megadtuk. Ez a dolgozat lényegében az összes (általunk) ismert lényeges
ún. regularitásjav́ıtó módszert alkalmazza az ismeretlen függvények többszöri differ-
enciálhatóságának az igazolására, aminek felhasználásával az ismeretlen függvényekre
közönséges differenciálegyenletrendszerek vezethetők le, melyeket megoldva az eredeti
egyenlet 9 több paraméterrel jellmezhető megoldáscsaládja kapható meg.

Debrecen, 2006. február 10. (Témavezető alá́ırása)
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[16] Z. Makó and Zs. Páles. On Lipschitz perturbation of monotonic functions. Acta Math. Hungar.
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2006. közlésre elfogadva.
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[16] Zs. Páles. Infinite dimensional Clarke generalized Jacobian. 7th Midwest Optimization Seminar,
Western Michigan University, Kalamazoo, USA, 2005. október 15.


