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A palyazat tamogatasaval 30 publikacié késziilt el, illetve lett kozlésre benyujtva,
vagy elfogadva; ezekbol a publikacidkbol pedig 16 tudoményos eldadast tartottam
nemzetkozi, illetve hazai konferencidkon. A kutatasi témaban 2002-2005-ban végzett
munkamat négy fobb témakor koré csoportositva foglalom Gssze.

I. Vera Zeidannal (aki a Michigan State University professzora) egyiittmiikodve hét
dolgozat késziilt el. Harom (2202-ben, 2003-ban, illetve 2004-ben) megjelent dolgo-
zatban ([27], [28], [30]) halmazértéki (alulrdl félig folytonos &llapottér és mérhetd
irdnyitasi) korlatozésokat tartalmazé szélséérték, illetve optimadlis irdnyitasi felada-
tokban az un. masodrendii megengedett variaciok pontos meghatdrozasaval olyan
masodrendi sziikséges feltételeket sikertilt megadni, amelyek a megszokott és sejtheto
tagokon kiviil egy olyan tagot is tartalmaznak, amely az ugynevezett burkolo effek-
tusnak koszonhetoen az éllapottérrel kapcsolatos korlatozasok kapcsan 1ép fel. Az
emlitett harom dolgozatban a gyenge, illetve erds optimalitds ilyen feltételeit adtuk
meg a korlatozasok kiilonféle kombinaciéi mellett.

A negyedik 2004-ben megjelent kozos dolgozatunkban ([29]) a kritikus irdnyok
(azaz az olyan érint6 irdnyok, amelyek esetén a masodrendii megengedett variaciok
halmaza nem tires) effektiv jellemzését adtuk meg absztrakt normélt térbeli zért
konvex halmazok esetén. Szintén sikeriilt absztrakt esetben formulat talalni a
masodrendii megengedett variacidk halmazanak a tarté funkcionéljara is. Az 6todik,
kozlésre benyujtott ([25]) dolgozatban a kordabb eredmények betetézéseként, az
un. Dubovickij—Miljutyin-féle id6transzformacios tritkk segitségével az allapottérre
vonatkozo egyenlotlenségi, az iranyitasi fiiggvényre pedig egyenloségi és egyenltlenségi
korlatozasokat tartalmazo optimalis iranyitasi feladatokra sikeriilt a Pontrjagin-féle
maximum-elvet kiterjeszteni és ezt masodrendii sziikséges feltételekkel is kiegésziteni.

Koz0s kutatésaink egy mostanaban kibontakozo tertilete a Clarke-féle altalanositott
Jacobi-matrix (amely a lokalisan Lipschitz véges dimenzids normalt terek kozott haté
fiiggvényekhez tarsit egy halmazértékii derivélt fogalmat), amelyet végtelen dimenziés
normalt tereken értelmezett és véges dimenzids értékkészletii lokalisan Lipschitz
fliggvényekre sikeriilt altalanositani a [26] (mér kozlésre elfogadott) dolgozatunkban.
Az éltalanositas még mindig a lokélisan Lipschitz fiiggvények (Rademachertdl eredd)
majdnem mindeniitti differencialasi tételén alapszik, mivel a fiiggvény véges di-
menzios affin alterekre vett megszoritasainak Clarke-féle Jacobi-méatrixai segitségével
értelmezi az altalanositott halmazértékii derivéaltat. Ennek az 1j fogalomnak a karak-
terizacidjat és a kalkulus szabdlyok egy teljes spektrumét (Osszeg szabdly, lanc szabdly,
részenként sima fliggvények differencidlasa, stb.) sikeriilt kidolgozni a [24] dolgozat-
ban. Bebizonyitottuk, hogy ez a derivalt fogalom a legsziikebb szekvencidlisan feliilrél

folytonos halmazértékl szigori Hadamard-féle derivalt. A bizonyitasok hatterében
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M. Fabian és D. Preiss egy eredményének az altalanositasara volt sziikség. FEn-
nek felhasznalasaval kimutattuk, hogy az altalanositott derivalt véges dimenzids al-
terekre valo leszlikitése és az ugyanarra az altérre nézve képzett altalanositott de-
rivalt kozott egyenloség all fenn. A kovetkezo természetes kérdés az eddigi fogal-
mak és eredményeink kiterjesztése a végtelen dimenzids értékkészlet esetére is. A
Hilbert-terek esetére ez valdszintileg megtehet6, de Radon-Nikodym tulajdonsagu,
vagy még altalanosabb Banach-terek esetén a tér geometriai strukturdja fontos sze-
repet jatszhat, ezért ezek a vizsgalatok még nem befejezettek és tovabbi kutatasok
igéretes kiindulopontjai lehetnek.

Két tovabbi dolgozatomban ([20], [21]) a Lagrange-féle multiplikdtor-elvet ter-
jesztettem ki olyan feltételes szélséérték problémakra, amelyek nemsima skalar
egyenldtlenségi és nemsima Banach-térbeli értékii egyenléségi korlatozasokat tar-
talmaznak. A masodik dolgozat un. absztrakt iranyitési feladatokra vonatkozik,
vagyis olyan problémékra, ahol valtozok két csoportba oszthatok: az egyik cso-
port szerint Lipschitz folytonossag, a masik csoport szerint pedig egy konvexitasi
feltétel teljesiil. Az optimumnak az ilyen problémakra nyert els6- és magasabb-rendi
sziikséges feltétele minden szempontbdl dltalanositja A. lToffénak és V. Tyihomirovnak
egy klasszikus eredményét, amely a Lagrange-elv és a Pontrjagin-féle maximum-elv
egy kozos altalanositasa. Ezek az eredmények elsosorban a konkrét — kozonséges és
parcialis differencidlegyenletekkel vezérelt, nemsima adatokat tartalmazd — optimaélis
iranyitdsi problémakra alkalmazhatok sikeresen.

II. A masik vizsgdlt témakorben a konvexitas kiilonbozé altalanositasait, ezek
jellemzését, tovabba konvex fliggvények perturbaciés tulajdonsdgait, stabilitasat
vizsgaltam. Régdta ismert (D. Hyers-t6l és S. Ulam-t6l szarmazd) eredmény, hogy
egy konvex fliggvénynek korlatos fiiggvénnyel vald perturbacidja a konvexitas milyen
moédositott formajaval jellemezhetd, illetve, hogy ilyenkor mi mondhaté a perturbélt
konvex fliggvény szubgradiensérél. A 2003-ban megjelent [19] dolgozatomban a kon-
vex fiiggvények olyan perturbécidival foglalkoztam, amelyek eloallnak egy korlatos és
egy (els6é rendben) Lipschitz-perturbacié Osszegeként. Sikeriilt tobbféle jellemzését
megtaldlni az ilyen fiiggvényeknek, de egyelore csak a valds valtozés esetben. A
Jensen-konvex és t-konvex fiiggvények perturbacidéinak vizsgdlatat Hazy Attilaval
kozos 2004-ben megjelent [11] és 2005-ben megjelend [12] dolgozatainkban végeztiik
el. Az eredmények egy meglepd vonasa az un. Tagaki-féle folytonos, de seholsem dif-
ferencidlhato fiiggvénynek a felbukkanasa, ami ezeknek a fiiggvényeknek az elméletét
is gazdagitja. (Boros Zoltén, egy sejtésemet igazolva, megmutatta, hogy a Tagaki-
figgvény kielégiti a Jensen-egyenltlenség egy perturbalt alakjat, azaz, hogy egy
bizonyos konvexitasi tulajdonsdggal rendelkezik.) Tovabbi érdekesnek mutatkozd
kérdés a nem elsorendii Lipschitz-perturbaciok vizsgalata és az eddigi eredményeknek
a vektorvaltozos fliggvények esetére vonatkozo kiterjesztése. A monoton fliggvények
Lipschitz-perturbéciot jellemeztiik a Maké Zitdval kozos [16] dolgozatunkban.

A [3], [4], illetve [5] — Bessenyei Mihallyal kozosen irt — dolgozatokban
az un. Csebisev-rendszerekre nézve elso-, valamint magasabb rendben konvex
fliggvények konvexitasaval foglalkoztunk és kiterjesztettitk a klasszikus esetbdl is-
mert Hermite-Hadamard-egyenlétlenséget ilyen rendszerekre. A kiilonbozo szimme-
tria tulajdonsagokkal rendelkezo fliggvényekre vonatkozé Hermite-Hadamard-tipusi
egyenldtlenséget taldltunk a Czinder Péterrel kozos [7] dolgozatban, amelyrél kideriilt,
hogy a Gini és Stolarsky kozepek oOsszehasonlitési tételének bizonyitdsaban is je-
lentés szerepet jatszik ([8]). A Lars-Erik Perssonnal kozos 2004-ben megjelent [22]
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dolgozatomban a Hardy—Carleman—Knopp-féle egyenl6tlenségnek egy Gini-kozepekre
vonatkozo kiterjesztését adtuk. A Carleman-egyenlotlenségnek egy kompakt interval-
lumokra valé altaldnositasat talaltuk [15]-ben. Az optimadlis konstans ebben az estben
élesen kisebbnek addédik, mint a klasszikus esetben.

A Jensen-, Wright- és t-konvexitas megfeleloen értelmezett masodrendii de-
rivaltakkal torténd jellemzését adtuk meg a Gilanyi Attilaval, illetve Kazimierz
Nikodemmel kéz6s 2002-ben és 2004-ben megjelent [10], illetve [17] dolgozatokban.
[9]-ban kiterjesztettiik az tin. Bernstein-Doetsch-féle tételt kvazikonvex fiiggvényekre.
A konvexitds halmazértéku altalanositasait vizsgaltuk a Mirostav Adamekkel és
Kazimierz Nikodemmel kozos [1] dolgozatunkban. Boros Zoltdnnal egy 1j szub-
differencialfogalmat, a @-szubdifferencidl fogalmét vezettiik be [6], amely a kon-
vex analizisb6l ismert standard szubdifferencidl fogalomnak az altalanositasa, en-
nek elemei azonban nem linedris funkciondlok, hanem additiv fiiggvények. Ennek
az 1j fogalomnak a segitségével a Jensen-konvexitast a ()-szubdifferencial mono-
tonitasaval jellemeztiik. Székelyhidi Lészloval a klasszikus szuperadditiv—szubadditiv
fiiggvényparokra vonatkozd szendvics-tételt altalanositottuk kozelitoleg szuperad-
ditiv—szubadditiv fliggvényparokra [23]-ben. A Beckenbach &ltal bevezetett kon-
vexitas-fogalomra vonatkozd szendvics tételeket nyertiink Kazimerz Nikdomemmel
a kozlésre elfogadott [18] dolgozatban.

ITI. A harmadik vizsgalt témakorhoz egy dolgozat ([14]) (amelyet a kolozsvéri
Babes-Bolyai Egyetem két professzoraval Kolumban Jozseffel és Kassay Gaborral
egyittmiikodve készitettem) tartozik, amelyben Minty és Stampacchia tipusi
variacés egyenletrendszerek faktorizacidjanak a kérdését vizsgaltuk, azaz azt, hogy
a rendszert alkoto egyenletek onalléan valé megoldhatosagabdl mikor kovetkezik az
osszetett rendszer megoldhatosaga is.

IV. A palydzat tamogatasaval és Jarai Antal, Maksa Gyula tarszerzokkel késziilt
[13] dolgozatban az tin. Cauchy-differencék és a kvéziosszegek egynléségét vizsgaltuk
és a teljes leirdst a leheto legtermészetesebb, leggyengébb regularitdsi feltételek
mellett megadtuk. Ez a dolgozat lényegében az Osszes (éltalunk) ismert lényeges
un. regularitasjavitdo modszert alkalmazza az ismeretlen fliggvények tobbszori differ-
encidlhatésaganak az igazolasara, aminek felhasznalasaval az ismeretlen fliggvényekre
kozonséges differencialegyenletrendszerek vezethetok le, melyeket megoldva az eredeti
egyenlet 9 tobb paraméterrel jellmezheté megoldascsaladja kaphaté meg.

Debrecen, 2006. februar 10. (Témavezet6 alairdsa)
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