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VALTOZO INERCIAJU KONZOLTARTOK
CSILLAPITATLAN SZABADREZGESEINEK
VIZSGALATA

DR. HUSZAR ZSOLT*

okl. épitémérnok, mérnok-matematikai szakmérnok,
tudomanyos mts.

1. BEVEZETES

A kozelmultban egy fontos ipari 1étesitmény szell6z6 kéményének vizsgalataban
vettem részt. A kémény keresztmetszeti méretei folfelé haladva fokozatosan csok-
kentek. A kéményt vizsgaltuk foldrengés-teherre és a szélteher dinamikus hatasa-
ra. A szélirannyal parhuzamos sikban dinamikus hatast kelthet az ingadoz6 szélse-
besség és emellett magas, karcst épitmények esetében a Karman-féle 6rvényleva-
las keresztiranyu gerjesztést is okozhat. Mindez sziikségessé tette a valtozo ke-
resztmetszet konzoltarté dinamikai jellemzdinek meghatarozasat.

A cikkben a valtozo keresztmetszetii konzoltartok sajatfrekvencidinak és rezgé-
si alakjainak szamitasara szolgald eljarast mutatok be. Az altalam kidolgozott
kontinuum modszer a Rayleigh-hanyados széls6érték tulajdonsagara épiil és fel-
hasznalja az alland6 keresztmetszetli konzolrad dinamikai megoldasat. El6nye,
hogy adatbeviteli igénye joval kisebb, mint egy részletes végeselemes modellé. Az
ismertetésre keriil6 eljaras a mérnoki gyakorlatban el6forduld mas, konzoltartoval
modellezhet6 szerkezetre — pl. adotorony — is alkalmazhat6.
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1. abra. Valtozé merevségi konzolrud fajlagos tdmege €s hajlitomerevsége a magassag mentén
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Az 1. abran egy valtozo keresztmetszetli konzolrid, valamint a rezgési jellem-
z6it meghatarozé fajlagos tomegének és hajlitdmerevségének magassag szerinti
valtozasa lathato alakhelyes grafikonban. A fajlagos tomeg kozvetleniil a kereszt-
metszeti teriilettel, a hajlitomerevség pedig a keresztmetszet tehetetlenségi nyo-
matékdval aranyos. Az abrabdl kitlinik, hogy felfelé haladva a hajlitdmerevség
gyorsabban csokken, mint a fajlagos tomeg.

2. A SZAMITASI MODSZER ISMERTETESE

A szabad, csillapitatlan hajlitorezgést végzd, valtozd keresztmetszetli konzolrad
dinamikai jellemzdinek meghatarozasahoz kontinuum modszer szerint eldallitot-
tam az allando keresztmetszetli konzolrid rezgési alakjat, majd ennek fokozatos
modositasaval szamitottam a valtozo keresztmetszetli rad sajatfrekvenciajat a
Rayleigh-hanyados szélsGérték tulajdonsaganak felhasznalasaval.

A levezetésekben a kovetkezd feltevéseket, ill. megszoritasokat alkalmaztam:

— nem szamolok az elfordulasi tehetetlenséggel,

— anyirasi deformacidkat elhanyagolom,

— a statikus normalerSket ugyancsak elhanyagolom,

— akonzolrad tékeresztmetszete mereven befogott,

— a keresztmetszeti jellemzd6k valtozasat folytonos fiiggvények irjak le.

Magas, toronyszerli szerkezetek rezgési jellemz@it a nyirasi deformaciok ke-
véssé befolyasoljak. A statikus normalerdk hatasa szintén nem jelentds, ha az 6n-
suly okozta normalerd tavol esik a kritikus erd szintjétdl. Az eljaras mindemellett a
fenti megszoritasok elhagydsanak eseteire is kiterjeszthetd.

2.1 AZ ALLANDO KERESZTMETSZETU KONZOLRUD MEGOLDASA

Az élland6 keresztmetszetli gerenda csillapitatlan hajlitorezgéseit az alabbi allan-
do egylitthatos homogeén, parcialis differencialegyenlet irja le [1], [2]:
4 2
0w +pA 0w
ax* 9t

EI =0 (1)

ahol: w: arid keresztmetszeteinek a rad tengelyére meréleges eltolddasa a rez-
gés sikjaban
A: arGdszelvény keresztmetszeti teriilete
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I:  arudszelvény hajlitasi inerciaja a rezgés sikjara meréleges tengelyre
p: arud anyagéanak testsiiriisége
E: ard anyaganak rugalmassagi modulusa

A konzolrud esetén a differencialegyenlethez az alabbi geometriai és statikai
peremfeltételek tartoznak:

0,/))=0
x = 0 helyen: w(0.0) (2.a)

w'(0,6)=0

M=EW'®,)=0
x = [ helyen: W (2.b)

0 =EW"(2,)=0

ahol: 0: a rudban ¢€bredd nyirderd a hajlitorezgés sikjaban
M:  arudban ébred6 nyomaték a hajlitorezgés sikjaban
I radhossz

Az (1) differencialegyenlet a valtozok szétvalasztasaval oldhaté meg. Az isme-
retlen w(x,?) eltolodas-fliggvényt vegyiik fel egy x-tdl és egy #-tdl fiiggd fiiggvény
szorzataként:

wix,t) = y()T(t) )

Az (1) egyenlet a (3) behelyettesitésével két kozonséges differencidlegyenletre
valik szét. A sajatfrekvencidkat és a rezgési alakokat a helykoordinatat tartalmazo
(4) egyenlet megoldasaval kapjuk:

El" —-w' pdy =0 “4)

ahol: w: a szabadrezgés korfrekvencidja.
A rezgési fliggvényt y =e™ alakban keresve, az alabbi karakterisztikus egyen-

letet kapjuk:

4_

pA _
ot -2 =0 5
I Q)

a karakterisztikus egyenlet megoldasa:

A
o, =8, o,, =R i ahol: 7\=4,/w2p—
1,2 1 3,4 2 E]



158 Huszar Zsolt

Ebbdl az allando keresztmetszetii konzol rezgésalakja [3], [4]:

G, (x)=c,e™ +c,e™

+¢, sin Ax +c¢, cosAx (6)
A A argumentumban foglalt wkorfrekvencia és a ¢; egylitthatok a (2) peremfeltéte-
lekbdl hatarozhatok meg. A négy peremfeltétel egy négy egyenletbdl allo egyen-
letrendszert képvisel. Matrixos irasmodban:

[A(M(@)]ic} = {10} (7

ahol: [A]: 4*4-es matrix, melynek elemei a (6) egyenletben szerepl6 4 alap-
fliggvénybdl a 4 peremfeltétel szerint képzett kifejezések
{c}: azismeretlen c; egyiitthatok 4 elemii vektora

A sajatfrekvenciakat és a sajatrezgési alakokat a (7) egyenlet nemtrivialis meg-
oldasaiként kapjuk. Ilyen nemtrivialis megoldast az alabbi dsszefiiggés szolgaltat:

det[4A(w)] =0 (8)
Azok az w értékek melyek az [A] matrix determinansat zérussa teszik, a rezgés

sajatfrekvenciai. Az N =det[4(w)] fiiggvény (2. abra) zérushelyeit valamely itera-
cios eljaras segitségével hatarozhatjuk meg [5].

n

~2 /\3

4] W,
o, \/w4 ®

2. abra. Az n = det [4(w)] fuggvény

Ezutan a tetGponti eltolodast egységnek valasztva és az (7) egyenletrendszer
egyik egyenletét ezzel a feltétellel helyettesitve, meghatarozhatok a c; egytitthatok
is, melynek eredményeként a tetGponti eltolodasra normalt rezgési alakokat kap-
juk.



Valtozo inercidju konzoltartok ... 159

2.2 A RAYLEIGH-HANYADOS BEZGO GERENDAKRA VONATKOZO ALAKJA
ES SZELSOERTEK TULAJDONSAGA

A Rayleigh-hanyados rezgd gerendakra vonatkoz6 alakja — valamely y(x) feltéte-
lezett rezgési alakbol kiindulva — a korfrekvenciara ad becslést a (9) Osszefiiggés
szerint:

!

| _JEvend
= ©)
[oaly (o)) ds

0

A (9) kifejezés abszolut minimumat — a rezgési probléma, mint altaldnositott sa-
jatérték-feladat legkisebb sajatértékét [6] — vagyis a legkisebb korfrekvenciat ak-
kor kapjuk, ha az y(x) helyére az els6 modusznak megfelel6 alakfiiggvényt helyet-
tesitjiik. A rezgési alakok ortogonalitasa miatt a tovabbi sajatfrekvenciak lokalis
minimumokat képviselnek.

A Rayleigh-hanyados rezg6 gerendakra vonatkozo alakjanak szemléletes me-
chanikai interpretacidja adhat6 az alabbi mddon. Tekintsiik valamelyik, pl. az elsd
modusza szerint szabadon rezgé konzolrudat. Mint ismeretes, a szabad rezgést
végz0 rendszer mechanikai energiaja allando, mivel éppen a szabad rezgémozgas
kovetkeztében a kdrnyezetétdl nem vesz fel és a kdrnyezetének nem ad le energiat.
Vizsgaljuk a rezgés egy periddusat (3. dbra).

R
a) Sebesség eloszlas b) Gorbiilet és nyomaték
a t= 0 idépontban a t= T/4 id6pontban

3. abra. A Rayleigh-hanyados mechanikai interpretacioja
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A rid pontjai azonos fazisban mozognak ¢€s a ¢ = 0 id6pontban egyszerre halad-
nak at a nyugalmi helyzeten (3.a abra). A sebességeloszlas az amplitiddval
konform. Ez jelen esetben az y fliggvénnyel jelolt rezgési alak. A harmonikus rez-
gémozgas alaposszefiiggései szerint kapjuk a v(x) sebességeloszlast. A rud teljes
mozgasi energidja:

1! 1!
E,. 25‘0[mv2 (x)dx ZE‘EpA(wy)zdx (10)

A rad pontjai a ¢ = T/4 idGpontban elérik a sz¢ls6 helyzetiiket (3.5 abra). A rad
mozgasi energiaja teljes egészében rugalmas alakvaltozasi energiava alakul at. Az
yrezgési alakfiiggvénybdl az elemi szilardsagtan Osszefiiggései segitségével kife-
jezhetjiik a K(x) gorbiiletet €s az M(x) nyomatékot. Ebbdl a radban felhalmoz6do
Osszes potencialis energia a (11) Osszefiiggés szerinti:

E,, =12J:)’M(x)|<(x)dx =12;[E1[y'(x)]2dx (11)

A kétféle energiat egyenl§vé téve, majd w’-et kifejezve, megkapjuk a Rayleigh-
hanyados ismert alakjat (9):

!
[EID" ) dx
Ekin :Epot D Qﬁ L

i

[PALY )" dx

0

A kifejezett w” a (9) fiiggvény stacionérius pontja (abszolit, vagy lokalis mini-
mum), mert az y(x) fliggvény az (1) differencidlegyenletet kielégit6 rezgési alak.

Rayleigh-modszerével az allandoé keresztmetszetli rudak sajatfrekvencidira
egyszerii kozelitést ad az y(x) = x° rezgési alak feltételezése. Tekintve, hogy e har-
madfokt parabolaval a rad x = / szabad végén a (2.b) statikai peremfeltételek nem
elégithetSk ki, a (9) hanyados varhatéan nem ad tal jo becslést.

2.3 A VALTOZO KERESZTMETSZETU KONZOLRUD MEGOLDASA

A Rayleigh-modszer hatékony alkalmazasanak kulcsa a tényleges rezgési alakot
minél jobban megkozelitd y(x) fliggvény felvétele. Az altalam kidolgozott eljaras
éppen ezt célozza meg.
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A keresztmetszeti jellemzdknek a rud hossza mentén valo valtozasat az alabbi
fiiggvényekkel irhatjuk fel:

A(x) =4, f (x) I(x)=1,g(x) (12)

ahol: Ay, ill. I, a tGkeresztmetszet keresztmetszeti teriilete, ill. inerciaja
fx), ill. g(x) a teriilet, ill. az inercia valtozasat leird folytonos fliggvény
x = 0 helyen f{0) = 1, 1ll. g(0) = 1, és a fliggvények monoton csdokkendek.

A fenti A(x) és I(x) fiiggvényeket (4) egyenletbe helyettesitve a (13) valtozo

egylitthatos differencidlegyenletet kapjuk, mely altalaban nem oldhato meg zart
alakban:

Elg(x)y" ' pd, f (x)y =0 (13)

A keresztmetszeti jellemzdk (12) szerinti valtozasat figyelembe véve a (9) kife-
jezés az alabbi alakot Olti:

gy (x)])* dx
o = ELo -([

pA, 2 (o
[/ Ly ()] dx

Az éllando keresztmetszetli rud (6) szerinti rezgésalakjat a (14) Rayleigh-ha-
nyadosba behelyettesitve w’-re mar természetesen nem kapunk minimumot, hi-
szen a (6) fiiggvény nem elégiti ki a (13) valtozo egyiitthatos differencialegyenle-
tet.

Az altalam kidolgozott mddszer 1ényege, hogy a (6) fliggvénybdl kiindulva, an-
nak modositasaval hatarozom meg a valtozé keresztmetszetl rad rezgési alakjat.
Ebbdl a célbol a keresett y = {(x) fiiggvényt allitsuk eld az allando keresztmetszetii
rad {o(x) rezgésalakjanak és egy n + 1 ismeretlen egylitthat6t tartalmazo n-ed foku
polinom szorzataként:

Q(x)=(c,e™ +c,e™ +c, sinAx +c, cosAx) (a, +a,x +a,x’ +..) =
N
=co(x)ZanX” =G, (¥ )u(x) (15)

A rezgési alak tartalmaz egy — a normalashoz felhasznalhat6 — szabad paramé-
tert, valasszuk példaul az a, tényezGt vagyis az x” tag egyiitthatojat 1-nek. igy
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Osszesen n ismeretlen egyiitthatd all rendelkezésiinkre a legjobban kozelitd
v = ((x) alakfiggvény beallitasahoz.

A (15) rezgési alak felhasznalasaval a keresett korfrekvencia legjobb kozelité-
sét ugy kapjuk, hogy a Rayleigh-hdnyados sz¢éls6 értékét képezziik az aj,....ay
fliggvényében:

W (a,,...,a, ) =min! (16)

A (16) feltétel egyuttal a rezgésalak (15) dsszefliggés szerinti legjobb kozelitését is
jelenti az u(x) polinomok N dimenzids alterében.

A minimumfeltétel kifejezhet6 a Rayleigh-hanyados N szamu parcialis deri-
valtjaval:

E}g(x){[co (a0 ¥ dx
: 0 =0 (17)

0 (W) _El,
PAo D) € (o)le, Gt )] d
g [/ @l @ua@nfac g

0a,

A (17) parcialis derivaltakban a szorzatfiiggvény, valamint a hanyadosfiiggvény
differencialasi szabalyat alkalmazva el6allithatjuk a stacionaritasi feltételt kifeje-
z6 i db skalar egyenletet. A derivaltak explicit felirasa az a; tényezdkre nézve nem-
linearis egyenletrendszert eredményez. A gyakorlati szamitasban a nemlinearis
egyenletrendszer megoldasa helyett célravezetébb a Nelder-Mead-féle szimplex
modszer alkalmazasa [7]. Az eljaras az wkorfrekvenciara fels6 korlatot szolgaltat.
A modosité fliggvény fokszamanak novelésével a kapott érték a tényleges korfrek-
vencidt egyre jobban megkdzeliti. A (15) Osszefiiggésben felhasznalt egyszer(i
hatvanyfiiggvény az els6 néhany harmonikus esetén mar 3—5 a; paraméter alkal-
mazasaval is j6 eredményre vezet.

Magasabb harmonikusok szamitasanal viszont a fenti egyszer(i hatvany fiigg-
vényt mar nem célszerti alkalmazni. Ennek oka, hogy a (15) szorzatfiiggvény csak
a befogasi keresztmetszet (2.a) szerinti geometriai peremfeltételeit elégiti ki mara-
déktalanul, a fels6 vég (2.b) statikai peremfeltételei a minimumkeresési eljaras so-
ran csak kozelitd modon teljesiilnek. A rezgési alak hullamszamanak novekedésé-
vel arud fels6 végén e ki nem elégitett statikai peremfeltételek egyre nagyobb pon-
tatlansagot okoznak.

A magasabb harmonikusok szamitasat egy masfajta polinom tipust modositd
fliggvény felvételével oldottam meg.

A (15) szorzatfiiggvény derivaltjait eldallitva, az x = [ szabad vég (2.b) perem-
feltételei a (18) egyenletrendszer kielégitésével teljesithetdk:
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[Qo ()u(x)]=; =G (P)u(P) +2G, (P)ud (2) + G, (P)u' () =0
[Qo ()u(0)]5z;, =G (P)u(P) +3G, (Pl (£) +3 Gy (P)u" () +C (P)u” (£) =0

(18)

A (18) egyenletekben a nyomaték €s a nyirderd nullértékiiségét kifejezd differen-
cialhanyadosoknak csak az utolso két-két tagja kiilonbozik zérustol. Ennek megfe-
lelGen a (18) egyenletrendszer az alabbi mdédon irhato:

26, (P)id (£) + G, (P)ud' (2) =0
3¢, () (2) +C, ()" (£) =0

(19)

A polinom tipust médosito fiiggvényt ugy kell felvenni, hogy a (16) minimum-
feltételben szerepld egyes a; paraméterekhez tobb tagbol allo hatvanyfiiggvényt
rendeliink oly médon, hogy a (19) egyenletrendszert kielégitsék. Ezzel a radvégi
statikai peremfeltételek is tagonként pontosan teljesithetk. A (19) egyenletrend-
szer kielégités¢hez értelemszer(ien legalabb harom tagbdl allo és két b; egyiitthatot
tartalmazo polinomot kell felvenni, példaul a kdvetkez6 modon:

. . N
u(x)=a,(x" +b,x™" +b,x"?)  ésOsszegezve u=a, + Z u, (20)
=

ahol ismét aq = 1.
fgy a (2.b) statikai peremfeltételeket is tudjuk teljesiteni a modosito fiiggvény u,(x)
elemeivel.

Eszerint a valtozo keresztmetszetii rud rezgési alakfiiggvénye, mely magasabb
harmoénikusok esetén is elegendSen pontos értéket szolgaltat:

-Ax

C(x)=(c,e™ +c,e™ +c,sinhx +

N
+e, cosAx)é DGR +b2,ixf*2)§=co<x>u<x> 1)

3. MINTAPELDA

Az ismertetett kontinuum modszer felhasznalasadval MATLAB programot készi-
tettem, mellyel meghataroztam a mar emlitett merev befogasu, valtozo kereszt-
metszetl szell6z6kémény (4. dbra) xy sikba esé hajlitorezgésének dinamikai jel-
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lemzdit. A kémény also, ovalis 2-2 metszetének 4,2 m hosszu egyenes szakasza li-
nearisan csokken zérusra a tet6pontig, mikdzben a falvastagsag ugyancsak lineari-
san 30 cm-r6l 20 cm-re valtozik.

HOSSZMETSZET 1-1 METSZET I = 1.73m*

1 _1 | A =176m?

TR
/\ 20 3.00 %y

A x * ~3—l°°——;k

103.15 :

\ 2-2 METSZET I, = 26.49m*
1 Ay = 5.06m?
! y
| _ 3.00 ——>

2| |2

VT ™ v 150, 42
| P’ g .

BB NN\ L oA

4. abra. A vizsgalt kémény jellemzd keresztmetszeteivel

Els6 Iépésben kontinuum modszerrel meghataroztam a kéményt helyettesitd al-
lando6 keresztmetszetli gerenda sajatfrekvencidit. A szamitas eredményeit az /.
tablazat tartalmazza.

1. tablazat
Kereszt- Kérfrekvencia [Hz],
metszet y W, s
Alsé 1, 4y 0,671 4,209 11,78
Atlag Im], Agn] 2,056 12,88 36,06

Fels6 Iy, A 4,442 27,81 77,87
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A sajat korfrekvencidkra also ¢és fels6 korlat adhato a keresztmetszeti jellemz6k
megfeleld parositasaval. Also korlat szamitasahoz a tetGponti kis merevséget a t6-
keresztmetszet nagy fajlagos tomegével parositjuk. Felsd korlat szamitasahoz ép-
pen forditva, a t6keresztmetszet nagy merevségét és a tetépont kis fajlagos tome-
gét kell felhasznalni. A korlatok igen tag intervallumokat adnak meg. J6 becslés-
hez megfeleld helyettesitd keresztmetszet felvétele sziikséges, ehhez azonban
semmilyen timpont sem all rendelkezésre. Ebben a szamitasban az inerciat és a ke-
resztmetszeti teriiletet a hossz mentén vett integral szerint atlagositottam, de mint
latni fogjuk, kiilondsen az elsd sajatfrekvencia esetében nem adott jo kozelitést.

A kovetkez6 [épésben kontinuum modszer segitségével meghataroztam a valto-
z06 keresztmetszeti rad sajatfrekvenciait (2. tablazat).

2. tablazat
Korfrekvencia [Hz],
w W s We Wy W2
Kontinuum 3,110 13,61 33,87 159,5 371.2 674,1

A tablazatbol kitlinik, hogy a modszerrel nemcsak a legkisebb sajatfrekvenciat,
mint a Rayleigh-hanyados abszolut minimumat, hanem a magasabb sajatfrekven-
cidkat is, mint lokalis minimumokat meg lehetett hatarozni. Ez annak kdszonhetd,
hogy az indul6 alakfiiggvényként felhasznalt alland6 keresztmetszetii tartohoz tar-
tozo i. rezgésalak kozelitleg ortogonalis a valtozo keresztmetszet(i tartd i #j rez-
gésalakjaira. A Nelder-Mead-féle minimumkeresd eljaras igy a jo kozelitésnek
szamito kezd6 alakokbol kiindulva gyorsan megtalalja a lokalis minimumokat.

Az els6é harom sajatfrekvencia szamitasdhoz modositd fliggvényként a (15)

N

fliggvényben szerepld Z a,x" =1 +a,x +a,x’ +.. egyszer(i polinom is megfelelt

N =5 felvételével. A 6., 9., 12. sajatfrekvencidk eldallitdsdhoz a (21) szerinti fligg-
vényt alkalmaztam N = [ szabad paraméterrel.

Végiil 6sszehasonlitas céljabol a valtozo keresztmetszetl rud sajatfrekvencia
szamitasait elvégeztem 103 elemre osztott végeselem modellel is, az ALGOR
program felhasznalasaval (3. tablazat).

3. tablazat
Elem- Kereszt- Korfrekvencia [Hz]
szam metszet w, W (VY Wy Wy w2
103 Als6 I, 4, 3,078 13,49 33,83 154.8 363,3 668,1

103 Fels6 1,, Ar 3,130 13,73 34,46 157,8 373,3 680,9
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A keresztmetszeti jellemz6k megfeleld parositasaval also és fels6 korlatot ké-
peztem hasonldéan, mint az allando keresztmetszetii gerenda esetében. Also korlat
szamitasahoz a tetGponti kis merevséget a tékeresztmetszet nagy fajlagos tomegé-
vel parositjuk. Fels6 korlat szamitasahoz éppen forditva, a tGkeresztmetszet nagy
merevségét és a tetGpont kis fajlagos tomegét kell felhasznalni.

A 2. ésa 3. tablazatba foglalt értékeket 0sszehasonlitva megallapithatd, hogy a
kontinuum modszer és a végeselemes szamitds eredményei jO egyezést mutatnak.

A minimumkeresés eredményeként a sajatfrekvencia mellett a modosito poli-
nom egyiitthatdit is megkapjuk. Ezek segitségével eldallithatok a valtozo kereszt-
metszetli tartd rezgésalakjai is. Az allando és a valtozo keresztmetszet tarto hato-
dik rezgésalakjat kozos koordinata rendszerben az 5. dbrdn tiintettem fel. A nor-
malt, azaz az egységnyi tetGponti eltolodast mutatd gorbéket 6sszehasonlitva, a va-
rakozéasnak megfeleléen megfigyelhetd, hogy a valtozo inerciaju tartd rezgésalak-
jénak gorbiilete az alsé vég kozelében relative kisebb, mivel az inercia felfelé ha-
ladva csokken.

Kitérés, 6. moédus
1 .
0.8}
0.6
0.4
0.2
0
0.2
04}
0.6

-0.8 l ' :
0O 20 40 60 80 100 120

———— Allandé keresztmetszetii

Valtoz6 keresztmetszetil

X [m]

5. abra. Az allando6 és a valtozo inercianyomatéka konzol rezgésalakja normalassal

A 6. dbran az elsé sajatfrekvenciara vonatkoz6 minimumkeresés 1épései latha-
tok, axonometrikusan abrazolt koordinatarendszerben. Ennél a szamitasnal az ab-
razolhatosag érdekében értelemszertien masodfokt modosito fiiggvényt vettem fel
a; és a, szabad paraméterekkel.

crer

kaphatjuk, ha a 1épésenként modositott {(x) fliggvények sorozatanak egymast ko-
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V]

3.144
3.1354
3.134
3.1254
3.124
3.1154
3.114

Minimum

x 10

2 1

6. abra. A Nelder-Mead-féle eljaras 1épései két-paraméteres esetben

vetd tagjait is rezgési alakoknak tekintjiik. Ezek a fiiggvények azonban nem lehet-
nek a vizsgalt tartd rezgési alakjai, mert nem elégitik ki sem az (1) differencial-
egyenletet, sem a (2) peremfeltételeket. Ilyen rezgési alak mégis 1étrehozhato a
vizsgalt tarton, ha potlolagos kényszereket, lehajlassal és elfordulassal szembeni
rugalmas agyazast alkalmazunk a mez6ben és a rud felsé végén. A tobblet kény-
szer a tart elmerevitésével jar, ezért sajatfrekvenciai nagyobbak a vizsgalt konzo-
1éndl. Az iteracios lépések igy Iényegében e nem kivant tobblet kényszerek foko-
zatos leépitését jelentik (hasonloan a Cross-modszerhez). Ennek soran a sajatfrek-
vencia fokozatosan csokken és kozeledik a keresett elméleti értékhez. Ez az interp-
retacio is megmutatja, hogy az eljaras felsé korlat tipusu.

4. OSSZEFOGLALAS

Az épitémérndki gyakorlatban el6forduld valtozo keresztmetszetii konzollal mo-
dellezhetd szerkezetek — kémény, adotorony — dinamikai vizsgéalatahoz tobbnyire
vazlattervi szinten durva kozelité modszereket, a részletes szamitasban finomitott
végeselem modellt alkalmaznak. Az ilyen tipust szerkezetek hajlitorezgéseit leird
dinamikai jellemzSk szamitasara egy gyakorlati feladat kapcsan alternativ mod-
szerként kidolgoztam egy kontinuum eljarast.

A valtozo keresztmetszetli konzolrud szabad, csillapitatlan hajlitérezgésének
dinamikai jellemzdit (sajatfrekvencia, rezgési alak) az allandd keresztmetszetii
konzolrtd rezgésalakjabol kiindulva a keresztmetszeti jellemzok valtozasat leiro
folytonos fiiggvényeket is tartalmazo Rayleigh-hanyados szélsérték tulajdonsa-
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ganak felhasznalasaval hataroztam meg. Ennek soran a Rayleigh-hanyados kifeje-
zésében szerepld rezgési alakot fokozatosan modositva, a sajatfrekvencia egyre
jobb kozelitését kaptam. Az eljaras a sajatfrekvenciakat feliilr6l kozeliti. E mod-
szerrel nemcsak a legkisebb sajatfrekvenciat, mint a Rayleigh-hanyados abszolut
minimumat, hanem a magasabb sajatfrekvenciakat is, mint lokalis minimumokat
meg lehetett hatarozni. Ez annak kdszonhetd, hogy az induld alakfiiggvényként
felhasznalt alland6 keresztmetszetii tartohoz tartozo i. rezgésalak nem tér el tulzott
mértékben a valtozo keresztmetszetli tartd azonos sorszamu rezgésalakjatol.

A bemutatott kontinuum moédszer segitségével kapott eredményeket stirti fel-
osztasu végeselem modellel eldallitott sajatfrekvenciakkal hasonlitottam Ossze.
Az eredmények jo egyezést mutattak. A kontinuum mddszer elénye, hogy 1énye-
gesen kisebb volumenti adatbevitelt igényel, mint a végeselem modszer.
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ANALYSIS OF UNDAMPED VIBRATION
OF NON-UNIFORM CANTILEVERS

Summary

This paper presents a continuum method which is applicable for dynamic analysis of undamped free
bending vibration of structures modelled by non-uniform cantilevers, as chimneys and television
towers. The essence of the procedure is that the mode shape of the non-uniform cantilever is assumed
as the product of the mode shape of the uniform beam and a modifying function. Applying the
extreme-value property of the Rayleigh quotient, the eigenfrequencies of the non-uniform cantilever
could be obtained by gradual modification of mode shapes. By increasing the order of the
modification polynome, the quotient approximates the real value of the eigenfrequency more and
more. The results provided by this method are as precise as those of a detailed finite element analysis.
The advantage of the continuum method is that it requires less input data than the alternative method:
the finite element analysis.

Keywords: cantilever, non-uniform, Rayleigh’s quotient, eigenfrequency



