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A KULONBOZO RENDU
MECHANIKAI ELMELETEKROL

GASPAR ZSOLT, NEMETH ROBERT*

1. BEVEZETES

A tartoszerkezetek szamitasa soran a valosagos, tényleges szerkezet helyett min-
dig valamilyen mechanikai modellt vizsgalunk. (A tovabbiakban csak rugalmas
szerkezetek statikai problémaival foglalkozunk.) A mechanikai modell viselkedé-
sének a megengedett mértékli egyszertisitésekkel elvégzett matematikai leirdsa
szolgaltatja a matematikai modellt. E leirashoz hasznalhatunk els6-, masod- vagy
harmadrendi elméletet. Az els6rendli (linearis) elméletben minden alapegyenlet
(egyensulyi, fizikai, geometriai) linearis. A harmadrendi elméletben a mechanikai
modell leirasakor nem tesziink matematikai elhanyagolasokat. (Az mar mas kér-
dés, hogy az egyenletrendszer megoldasat altalaban csak kozelitjiik.) A masodren-
di elméletben vannak nemlinearis egyenletek, de vannak kozelitések is. A kozeli-
tések mértékétdl fliggden a masodrendli elméletek tobb fokozata is kialakulhat.

A kiilonb6z6 rendl elméleteket és az alakvaltozasi tartomany felosztasat (igen
kicsiny, véges, nagy) kitlinéen szemlélteti Halasz [1] egy egy szabadsagfokt mo-
dell 6sszefiiggéseinek bemutatasaval, és azoknak egy kiilonds (négy fél koordina-
tatengelyt tartalmazd) koordinata-rendszerben val6 dbrazolasaval. E dolgozatnak
az a célja, hogy megvizsgaljuk azt, hogy kinyerheték-e mas informaciok is ezek-
bél az abrakbol, mennyire megbizhatok a kiilonbdz6 masodrendl elméletekkel ka-
pott eredmények, mennyire altalanosithatok a megallapitasok a tobb szabadsagfo-
ka modellekre.

2. EGY SZABADSAGFOKU MODELL

Valasszuk az [. abran lathato, mar sokak altal (pl. [2, 3]) vizsgalt mechanikai
modellt, amely egy L hosszisagi merev radbol és egy rugalmas rugdbol all. A rud
egyik vége egy csukloval a f6ldhdz van rogzitve, masik vége pedig az egyensulyi
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allapotban mindig vizszintes helyzetben 1évd rugoval kapcsolodik a fiiggbleges
falhoz. A rug6 hossza olyan, hogy terheletlen allapotban 6sszekotve a raddal, a rud
tengelye a fiiggdlegessel (nem feltétlentil kicsi) ¢, szoget zar be. A radra a felsd

T

végpontjan egy fiiggbleges L erd hat, amelyet akkor tekintiink pozitivnak, ha lefelé

mutat.
1. abra

A modell leirdséara a kovetkezd valtozokat fogjuk hasznalni: az elmozdulast a
terheletlen allapothoz viszonyitott elfordulas ¢ szogével, az alakvaltozast a rugd
Al megnyulasaval, a belsé erét a rugdban ébredd S rugoerdvel, végiil a kiilsé erdt A
nagysagaval mérjiik. (A 2. pontban bemutatott abrakat a kovetkez6 adatok felhasz-
nalasaval rajzoljuk: L =1 m, ¢, = 0,1 rad, és a fizikai egyenletekben szereplé al-
landok: k; = 1 kN/m, k, = 0,1 kN/m?, ks = 0,01 kN/m’.)

2.1. ELSORENDU ELMELET

A szerkezet valtozoi kozott az alabbi (lineéris) Osszefliggéseket irhatjuk fel. Az el-
mozdulas és az alakvaltozas kapcsolatat leird geometriai egyenlet, mely a kis el-
mozdulasok elmélete szerint a sin ¢ = ¢, cos ¢ = 1 kozelitéssel él:

Al=L[dos¢, . (1)

Az alakvaltozas és a belso erd kozotti kapcsolatot a fizikai egyenlet irja le, ennek
linearizalt alakja a Hooke-torvény:

S =l ()
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A kiilsé és bels6 erSk kapcsolatat leird egyensulyi egyenletben a megmerevités
elvét hasznaljuk, mely szerint az egyensulyi feltételeket nem az 0j helyzetben, ha-
nem az eredeti helyzetben irjuk fel:

S =Algb,. 3)

E harom egyenletbdl kikiiszobolhetjiik a Al és az S valtozot, igy megkapjuk az
egyensulyi ut egyenletét, ami a kiilsg er6 és az elmozdulas kozotti kapcsolatot adja
meg:

A:leEtos(bO E¢.

4
g9, @
Kovetve Halasz [1] 3. dbrajat a négy egyenletet csak a valtozok pozitiv tarto-
manyaban abrazolva, és a koordinata-rendszereket megfelelen elforditva, dssze-
tolvakapjuk a 2. dbrat. Itt j0l lathatd, hogy minden dsszefiiggés linearis. Az egyen-
stlyi at nem ad semmilyen informaciot egy esetleges stabilitasvesztésrol, ezért
legfeljebb csak szilardsagi, elmozdulasi vagy/és alakvaltozasi hatarallapotot vizs-
galhatunk.

T 05

Al X1

2. abra
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2.2. HARMADRENDU ELMELET

A harmadrendii elmélet hasznalata is egyértelmii, ezért nem a masodrendii elmé-
lettel, hanem ezzel folytatjuk az elemzést. A harmadrendii elméletnél a geometriai
egyenletben a ¢ elfordulas trigonometrikus fliggvényben szerepel:

Al =L [sin(¢p +¢) —sin¢ , ), (5)
a fizikai egyenletben tetszéleges nemlinearis folytonos fiiggvény szerepelhet:
S =f(O]) =k, [N +k, N +k, D, (6)

(A tovabbiakban az abrainkon az f fliggvényt harmadfoka polinomnak vessziik
fel.)

Az egyensulyi egyenletet most az 0j, elmozdult helyzetben irjuk fel, igy abban
nem csak a teher és a bels6 erd szerepel, hanem a ¢ elfordulas is:

S=Ng¢+¢,). (7

E harom egyenletbdl most is kikiiszobolhetjiik a A/ és az S valtozot, igy meg-
kapjuk az egyensulyi ut egyenletét:

S(LUsin(¢+¢,) —sind ) =A L@ +9,). ®)

Az egyenleteket megint az els6rendii elméletnél latott modon szeretnénk felraj-
zolni, azonban a kdvetkezdkre kell figyelniink. Az egyensulyi egyenlet ugyan a
belsd és a kiilsd er6 kapcsolatat irja le, de tartalmazza az elmozdulast is, ezért nem
egy gorbével abrazolhatd, hanem egy, az elmozdulastol mint paramétertdl fiiggd
egyenessereggel, mint erre Kurutz [4] mar felhivta a figyelmet. Ennek az egye-
nesseregnek néhany tagjat rajzoltuk fel a 3. dbra bal fels6 negyedében. Az elmoz-
dulast ugyan a geometriai és a fizikai egyenlet segitségével kikiiszobolhetjiik az
egyensulyi egyenletbdl (ha az f fiiggvény a vizsgalt szakaszon monoton ndvekvd
folytonos fliggvény, vagyis létezik inverze):

©)

4 :
S =A[g %rcsin Y +LL Sin ¢, E

de az igy kapott egyenletet mar nem hivhatjuk tisztan egyensulyi egyenletnek. Ezt
a gorbét is abrazoltuk az egyensulyi egyenessereggel egyiitt, e gérbe a kompatibi-
lis egyenstlyi helyzeteket mutatja.
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Az egyensulyi ut vagy a (9) egyenletnek megfeleld gorbe felrajzolasanal csak
az okozhat nehézséget, hogy altalanos esetben abbol sem A sem ¢ nem fejezhetd
ki explicit alakban, ezért abrazolasukhoz esetleg iteraciot kell alkalmazni.

1T A

AlE,

3. abra

A harmadrendii elmélettel kapott egyensulyi utnak tet6pontja is van, tehat ebbol
megallapithato az is, hogy mekkora kritikus tehernél kdvetkezik be a (most hatar-
pontos) stabilitasvesztés.

2.3. MASODRENDU ELMELETEK

Itt a tobbes szam azért indokolt, mert a bevezetében mondottak szerint minden
olyan elméletet masodrendiinek neveziink, amelyben nemlinearis egyenletet is
hasznalunk a kozelitésnél, és ilyenre elvileg végtelen sokféle lehetdség van: a
nemlinearis egyenleteinkben szerepld fliggvényeket Taylor-sorba fejtjiik, majd az
egyes sorokbol az altalunk onkényesen eldirt fokszamnal magasabb foku tagokat
elhanyagoljuk. Még az sem kotelezd, hogy minden sornél azonos fokszadmig tart-
suk meg a tagokat.
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Sokan gy definialjadk a masodrendii elméletet, hogy annal az egyensulyi
egyenletekben figyelembe veszik az elmozdulasok hatasat is. Azt azonban altala-
ban nem irjak eld, hogy milyen fokszamig veszik figyelembe. Leggyakrabban az
egyensulyi egyenletben csak a ¢-t elsé fokon tartalmazoé tagot hagyjak meg, és a
masik két egyenletet tovabbra is linearisnak veszik fel. igy a geometriai és a fizikai
egyenlet megegyezik az (1) illetve (2) egyenlettel, az egyensulyi egyenlet alakja

pedig:
S=/\E§g¢o +7? E (10)
cos” ¢,

Ezekbdl meghatarozhat6 az egyensulyi Ut egyenlete, s6t abbol A explicit alak-
ban is kifejezhetd:
_ kLGos¢, [
—

cos” 9,

A (11)

tgh, +

A fenti egyenleteket a 4. abra szemlélteti.

4. abra
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Az egyensulyi Utrol megallapithato, hogy az aszimptotikusan tart a
A =kLcos’ ¢,

egyenlettel megadhato vizszintes egyeneshez. Ha a ¢, kezdeti ferdeséget egy ere-
detileg fiigg6legesnek tervezett helyzet tokéletlenségének tekintjiik, akkor vizs-
galhatjuk e tokéletlenség hatasat is. A ¢, értékét csokkentve a vizszintes egyenes
emelkedik, és a zérus értéknél az egyensulyi ut két egyenessé fajul. Az egyik egye-
nes (¢ =0) fiigglleges, €s azt mutatja, hogy a szerkezet fiigg6leges helyzetben bar-
mekkora fliggéleges terhet képes (az eredeti helyzetében) egyenstlyozni. A masik
egyenes (A = kL) vizszintes, és ezt szokas a masodrendii elmélettel meghatarozott
masodlagos egyensulyi Utnak tekinteni. Ezt a vélekedést megerdsiteni latszik az,
hogy a tokéletes szerkezet kritikus terhe valoban A =k, L, itt a tokéletes szerkezet
egyensulyi utja valoban elagazik, s6t a masodlagos egyensulyi t érintdje valoban
vizszintes.

Pedig a vizszintes aszimptota megléte csak arra utal, hogy e teherérték kozelé-
ben van kritikus teherparaméter. Hiszen ugyantgy vizszintes aszimptotahoz tart az
egyensulyi ut a nagy ¢, esetén, amikor a harmadrend(i elmélet szerint hatarpontos
stabilitdsvesztés van, mint a nagyon kis ¢, estén, amelynek kozelében elagazasos
stabilitasvesztés van. Erre még lehet azt mondani, hogy most a harmadrendii elmé-
let szerint nagyon kis ¢, esetén is hatarpontos stabilitasvesztés van. De ugyanilyen
jellegli egyensulyi utat kapunk akkor is (pl. [2, 3]), ha a vizszintes rug6 helyett egy,
az elfordulassal ardnyos nyomatékot kifejt6 rugoval tamasztjuk meg a merev ru-
dat. Pedig ott a harmadrendii elmélet szerint kis ¢, esetén nincs az eredeti allapot-
b6l indulod egyensulyi Gtnak hatarpontja. Erre még mindig lehet azt mondani, hogy
a tokéletes szerkezetnek itt is elagazasi pontja van, és a masodlagos egyensulyi ut
érintdje az elagazasi pontban vizszintes, tehat azt kdzeliti a masodrendii elmélettel
kapott gérbe. De ugyanilyen jellegii egyensulyi utat kapunk akkor is (pl. [2, 3]), ha
a vizszintes rugo helyett egy ferde rugdval tamasztjuk meg a merev rudat. Itt pedig
a tokéletes szerkezet masodlagos egyensulyi utjdnak az elagazasi pontban nem
vizszintes az €rintdje.

A fentiekbdl levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy ha csupan az egyensulyi
egyenletekben és csak az elmozdulasban linearis tagokkal egészitjiik ki az els6ren-
di elmélet egyenleteit, akkor a kritikus teher nagysagara kaphatunk kozelitést, de a
stabilitasvesztés tipusara €s az esetleges masodlagos egyensulyi Ut jellegére nem.

Ha tobbet akarunk megtudni a kritikus teherrdl, akkor mas tagokat is figyelem-
be kell venniink. El8szor nézziikk meg, mi torténik, ha a geometriai egyenletben az
elmozdulas négyzetét tartalmazé tagot is figyelembe vessziik:
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Al:L[%Os(IJO [¢ —sing ﬂ;—za (12)

A fizikai egyenlet (2)-vel egyezik meg, az egyensulyi egyenlet (10)-zel. Az egyen-
sulyi Gt a (11)-hez hasonlé alakban irhato:

le%oscbo [ —-sind é’;%
A= b .

cos” 9,

(13)

tgd, +

Al

5. abra

Egyenleteinket abrazolva (5. abra) azt latjuk, hogy az egyenstlyi utnak most
egy tetOpontja van, vagyis az abra alapjan megallapithato a stabilitasvesztés tipusa.
Ez altalanosan csak akkor igaz, ha a katasztrofa tipusanak, a kritikus pont determi-
naltsaganak megfeleld foku kozelitést alkalmazunk egyenleteinkben ([3], 164. ol-
dal).
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Hasonl6 eredményeket kaphatunk, ha a masodfoku tagokat az egyensulyi
egyenletben szerepeltetjik:

S:A%%@O+ ¢ +“n¢°@2g (14)

cos’ ¢, cos’ 9,

Az ebbdl levezetett diagramot mutatja a 6. abra.

1A

Al Ly

6. abra

A 7. abra azt az esetet mutatja, amikor az egyensulyi egyenletben és a geomet-
riai egyenletben is masodfoku kozelitést alkalmazunk. Ebben az esetben az egyen-
sulyi Gt egyenlete:

leE:(JS(bo [ -sind %E

A= : = (15)
wp, + 0 L sind, @

cos’ ¢, cos’ o,




206 Gaspar Zsolt — Németh Robert

AlTy
7. abra

Konnyen ugy érezheti valaki, hogy ha barmelyik alapegyenletiinkben egy ujabb
tagot figyelembe vesziink, akkor a harmadrendd elmélettel kapott gérbéket jobban
kozelitjiik, mint ahogy e tag nélkiil tettiik azt. Pedig lehetséges, hogy az egyensulyi
egyenletben szerepld tort szamlalojaban vagy nevezdjében kapott 0j tagnak még
az elGjele sem jo, ha egy masik egyenletiinkben elhanyagoltunk ugyanilyen vagy
alacsonyabb fokszamu tagokat. Logikusnak tlinik, hogy az egyenletekben azonos
foku tagokat hasznaljunk. (A csonkitott algebra szabalyait lasd pl. [5] 41. oldalan.)
A 8. abra erre mutat példat, ahol a fizikai egyenletben is figyelembe vettiik a ma-
sodfoku tagot. Az igy kapott egyenletekbdl az egyensulyi ut kifejezhetd, ha a geo-
metriai egyenletet az elmozdulas szerint sorba fejtve és csonkolva a kapott ered-
ményt a fizikai egyenletbe beirjuk, majd ugyanazon fokszamig ismét sorba fejtve
¢és csonkolva behelyettesitjiik S-et az egyensulyi egyenletbe. A kapott képlet bo-
nyolultsaga nem all aranyban a pontossagaval.

A fenti gondolatmenetet folytatva a harmadfoku tagokat is figyelembe véve
ugyan pontosabb kozelitést kapnank, azonban az egyre bonyolultabb képletekkel
tovabbra is kozelitd képleteket kapnank. {gy a harmadrendii elméletnél pontatla-
nabb, de azzal kdzel azonos iddigényli modszert kapnank.
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8. abra

2.4. MEGJEGYZESEK

A bemutatott modszer statikailag hatarozatlan egy szabadsagfokt modellen is al-
kalmazhato. Ilyen lehet, ha a fenti modellt az als6 csuklonal még egy elfordulést
gatld rugoval is megtamasztjuk (lasd pl. [3] 4-51. abrajan). Konnyen belathato,
hogy ha az elmozdulasokat korlatozzuk arra az intervallumra, melyben a merev
rad vége nem kertil a csuklo ald, akkor a két rugobol allo rendszer helyettesithetd
egy nem linearis vizszintes rugdval. Ennek a rugdéallandoit ugy allitjuk be, hogy a
kifejtett erd és nyomaték azonos legyen a helyettesitend6 rugok altal kifejtett erd-
vel és nyomatékkal.

Megjegyezziik tovabba, hogy a valtozok fenti felvétele esetén a kiils6 erd és az
elmozdulas szorzata a megszokott mdodtol eltér6en most nem munka jellegli
mennyiség, de (specialis esetektdl eltekintve, esetleg a vizsgalt elmozdulasi tarto-
manyt lesziikitve) a valtozokat fel lehetne venni ugy is, hogy ez teljesiiljon.

Kovetve Haléasz ([1] 7. oldal) gondolatmenetét abrazoljuk az els6-, az egyik ma-
sod-, és a harmadrendii elmélettel kapott egyensulyi utakat k6zos koordinata-rend-
szerben (9. dbra). A masodrendii elmélettel kapott eredmények koziil valasszuk az
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5. dbradn lathatot, mert itt a kapott egyensulyi ut (13) képletében a jobb oldali neve-
z6vel atszorozva az egyenlet a szerepld valtozokban mindkét oldalon masodfoku.
Ezen az abran is az elmozdulés harom intervallumat kiilonboztethetjiik meg. Az el-
sorendli elmélettel kapott egyenes a magasabbrendl elméletekkel kapott gorbék
érintGje az origdban, és kis teherintenzitas mellett azokkal egybeesonek tekinthetd.
Azt atartomanyt, ahol ez igaz, a kis elmozduldsok tartomanyanak nevezik. A terhet
tovabb novelve a masod-, s harmadrendi elmélettel kapott gérbék eltavolodnak a
linearis elmélet egyenesétdl, de egy darabig egyiitt maradnak. Ezt a tartomanyt ne-
vezik a véges elmozduldsok tartomanyanak. Végiil bizonyos elmozdulas f6l6tt a
masod- és harmadrendl elmélet gorbéje is elvalik egymastol, ekkor mar csak a
harmadrendli elmélettel kaphatunk kelléen pontos megoldast. Ezt a tartomanyt
hivjak a nagy elmozduldsok tartomanyanak.

174
037
14

iy P ST
ks

||| nagy

1

veges

9. abra

Végiil térjiink vissza a harom elmélet alkalmazhatosagara. Az elsérendl elmé-
letnél megallapitottuk, hogy azzal stabilitasi hatarallapotot nem hatarozhatunk
meg. A harmadrendii elmélet mindig hasznalhato, pontos, és vele a kritikus teher
nagysagat, a posztkritikus viselkedést és az esetleges elagazas tulajdonsagait is
meghatarozhatjuk. Masodrendii elmélettel ezt csak akkor tehetjiik, ha a stabilitas-
vesztés tipusanak megfeleld kozelitést alkalmazunk. Raadasul a tokéletlen szerke-
zetre kapott kritikus értékek példankban rendre nagyobbak a tényleges értéknél
(lasd 5., 6., 7., 8., 1ll. 3. dbra), ezek hasznalata méretezésre csak kis tokéletlenségek
esetén fogadhato el.
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3. KET SZABADSAGFOKU MODELL

Vizsgalatunkat a kovetkez6 modellen fogjuk elvégezni. A két, egyenként L
hossztsagt rud egy csukloval kapcsolodik egymashoz. Az also rud egy elfordulast
gatld rugalmas rugdval kapcsolodik a foldhoz, a fels6 pedig egy vizszintes rugal-
mas rugoval a falhoz. A teher most is fliggbleges erd, amely a fels6 rad felsd vég-
pontjara hat, és akkor pozitiv, ha lefelé mutat. Fesziiltségmentes allapotban az also
rad ¢, a felsé pedig ¢, szoget zar be a fliggdlegessel.

A

10. abra

A modell allapotat leiré valtozok a kovetkezSk legyenek. Elmozdulasok: az
also rud elforduldsa az eredeti allapotahoz képest ¢, a fels6é pedig ¢,. Alakvalto-
zasok: az als6 rugd szogvaltozasa 9, a fels6 rugd megnyulasa pedig Al. A belsd
erék: a kdrrugoban ébredé M nyomaték, és a vizszintes rugoban ébredd S rugoerd.
A teher intenzitasat most is a /A paraméter irja le.

Az abrak készitéséhez az alabbi paramétereket hasznaltuk: L=1m, k; =1 kNm,
k,=1kN/m, ¢,0=0,05 rad, ¢,0=0,1 rad. A vizsgalatot most kezdjiik a harmadren-
di elmélettel.

3.1. HARMADRENDU ELMELET

A geometriai egyenlet egy R* — R? leképezés, az elmozdulasok terébél az alakval-
tozasok terébe. A teljes Osszefiiggést tehat négy dimenzioban kellene abrazolni, és
az Osszefliggések ott sem egy gorbét, hanem egy kétdimenzios feliiletet hataroznak
meg. Vagy az egyenleteket szétvalasztva két R? - R leképezéssé, két haromdi-
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menzids diagramon is szemléltethetjiik azokat. A vizsgalt modelliink esetén e két
egyenlet alakja:

3 =0,
Al=L[sin(9, +,,) —sind,, +sin@, ¢ ,,) —sind ). (16)

mely a /1. abran lathatd. (A9 alakvaltozast abrazolo feliilet a ¢, tengelyt is tartal-
mazo sik.)

11. abra

A fizikai egyenlet szintén egy R? — R? leképezés, ami most a két rugd egymas-
tol valo fiiggetlensége miatt két R — R leképezéssé egyszerlisodik, azaz:

M=f@)=k&,
S=f,(0l) =k, . (17)

(Az egyszerliség kedvéért az abrakon mindkét fliggvényt linedrisnak valasztot-
tuk.)

Az egyensulyi egyenlet két nyomatéki egyenlet, az els6ben a felsd radra hato
er6k nyomatékat irtuk fel a rud aljara, a masodikban az 6sszes er6nek vettiik a nyo-
matékat az alsé csuklora:

S@OS((I)Q +¢20):/\Bin(¢2 +¢ 20 )a
SILcos(d, +,,) +cos@, + ;) +M =AL Gin@ , 4 ,,) +sin(dp, +¢,)). (18)

Ez a két egyenlet most egy kétparaméteres (¢ ,,p ,) egyenessereget hataroz
meg a haromdimenzids térben. A geometriai €s a fizikai egyenletek segitségével a
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kompatibilis egyensulyi helyzeteket itt is meghatarozhatjuk, ami a belsd erdk ¢s a
teherparaméter altal meghatarozott 3 dimenzids térben egy egydimenzios sokasag
(térgorbe) lesz. E gorbét két felillet metszésvonalaként hatarozhatjuk meg
(12. dbra). Az dbran a negativ M és pozitiv S altal meghatarozott siknegyedet raj-
zoltuk ki, mert a kiindulasi allapotbdl a teher ndvelésével ebbe jutunk.
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12. abra

A belsé erdk és az alakvaltozasok kikiiszobolésével fel tudunk irni két egyenle-
tet, amik a teher és az elmozdulasok kozotti dsszefliggéseket adjak meg:

ABin(9, +¢,,) =k, L [sin@, +¢ ,,) —sind ,, +(sin@ , 4 ,,) —sin¢,, )0
[dos(d, +¢20 ), (19)

. k
Asin(¢, +¢ ;) +cos@, +¢ ,,)) = le)l

+k,L [{sin(9p, +¢,,) —sin¢ , +

+(sin(¢, +¢,,) —sind,, ) [
[cos(d, +¢,,) +cosd, +b ,,)).

Ez a két egyenlet is egy-egy feliiletként jelenik meg a teher és az elmozdulasok al-
tal meghatarozott térben (/3. abra). E két feliilet metszésvonala az egyensulyi ut.
Az egyensulyi ut pontjai csak numerikusan hatarozhatok meg. (Megjegyezzik,
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hogy ha a negativ elmozdulasok tartomanyat is abrazolnank, akkor az egyensulyi
ut egy nem Osszefiiggd gorbe lenne.)
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13. abra

Természetesnek latszik, hogy itt is rajzolhatunk olyan dsszetolt diagramot, mint
a 3. abran tettiik azt az egy szabadsagfoku modellnél. Taldn 6nkényesen kivalaszt-
hatjuk az egyik elmozdulast, az egyik alakvaltozast, az egyik belsd erdt. Erre mutat
példata /4. abra, ahol ¢, 3, M és A\ valtozokat hasznaltuk. A geometriai Osszefilig-
géseknél a (16) egyenletekbdl csak az els6t hasznaltuk, a fizikai dsszefiiggést a
(17) els6 egyenlete adta. Az egyensulyi egyenletekkel mar gond van. (18) masodik
egyenletét latszik érdemesnek hasznalni, hiszen csak abban szerepel M. Javasol-
hatnank azt, hogy (18) els6 egyenletébdl helyettesitsiik be S-et a masodikba, de
miért tennénk? A masik két esetben sem torddtiink az elhagyott egyenletekkel.
Rogrzitsiik az elhagyott (¢,, Al, S) valtozokat (példaul zérusnak), igy a (18) maso-
dik egyenlete most is egy egyenessereget ad, a felhasznalt geometriai és fizikai
Osszefiiggések behelyettesitésével most is egy gorbét kapunk. Vagy 9 és M ki-
kiiszobolésével kaphatunk egy A-§; Gsszefliggést.

Az igy kapott abra azonban helytelen, félrevezetd: az elhagyott egyenletek nem
feltétleniil teljesiilnek. Még szembetiinGbb a hiba, ha példaul a ¢, Al és az M valto-
z6t valasztjuk. Most ¢, 3 és S értékét kell rogzitenlink. A geometriai egyenletek
koziil igy a (16) masodik egyenletét abrazolhatnank, a fizikai egyenletek koziil ki-
valasztva egyiket, a ¢,, illetve az M tengellyel parhuzamos egyenest kapnank, az
egyensulyi egyenlet pedig itt is egy gorbesereget adna. Az egyensulyi utat azonban
nem tudnank meghatarozni a felhasznalt egyenleteinkkel, mert a fizikai egyenle-
tiink nem ad tényleges Gsszefiiggést az alakvaltozas és a belsd erd kozott.
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14. abra

Ellenben megtehetjiik azt, hogy az egyenstlyi it numerikusan meghatarozott
pontjait visszavetitjiik a kordbbi feliiletekre, és ekkor mind a négy Osszefiiggés
egy-egy térgorbét hatiroz meg (ketté az R*-ben, kettd az R’-ban van). Ha az el-
mozdulasok, az alakvaltozasok €s a belsé er6k koziil onkényesen kivalasztunk
egyet-egyet, akkor most is rajzolhatunk Halasz [1] 3. &brajaval analog abrat
(15. abra). Ekkor azonban mar az als6 abrarészekrél sem mondhatjuk azt, hogy
azok a geometriai, illetve a fizikai egyenletet szemléltetik, hanem az 6sszes egyen-
let felhasznalasaval meghataroztuk a 7 valtozo dsszetartozo értékeit, és ezek koziil
barmelyik kett6 kapcsolatat fel lehet rajzolnunk, mint példaul most tettiik az egy-
mastol fiiggetlen Al és M esetében.
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15. abra

3.2. ALACSONYABBRENDU ELMELETEK

Természetesen itt is megtehetjiik, hogy a (16)—(19) egyenletekben szerepld fligg-
vényeket a Taylor-soruk elsé néhany tagjaval kozelitjiikk. Ha minden egyenletiink
linearis, akkor az els6rend(, kiilonben masodrendii elméletet hasznalunk. Ezeket
szemlélteti a /6. dbra, amelyen megismételjiik a /5. adbran bemutatott, a harmad-
rendii elmélettel kapott gdrbéket az els6- és masodrendii elmélettel kapott gérbék-
kel egyiitt. (A masodrendii elméletnél csak az egyensulyi egyenletekben vettiink
figyelembe nemlinearis tagokat, mégpedig az elmozdulasokban elséfoktakat.)
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16. abra

4. KOVETKEZTETESEK

A dolgozatban megmutattuk, hogy a Halasz [1] altal javasolt négy féltengelyt tar-
talmazo6 abra nagyszertien hasznalhat6 egy szabadsagfoku szerkezetnél, ha az el-
sOrendi elméletet hasznaljuk. A négy egyenes kiilon-kiilon abrazolja a geometriai,
a fizikai és az egyensulyi egyenleteket, illetve az egyensulyi utat. A magasabb-
rendii elméletek alkalmazasa esetén az egyensulyi egyenletek nem abrazolhatok
egy gorbével, hanem egy egyenessereget hataroznak meg. Csak akkor kapunk egy
g0rbét, ha a geometriai ¢s a fizikai egyenletek informacioit is felhasznaljuk.
Tobb szabadsagfokn szerkezeteknél altalaban mar a geometriai egyenletek sem
gorbéket, hanem feliileteket hatdroznak meg. (A fizikai egyenletek lehetnek olya-
nok, hogy nincs két olyan egyenlet, melyekben ugyanaz a valtozoé szerepel.) Fel-
hivtuk a figyelmet arra, hogy félrevezetd abrakat kaphatunk, ha e feliileteknek
egy-egy sikmetszetét mutatjuk. Mind a négy siknegyedben rajzolhatunk egy-egy
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helyes gorbét is, de ezek mindegyikéhez az dsszes egyenlet informacioit fel kell
hasznalnunk.

Szemléltettiik azt is, hogy ha a méasodrendli elmélet alkalmazasakor eléggé el-
terjedt modon csak az egyensulyi egyenletekben vesziink figyelembe nemlinearis
tagokat, st ott is csak az elmozdulasokban linedrisokat, akkor legfeljebb a kritikus
teherparaméter nagysagara kaphatunk kozelitést, de a kritikus pont tipusara, a ma-
sodlagos egyensulyi utak szamara és elhelyezkedésére nem kapunk semmi infor-
maciot. Az csak véletlen lehet, hogy a szokasos vizszintes egyenes éppen a masod-
lagos egyensulyi ut kritikus pontjahoz tart6zo6 érintdje.
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ABOUT THEORIES OF DIFFERENT ORDERS IN MECHANICS
Summary

The static analysis of elastic structures uses a mechanical model of the real structure. The
mathematical model describes this mechanical model, and provides the first-, second- and third-order
theories, depending on the order of simplification. The goal of analysis is the equilibrium path that is
derived from the geometrical, physical, and equilibrium relationships between the internal and
external state variables. There is a standard method to represent these relationships in a fundamental
diagram, in which the relationships are displayed with partially common axes in four quarters of a
graph.
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The paper answers the following questions:

— What is the exact meaning of the four quarters of this graph?

— Does the fundamental diagram give information on the stability of the structure?

— What is the reliability of the results obtained from the second-order theories?

— How can we generalise our statements to models with more than one degrees of freedom?

Keywords: structural stability; first-, second-, and third-order theory






