Kutatasaink az elmult 4 évben az OTKA palyazat keretein belil a geodinamikai
idésorok vizsgalati mddszereinek tanulmanyozésara, a Kalman sztrési technika
geodéziai alkalmazésanak vizsgalatara es a nemlinearis geodeziai modellek megoldasi
modszereinek kidolgozéséra iranyultak.

A foldtudomanyokban eléforduld idésorok matematikai modellezése az adott idésorra
nézve alkalmas matematikai modell kivalasztasabol, a kivalasztott modell
paramétereinek a megfigyelt idésorok alapjan torténé becslésébol, valamint a
kivalasztott es illesztett modell minéségi tulajdonsagaval foglalkozik, azaz, hogy a
modell mennyire jol illeszkedik a megfigyelt idésor adataihoz. A kilénbdzé becslési
modszerek altaldban kulonboznek a geodézidban megszokottol, mert a geodéziaban
megfigyelt értékek, amelyek alapjan becsuljik a modell paramétereit, altalaban nem
fuggetlenek, ezért specialis megkozelitést igényelnek.

A stacionarius folyamatok képezik a sztochasztikus folyamatok egyik legfontosabb
osztalyat, amelyek az idésorok modellezése soran el6fordulnak. Stacionarius
folyamatok igen széles osztdlya megadhaté mozgdatlag, autoregressziv es ARMA
modellekkel, melyek a geodéziai gyakorlatban is nagy szerepet jatszanak idésorok
modellezésében és vizsgalataban. Az idésorokban gyakran kilonbdz6 tendenciak
figyelhetok meg, amelyek meghatarozdsa nem mindig egyszerii feladat.
Megkilonboztethetd determinisztikus és sztochasztikus trend. Determinisztikus trend
levalasztasara kidolgoztunk egy altalanosan hasznalhatd modszert a generalizalt spline-
fuggvenyek segitségevel. Idésorok vizsgalatanal igen fontos feladat az elérejelzés: a
folyamat megfigyelt multbeli értékei alapjan becslési modszereket adtunk a folyamat
jové idopontbeli viselkedésére. Ujszerti megkozelitésnek tinik, hogy a lineéaris
elérejelzést nem négyzetes kdzépben legjobb, hanem abszolut értékben legjobb
becslessel kozelitettlk.

Kutatasaink az OTKA téma célkitiizeéseinek megfeleléen az idésoranalizis
geodéziai alkalmazasanak kutatasara koncentralodtak, ezen belil foként a Fold
polusanak mozgasat elemeztik, de mas geodinamikai idésorok vizsgalati modszereit is
tanulméanyoztuk.

Vizsgaltuk az IERS altal az 1993-2022 évekre kdzOlt napi atlagolasu pélus-
koordinata adatsort. A korabban kidolgozott spline trendszdmitassal és a sziirésre
alkalmassé tett trigonometrikus interpolacioval elééllitottuk a 20-120 nap periddus-
tartomanyra redukalt adatsort, amely igy lehet6vé teszi az EI Nino kimutatasat.

Uj modelleket dolgoztunk ki az IERS 1995-1998 évek p6lus-koordinata adatsora
és intézetink nagycenki obszervatériumanak Schumann-rezonancia idésora kozotti
korrelacioszamitasra - killonos tekintettel a trend-levalasztasra.

Az IERS altal az 1995-1998 évekre oOras idokozzel eléallitott polus-koordinata
adatsort korrelaltuk a nagycenki obszervatériumban mért Schumann-rezonancia idésor
értékekkel. Ehhez kifejlesztettiik a ketvaltozos kovariancia-szamitadsokat vegrehajtd
programot, amelynek alkalmazésdval igazoltuk, hogy a légkdri valtozasokat a
polusmozgas 40-50 napi késéssel kdveti. Melléktermékként az adodott, hogy az IERS
altal kozolt LOD adatok spike-kat tartalmaz, igy azok tudomanyos szamitasokra nem
alkalmasak.



Tovabbfejlesztettilk a p6lusmozgas analizalasara szolgal6 matematikai modellek
kidolgozasat. Ennek soran a korabban, a mesterséges holdak palyaadatainak elemzésére
kidolgozott spline interpolacios modszert Aaltalanositottuk tetszéleges hosszusagu
idésorra. Az Uj eredmenyeket az Acta Geod. Geoph. Hung. folyoiratban megjelent
tanulmany foglalja dssze.

Elmélyitettik a polusmozgas analizalasara szolgalé matematikai modellek
tanulanyozasat. A stacionarius sztochasztikus folyamatok egyik legfontosabb osztalyat,
a mozgobatlag (MA), és az autoregressziv mozgoatlag (ARMA) modelleket hasznaltuk
fel a polusmozgas modellezésére. A generalizalt spline-fliggvények alkalmazasaval a
determinisztikus trend levalasztasara egy altalanosan hasznalhaté médszert adtunk meg.

Geodéziai idésorok vizsgalatanal igen fontos feladat az elérejelzés: a folyamat
megfigyelt multbeli értékei alapjan becslést kell adni a folyamat jovo idopontbeli
viselkedésére. Ujszerii megkozelitésnek tinik, hogy a linearis elérejelzést nem
négyzetes kdzépben legjobb, hanem abszolut ertékben legjobb becsléssel konstrualtuk
meg.

Az altalunk geodéziai feladatokra kidolgozott Kalman sziirés elvének és technikajanak a
geodéziai gyakorlatba vald bevezetésének nagy jelentésége van, mivel a hagyomanyos
legkisebb négyzetek mddszerét helyettesithetjik egy hatékonyabb, rekurziv szamolasi
eljarassal. Az aldbbi tervezett Kélman sztrési technikat altalanositottuk geodéziai
feladatok megoldéasara:

A Kaélmaén sztirés algoritmusa tobb Iépésre bonthatd. Fel kell allitani az allapottér
modellt a rendszer tulajdonsagainak megfeleléen. Ez altalaban elsérendt differencial
egyenletekkel torténik, amelyek leirjdk a rendszer allapotanak valtozasat az id6
fuggvenyében. Matematikailag ez az allapot-atviteli egyenletekkel adhatd meg. A
kapcsolatot a megfigyelések és az allapot vektor kozott a kdzvetité egyenletek teremtik
meg. Mind az allapot-atviteli, mind a kozvetité egyenletek fehér zajjal terheltek.
Kiindulva egy ismert &llapot vektorbol és a hozzatartozd kovariancia matrixbdl egy
adott idépontban, a Kalman szirés algoritmusaval kiszamoljuk a kévetkezé idépont
allapot vektoranak és kovariancia matrixanak egy becslését, amely el6rejelzést ad a
leend6 mérés értékeire. Ez nyilvan hibaval terhelt. Ekkor elvégezziik az ehhez az
idéponthoz tartozé megfigyelést. A kovetkez6 korrekcios 1épésben a predikalt és a mért
megfigyelés eltérése alapjan megkonstrualjuk a Kalman féle nyereség matrixot. Ez
hasznélhatd a predikalt allapot vektor javitasara. Bizonyitott, hogy a Kalman sziir
szolgéltatja a legjobb becslést az allapot vektorra és annak kovariancia matrixara. A
K&lman sziiré nagy elénye, hogy nem kell az allapot vektor valamennyi komponensére
megfigyelést végezni, hanem lehetséges egyéb ismeretleneket is az allapot vektorba
befoglalni. Ez lehet6vé teszi, hogy egy mesterséges hold helyzet és sebesség vektoraibol
kiszamoljuk a nem megfigyelt gravitaciés gyorsulast, és ez szolgalhat a mesterséges
hold egy palyaszakaszénak analizisére.

Kutatasainkat a matematikai analizalasi eljarasainak tanulmanyozasa keretében a
Kéalman sziirési technika geodéziai alkalmazési lehetéseégeinek megismeréesere
koncentraltuk.



A mesterséges holdak palyajat 3. foku spline fliggvényekkel modelleztik. Az
interpoléacio intervallumainak végpontjdban adott méasodik derivaltakkal rendelkezé
pontok spline interpolaciodjara Uj dsszefliggéseket vezettink le.

Modellszdmitésokat végeztiink a sebesség vektor és a gyorsulds vektor
meghatarozasara csupan a helyzeti paraméterek felhasznalasaval, és megallapitottuk,
hogy a kidolgozott spline mddszer a Newton interpolécids eljarasnal megbizhatobb
eredményeket szolgaltat.

Idében valtozo, zajos adatok feldolgozasara a Kalman szirési technikat
alkalmaztuk, és megadtuk a mesterséges holdak palyaelemeinek analizisére vonatkozo
Kalman sziir6 matematikai modelljét.

Idésorok Kalman-sziiresének végzésére a NASA altal erre a célra kifejlesztett
programrendszert installaltuk sajat szamitogépi kornyezetbe, és megkezdtik a rendszer
tesztelését.

Levezettik a sulyponti koordindkra vonatkozo spline interpolacio
Osszefuggeéseit.

Megjavitottuk a konvexitas feltételébol levezetett interpolacios modszernek az
optimalis mérési helyek kivalasztasara szolgalé matematikai elvét.

Geodinamikai modellek analizalasara szolgal6 matematikai maddszerek
kidolgozasaval foglalkoztunk. A modellekben eléforduld idésorok trendjét 3. foku
spline fuggvényekkel modelleztiik. Az interpolacié soran a szakaszonként egymashoz
csatlakoz6 rész-intervallumok végpontjaban adott méasodik derivaltakkal rendelkezé
pontok spline tipusl interpolacidjara Uj 6sszefliggéseket vezettiink le.

A kutatas kezdetén munkahipotézisiink a kdévetkez6 volt: A geodézidban nagyon sok
kiegyenlitési feladat nemlineéris, ezért matematikai modellinket leiré egyenleteket
elészor linearizalni kell. A hagyomanyos kiegyenlités soran a nemlinearis egyenleteket
az elsérendii tagig Taylor sorba fejtik a becsult paraméterek kezdé értékei korul, a
magasabb rendii tagokat elhanyagoljak. Igy a paramétereket lineéris becslési
modszerekkel — mint példaul a legkisebb négyzetek mddszere — meg lehet hatarozni.
Termeészetesen, ha az alapmodellink kdzel linearis, vagy a paraméterek kezdoértékei
kdzel vannak a valodi értékekhez, akkor a fentiekben leirt eljaras jol alkalmazhatd. A
gyakorlatban néhany nemlinedris modell alkalmas transzformacioval lineérisra
vezethet6 vissza, de az esetek tObbségében nem keriilhet6 el egzakt nemlineéris
kiegyenlitési modszerek kidolgozasa és azok alkalmazésa. A kutatas eredmenyekent
igen jelent6s elméleti és gyakorlati eredményeket hozott a nem linearis hibaterjedési
torveny alkalmazasa az alabbi geodéziai alapfeladatok esetén.

81 kozoOs pont alapjan meghataroztuk L1 norméban az europai GPS-halozat
ETRS89 térbeli derékszogti vonatkozasi rendszere és hazank térbeli geodéziai
rendszere, a HD72 koz6tti transzforméacio paramétereit.



Az L1 normdval kapott becslés paramétereit 6sszehasonlitottuk a legkisebb
négyzetek modszere alapjan kapott értékekkel, és megallapitottuk, hogy a becsult
paraméterek kilonboznek egymastol, ennek kodvetkeztében a durva hibakkal terhelt
pontok is eltérnek a két mddszernél.

Kimutattuk, hogy az L1 normaval végzett becslés megbizhatobb eredményeket
szolgaltat, mint a legkisebb négyzetek mddszere, mivel csokkenti a durva hibas pontok
hatasat, és a nagy javitasokat nem osztja szet az egész ponthalmazra.

A relativ tajékozas paramétereinek robusztus becsléssel torténé meghatarozasara
olyan szamitasi mddszert dolgoztunk ki, amely figyelembe veszi bizonyos geometriai
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Pontositottuk a fotogrammetriai térbeli hatrametszés nemlinearis egyenletekkel
leirt matematikai modelljének korébbi valtozatat. Algoritmust adtunk meg a nemlineéris
egyenletrendszer megoldasara.

Statisztikai hipotézisvizsgalatok elvégzésével kimutattuk, hogy a 7 paraméteres
datum transzforméacids probléma megoldasanak nemlineédris eljardsa alkalmasabb
durvahibak sztirésére, mint a linearizalt legkisebb négyzetek modszere.

Statisztikai hipotézisvizsgalatok megadasaval kimutattuk, hogy a minden
kombinéacidban végzett kiegyenlitési algoritmust fel lehet hasznalni a fotogrammetriai
adatok durvahibainak sztirésére is.

Megallapitottuk, hogy ha valamely pont koordinataja durva hibaval terhelt,
akkor az egzakt megoldas torzitott becslést ad és statisztikai hipotézisvizsgélattal
kimutathato a szennyezés, igy a mddszer alkalmas adatrendszerek durva hibainak
szliresére is.

Tovabbfejlesztettilk a szakirodalomban targyalt tdlhatarozott 7 paraméteres 3D
hasonlosagi transzformacié L2 normas matematikai modelljét, és kidolgoztuk ennek L1
norméas megoldasanak algoritmusat is.

A szakirodalomban targyalt tulhatarozott 7 paraméteres 3D hasonldsagi
transzformacio L2 normas megoldasanak algoritmusat tovabb finomitottuk, és Ujabb
pontossag-novekedést értiink el az L1 normas megoldasi algoritmus fejlesztésével is.

A 7 paraméteres 3D hasonldsagi transzformécié L2 normés matematikai
modelljét 6sszevetettilk az L1 normés megoldassal, és megallapitottuk, hogy ez utobbi
megoldas kevésbé érzékeny a durva hibékra.

A Gauss-Jacobi kombinatorikus kiegyenlité szamitasi elv alkalmazasaval
specialis geodéziai transzformacios feladatok megoldasara analitikus levezetést adtunk,
amely tétel bizonyitja, hogy a kombinatorikus megoldas egybeesik a linearis Gauss-
Markov modell megoldasaval.

Osszehasonlitottuk a 7 paraméteres datum transzformacios probléméanak a
linearizalt legkisebb négyzetek mddszerével nyerhetd, és a nemlinearis Gauss-Jacobi
kombinatorikus eljarasbdl szarmaztatott megoldasat. Eredményil az adddott, hogy



mindkét moddszer azonos nagysagrendi residualokat szolgaltat, de a nemlineéris
algoritmus numerikusan stabilabb, mint a hagyomanyos eljaras.

A 7 paraméeteres 3D  hasonlésagi  transzformacio ~ nemlineéris
egyenletrendszerének a megoldasara két algoritmust adtunk. Ezek a modszerek nem
iterativek, és nem kovetelik a kozvetité egyenletek linearizalasat. Linearizalasra a
variancia-kovariancia matrix levezetésénél van sziikség.

Uj algoritmust adtunk meg a 3D transzforméacié 7 paraméteres nemlineéris
egyenlet rendszerének megoldasara a forgatasi matrix parametrizalasaval, amely eljaras
sem nem iterativ, sem nem koveteli meg a megfigyelési egyenletek linearizal&sat.
Kimutattuk, hogy linearizalasra csak a nemlinearis variancia-covariancia matrix
meghatarozasahoz van szikseg.

Tovabbi nemlinearis geodéziai problémak megoldasi algoritmusainak
kidolgozasahoz tanulmanyoztuk a Grobner bazisra vald attérés elméletét, és a 3D
transzformacio skala paraméterének szamolasahoz negyed-fokd polinom-egyenletet
vezettunk le.

Megteremtettiik annak az elmeleti hatterét, hogy a Gauss-Jacobi kombinatorikus
kiegyenlitoszamitasi elvet a legfontosabb nemlineéris geodéziai transzforméacios
feladatok megoldésara tudjuk hasznalni.

A nemlinearis egyenletek megoldasi modszereinek tanulmanyozasa alapjan arra
a kdvetkeztetésre jutottunk, hogy a Grobner bazisra vald attérés és a multipolinomialis
rezultans technika alkalmas geodéziai problémak megoldasanak zart alakban tortené
eléallitasara. Algoritmusokat adtunk meg az ilyen nemlinearis egyenletrendszerek
megoldasara.

A Grobner bazisra valo attéréssel megoldasi algoritmusokat adtunk a
nemlineéris normal egyenletek gyokeinek megkeresésére, igy a 3D transzforméacio
skalaparaméterének szigori megoldasara 4. foku polinom egyenleteket vezettiink le.

A nemlinearis hibaterjedési tétel segitségével kidolgoztuk a sulyozott
kombinatorikai megoldasokbdl az altalanos megoldés levezetésének elméletét. Ennek
soran a kovariancia matrixokat explicite alakban vezettik le.



