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A gerendak mechanikai viselkedésének vizsgalata immaron tobb évszazada foglalkoztatja a mérno-
koket, szamtalan kiilonb6z6 modell latott mar napvilagot. Ezek a modellek az altalanos 3D kontinuum-
mechanikai modellalkotashoz képest bizonyos elhanyagolasokat tartalmaznak, igy az altaluk kapott
eredmények rendszerint kiilonboznek a ,,pontos” megoldastol. Tekintve, hogy az eltérések a gyakorlat-
ban eldéforduld esetek tobbségében viszonylag kicsik, ezek a modellek nagyon elterjedtek a mérnokok
korében, megbizhato hasznalatukhoz azonban célszer(l, ha ismerjiik alkalmazhatosagi korlatjaikat, vala-
mint hibaik nagysagrendjét. Ebben a cikkben homogén, izotrop, valamint szendvics keresztmetszetii
sikbeli gerendak modelljeinek dsszehasonitd vizsgalataval foglalkozunk. Kiilonbozo elméletekkel meg-
hatarozzuk a konzolok lehajlasait és fesziiltségeit, majd a vizsgalt modellek megitélése céljabol a kapott
eredményeket 3D végeselemes szimulaciok eredményeivel hasonlitjuk 6ssze. Cikkiink f6 célja, hogy
megbecsiiljiik az egyes modellekre jellemz6 szamitasi hiba mértékét, tajékoztatast adva mérndkhallga-
toknak és gyakorlo mérndkoknek ezen modellek alkalmazhatosagardl. Eredményeink azt mutatjak, hogy
tomor keresztmetszetii izotrop gerendak esetén a modelljeink igen megbizhatoak, azonban vékonyfalu,
valamint szendvics keresztmetszet esetén a kapott eredmények szamottevden eltérhetnek a pontos meg-
oldastol. Szendvics keresztmetszetii gerendak esetén a modellek megbizhatosaga erdsen fiigghet a ke-
resztmetszet geometriai €s merevségi viszonyaitol, ezért némelyik modellnél szigor alkalmazhatdsagi
korlat figyelhet6 meg.

Kulesszavak: klasszikus gerendaelmélet, Timoshenko-elmélet, nyirasi deformacié hatasa, magasabb
foku gerendaelméletek, szendvics keresztmetszetli gerendak, végeselemes szimulaciok

BEVEZETES

Munkankban egyenes tengelyli és allandd keresztmetszetli hajlitott gerendak le-
hajlasainak és fesziiltségeinek vizsgalataval foglalkozunk. Ez a témakor tobb évsza-
zada foglalkoztatja a mérnokoket, a korabbi kutatasok eredményeként szamtalan
kiilonb6z6é modell sziiletett. Ezek a modellek az altalanos kontinnummechanikai
megkdzelitéshez képest bizonyos elhanyagolasokat, egyszeriisitéseket tartalmaznak,
melybdl adédoan eredményeik rendszerint kiilonboéznek a ,,pontos” megoldastol.
Cikkiinkben homogén, izotrop anyagu, valamint szendvics keresztmetszetli geren-
dak modelljeivel foglalkozunk. Megjegyezziik, hogy jelen munkank egy részlete-
sebb elemzés [Hazay, 2015] rovid kivonata. Néhany — szakirodalomban megtalalha-
td6 — modell esetén bemutatjuk a benniik alkalmazott egyszerisitéseket, majd nume-
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1. abra. Rudvégen koncentralt erével terhelt konzol

rikus példakon keresztiil vizsgaljuk ezek ,,hibajat”, tajékoztatast adva a mérnokok-
nek ezen modellek alkalmazhatdsagaval kapcsolatban.

Vizsgalatainkat koncentralt erével terhelt konzol esetére végezziik el. Meg-
jegyezziik, hogy munkankban kizarolag egyenes hajlitassal és vele egyideji nyiras
esetével foglalkozunk, ezért a levezetések soran azzal a feltételezéssel éliink, hogy
az 1. abran lathat6 x és y sulyponti tengelyek fotengelyek, valamint hogy a koncent-
ralt er hatasvonala athalad a keresztmetszet nyirasi kozéppontjan. Kizarolag stati-
kus terhelési esetet vizsgalunk, és elemzésiinket a kis elmozdulasok és kis alakvalto-
zasok tartomanyara korlatozzuk.

A klasszikus- (Bernoulli—-Navier-) modell alkalmazasa soran feltételezziik, hogy a
keresztmetszetek sikjukban végteleniil merevek, valamint hogy a deformalt allapot-
ban is sikok, és merélegesek maradnak a semleges tengelyre. Ekkor tehata y_ és y,,
keresztiranyu nyirasi alakvaltozasokat elhanyagoljuk, igy a 3D alakvaltozastenzor
elemei koziil csak az ¢ hosszirdnyu megnyulast vessziik figyelembe. A klasszikus
gerendamodell alkalmazasakor az . abran lathaté konzol v,(z) lehajlasfiiggvényé-
nek meghatarozasanal az alabbi jol ismert eredményre jutunk:

2 3
v (2)= E[z— : ] (1)

+ —_—
EI{2 6L

ahol F a koncentralt er6 nagysaga, L a gerenda hossza, E a gerenda anyaganak ru-
galmassagi modulusa, /, pedig a keresztmetszet x tengelyre vett inercianyomatéka.
A o, hossziranyu normalfesziiltségeket az ugyancsak jol ismert Navier-képlettel sza-
mithatjuk ki. A klasszikus modell legfébb hibaja, hogy elhanyagolja a valosagban
létez6 nyirasi alakvaltozast (y, # 0). A nyirasi alakvaltozas kovetkeztében a kereszt-
metszetek nem maradnak sikok, és nem is lesznek mer6legesek a gerenda deformalt
hossztengelyére. Ezen elhanyagolasnak a hatasa a gerenda karcstisaganak az ismere-
tében becsiilhetd, ennek ellenére ezzel a modellel is elvégezziik a numerikus szami-
tasokat, hogy a kapott eredmények egyfajta referenciaértékként szolgaljanak. A ko-
vetkezOkben a nyirasi alakvaltozasok hatasat figyelembe vevo modellek ismertetésé-
re tériink ra.
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A Timoshenko-modell [Timoshenko, 1921 & 1922] alkalmazasanal figyelembe
vessziik, hogy a nyirasi alakvaltozasok kovetkeztében a keresztmetszetek a deforma-
ci6 utan mar nem merdlegesek a semleges tengelyre, azonban a rudelemek deforma-
cioinak vizsgalatakor a keresztmetszetek 6blosddésének leirasatol tovabbra is elte-
kintiink. Ilyen deformacio6 olyan esetben alakulna ki, ahol a nyirofesziiltségek elosz-
lasa egyenletes a keresztmetszet mentén. Ilyen esetben a keresztmetszet S nyirdsi
merevsegét az S = GA Osszefiiggéssel hatarozhatjuk meg, ahol G az anyag nyirdsi
modulusa, pedig a keresztmetszeti teriilet. Tudvan, hogy a hajlitassal egyidejii
nyirasnak Kkitett gerendakban a nyirdfesziiltségek eloszlasa nem egyenletes, a
Timoshenko-modellben a nyirasi merevség fenti képlettel meghatarozott értékét egy
K szorzotényezdvel modositjuk, melyet nyirdsi korrekcios tényezének neveziink.
Ennek meghatarozasara a multban szadmos kutatast végeztek [Timoshenko, 1921 &
1922], [Cowper, 1966], [Kaneko, 1975], [Stephen, 1980], [Bhat—de Oliviera, 1985],
[Nayfeh, 2004], mely soran kiilonb6zé modszerek és eredmények lattak napvilagot.
A leggyakrabban hasznalt modszer esetén a korrekcios tényezdt abbol a feltételbol
hatarozzak meg, hogy a x-val modositott nyirasi merevség akkora legyen, hogy a
Timoshenko-gerenda nyirasi alakvaltozasi energidja megegyezzen a 3D szerkezetre
jellemz6 nyirasi alakvaltozasi energiaval [ Timoshenko, 1921 & 1922]. A rud nyirdsi
szogtorzulasat tehat a k-val modositott nyirasi merevség figyelembevételével hata-
rozzuk meg. A Fiiggelék F1. tablazataban — az emlitett forrasok alapjan — 6sszefog-
laltuk, hogy az altalunk vizsgalt keresztmetszettipusok esetén mekkora ez az érték.
A Timoshenko-modell alkalmazasa esetén az (I. dbrdn lathatdé konzolra vonatko-
zb6an) az alabbi lehajlasfiiggvényt kapjuk eredményiil:

2 3
w(z)= 2tz 2 )
KGA EI\ 2 6L

Mivel hajlitassal egyidejii nyiras esetén a keresztmetszetek a deforméaci6 utan nem
maradnak sikok, szamos kutaté [Bickford, 1982], [Heyliger—Reddy, 1988], [Wang—
Reddy-Lee, 2000], [Shi—Voyiadjis, 2011], [Ghugal-Sharma, 2011] olyan magasabb
foku nyirasi gerendamodell 1étrehozasaval foglalkozott, amelynél valamilyen 6blo-
s0dési fliggvény alkalmazasaval vessziik figyelembe, hogy a keresztmetszeti pontok
a deformacio soran kilépnek a keresztmetszet sikjabol. A kovetkezokben ezek koziil
két modellel, Reddy és Bickford harmadfoku nyirdsi gerendamodelljével [Wang—
Reddy-Lee, 2000], valamint Ghugal és Sharma hiperbolikus modelljével [Ghugal—
Sharma, 2011] foglalkozunk.

Reddy és Bickford harmadfoku nyirasi gerendamodelljénél a keresztmetszeti pon-
tok hossziranyu w(z, y) eltolédasat az alabbi mddon irjuk le:

w(e) = (2)- o4+ 22 ®
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ahol 4 a keresztmetszeti magassag, ¢ _pedig a keresztmetszet x tengely kortili elfor-
dulédsa. Ez a modell téglalap keresztmetszet esetén kielégiti a keresztmetszet alsé és
felsé peremén érvényes peremfeltételeket, azonban valojaban mindig az adott ke-
resztmetszetre levezetett 6blosodési fiiggvényt kellene alkalmazni ahhoz, hogy a
modell elméleti szempontbodl korrekt legyen. A gerendaelméletet az alabbi differen-
cidlegyenlet-rendszer irja le:

_d(5do, 4 = d dv,
dx[D" & 3,th 2 ]+A [¢+ =0, (4a)

4 &(zdp, 4 dv) d v | 4b
3h2dx2[F R TRELE dzz) _[ (¢+ I )

amelyben g, a gerendara hato fliggbleges megoszI6 teher intenzitdsa (az egyenletek-
ben szerepld eddig nem ismertetett konstansokat a Fiiggelékben (F1-F3) foglaltuk
0ssze).

Az 1. abran lathato konzol esetén, ennek a modellnek az alkalmazasaval az alab-
bi lehajlasfiiggvényt kapjuk eredményiil:

v0=+£_i(2 6LJ L FDD;] (tanh (AL)cosh (AZ) - sinh (AL)+ AL — tanh (AL)). (5)

Xy

A hiperbolikus nyirasi gerendamodelinél a keresztmetszeti pontok z iranyu elmoz-
dulésait az y koordinatak szinusz hiperbolikusz fiiggvényeként irjuk le az alabbi
modon:

w(z,y)= —yddz +|:ycosh(2) hsinh(%ﬂgp(z), (6)

ahol ¢(z) fliggvényt (ami a keresztmetszet semleges tengely koriili elforduldsaval
van Osszefiiggésben) az adott feladatnal érvényes peremfeltételek figyelembevételé-
vel kell meghatarozni [Ghugal-Sharma, 2011]. A gerendaelmélet differencialegyen-
let-rendszere a kovetkezo6 modon alakul (az egyenletekben szereplé eddig nem is-
mertetett konstansokat a Fiiggelékben (F4-F5) foglaltuk 6ssze):

d* d’
E]x dZ4O _E[xAO d;f = qy > (73.)
d2<p
~ BBy 5+ GACyp=0. (7b)
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Az 1. abran lathato konzol esetén az alabbi lehajlasfiiggvényt kapjuk eredményiil:

3 2 3 . B
w(2)= FL (32__Z_J+ 6FL (£+ cosh()\z)—sinh(\z) 1). ®
6EI, 5G4\ L L

I r

A fent emlitett kétdimenzios nyirdsi modellek mar figyelembe vették a keresztmet-
szetek sikra merdleges (z tengely iranyu) torzuldsat, azonban a keresztmetszeteket
sikjukban ezek is végteleniil merevnek tekintették, ez pedig az un. Poisson-hatads
elhanyagolasat eredményezte. Megemlitjiik, hogy ennek a problémanak a megolda-
sara un. haromdimenzios gerendamodellek [ Carrera—Giunta—Petrolo, 2011] is ismer-
tek, melyek mar a sikbeli, és a sikra merdleges keresztmetszeti torzulast is figyelem-
be veszik.

Terjedelmi okokbol a fesziiltségek szamitasanak részletezésétdl eltekintiink.
Ennek részletei a Timoshenko- és Reddy—Bickford-modellre vonatkozdan a [Wang—
Reddy-Lee, 2000] alatti konyvben, mig a hiperbolikus modell esetén a [Ghugal—
Sharma, 2011] alatti cikkben talalhatok.

Homogén keresztmetszetli gerendak mellett réviden érintjiik a szendvics kereszt-
metszetii gerenddk vizsgalatat is. Ezek altalaban két merev és igen vékony kéreg-
rétegbdl, valamint az ezeket elvalasztd, viszonylag puha és vastag magbol allnak
(2. abra).

Eu,' Ga
T T
E.ﬁ; Gh hb h
Il
—2

2. abra. Szendvics keresztmetszet jelolései

Az ilyen gerendaknal a nyirdsi merevség hajlitasi merevséghez viszonyitott aranya
drasztikusan lecsokkenhet a homogén keresztmetszetekre jellemzo6 értékekhez ké-
pest, mert altalaban a keresztmetszeti teriilet jelentds részét a kis nyirasi modulussal
rendelkez6 mag foglalja el. Ez oda vezet, hogy szendvics keresztmetszetii gerendak-
nal a nyirasi alakvaltozdasoknak kiemelt szerepiik van. Tovabba, az ilyen a gerendak
viselkedése nagyban fiigg attol, hogy az egyes rétegek milyen anyagbol késziilnek.
A 3. abra ezt illusztralo példaként azt mutatja, hogy az /. dbrdn lathatdé konzol ko-
z€ps6 keresztmetszeténél puha belsé mag (n = E /E, = 1000) esetén hogyan alakul a
normalfesziiltségek eloszlasa.
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3. abra. Hosszirany normalfesziiltségek eloszlasa (x = 0-nal) a kozépsé keresztmetszetben n = 1000
esetén (a szamitas tovabbi bemend adatai a kovetkez6 bekezdésben a numerikus szamitasok
részletezésénél olvashatok)

A fenti abran az lathato, hogy a felsé (az 1. dbradn lathaté konzol esetén ,.elvileg
htzott”) kéregben nyomofesziiltségek, az alsoé (,,elvileg nyomott™) kéregben pedig
htzofesziiltségek is megjelennek. Ennek az az oka, hogy amikor a bels6 vastag mag
(a kéregrétegekhez képest) nagyon kis merevségii anyagbol késziil, akkor a kéregré-
tegek nem az y = 0-hoz tartoz6 semleges tengely, hanem egy ,,sajat” tengely koriil
fordulnak el, ily modon a puha mag nem biztositja a kéregrétegek tokéletes egyilitt-
dolgozasat.

A legegyszeriibb modellnél, az un. mérnoki szendvicselméletben ugyanazokkal a
kinematikai feltételezésekkel éliink, melyeket korabban a Bernoulli-Navier-elmélet
kapcsan mar ismertettiink, igy a lehajlasfiiggvény az (1) alatti képlethez hasonlatos.
Az inhomogén keresztmeszet hajlitasi merevségét (D) az alabbi modon szamithat-
juk:

3 2 3
D=2E, bi+bt h—”+£ +E”bh”. 9)
12 2 2 12

A mérnoki elmélet alkalmazasakor a nyirasi alakvaltozasokat elhanyagoljuk, vala-
mint nem keriil sor arra, hogy megvizsgaljuk a keresztmetszet egyiittdolgozasanak
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kérdését. Ez a modell igy komoly hianyossagokat tartalmaz, ezért nem célszerii
szendvicsgerenddak mechanikai vizsgalatakor alkalmazni.

A Timoshenko-modell elméleti hatterét a homogén, izotrop anyagu gerendak vizs-
galatakor mar roviden ismertettiik. Az ott emlitett alapfeltevések a szendvics kereszt-
metszetii gerenddk vizsgalatakor is érvényesek. Ezek alapjan a konzol lehajlasfiigg-
vényét az alabbi képlettel hatarozhatjuk meg:

Fz FL(z* Z°
=+—+—| ———1, 10
W)=t D[Z 6LJ (10)

ahol S a nyirasi merevség, melyet a kovetkezoképpen szamolhatunk ki:
S=2G bt +G,bh,. 1

Mint azt korabban mar lattuk, a Timoshenko-elmélet alkalmazéasakor az egyik
legfontosabb 1épés a megfeleld x nyirdsi korrekcios tényezé felvétele. Szendvics
keresztmetszetli gerendak esetén az ennek meghatarozasara iranyuld modszerek
eredményei kozott olykor jelentds — akar tobb nagysagrendbeli — eltérést tapaszta-
lunk.

Léteznek olyan eljarasok, melyek szerint x értéke fliggetlen a keresztmetszet geo-
metriai és merevségi viszonyaitdl. Ide tartozik példaul az a moddszer, amelynél a
nyirasi korrekcios tényezot az alapjan vessziik fel, hogy a Timoshenko-elmélettel
meghatarozott nyirofesziiltségek keresztmetszetre vonatkozo atlaga egyenld legyen
a rugalmassagtan 6sszefiiggései alapjan kapott nyiréfesziiltségek atlagaval. Ezzel a
modszerrel — a részletek ismertetése nélkiil — a (12) alatti eredményre jutunk
[Birman—Bert, 2002] (mely a 2. dbrdn lathato kétszeresen szimmetrikus keresztmet-
szet esetén x = 1-et ad eredményiil):

D

hf{ f E(y)ydy}dy'

—h/2| -h/2

R =

(12)

Némelyik modell esetén a nyirdsi korrekcios tényezé meghatarozasara szolgald
képletek a szendvicskeresztmetszet geometriai jellemzdit tartalmazzak, azonban a
merevsegi viszonyokat nem. Erre példa egy dinamikai vizsgalatokon alapuldo mod-
szer, amelynél a szendvics keresztmetszetii gerendat diszkrét tomegekbdl allo rend-
szerrel helyettesitik [Birman—Bert, 2002]. Ennél az elméletnél a nyirdsi korrekcios
tényezot szimmetrikus keresztmetszetii gerenda (2. abra) esetén az alabbi Osszefiig-

géssel hatarozhatjuk meg:
O\
K= (1 + —) . (13)
h,
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Ezenfelil olyan modszerek is 1éteznek, melyeknél a nyirdsi korrekcios tényezé
meghatarozasara szolgalo képletek a szendvicskeresztmetszet geometriai és merev-
ségi jellemzdit egyarant tartalmazzak. Erre példa az Gn. Reuss-modszer [Rikards,
1999], melynek alapgondolata, hogy a nyirdsi rugalmassagi modulus értékét az
alabbi modon atlagoljuk a keresztmetszet mentén:

L_iLﬁ (14)
Gy =G h’

ahol G, a Reuss-szerinti atlagolt nyirasi rugalmassagi modulus, K pedig a rétegek
szama. Ez alapjan a 2. dbran lathatd szimmetrikus keresztmetszet esetén a nyirdsi
korrekcios tényezd a kovetkezOképpen alakul:

T n ; o\
LI LY (ZtGa+hGh)
hG, hG, \“n " h

Egy masik, ebbe a csoportba tartozo eljaras az, amelynél a rugalmassdagtan dssze-
fliggéseivel és a linearis nyiradsi elmélettel kapott nyirdsi alakvaltozasok keresztmet-
szeti teriileten vett integraljat teszik egyenlévé a megfeleld nyirasi korrekcios ténye-
z6 felvételével [Birman—Bert, 2002]. A 2. dbran lathatd szendvicskeresztmetszet
esetén ez az alabbi format olti:

(15)

£ 1-(1) |+ £, () (16)

G, (1—hj)+thj][§”B—h:f +;(hj)3:|+]é:h: [1—(h:)2}+§2(h:)3],

a

K=

[SSRR)

ahol h", = h,/h.

Mint azt az imént lattuk, a Timoshenko-modellek csaladjaba tartozdé moddszerek
kozott jelentds kiilonbségek vannak abban, hogy a nyirdsi korrekcios tényezét ho-
gyan szarmaztatjak, igy ezek eredményei is jelentSsen eltérhetnek egymastol.
Megemlitjiik tovabba, hogy ezen modellek egyike sem vizsgalta a keresztmetszet
egylittdolgozasanak kérdését, mindegyiknél tékéletesen egyiittdolgozo (,,0sszetett”)
keresztmetszetet feltételeztiink.

Az imént emlitett modelleken tul Allen modelljével [ Allen, 1969] is elvégezziik a
szamitasokat. Ennek a modellnek az alkalmazasakor a kéreg nyirasi alakvaltozasait
elhanyagoljuk, és a mag nyirasi szogtorzulasainak meghatarozasakor pedig kiilon
figyelmet szenteliink annak, hogy a keresztmetszetet ,,vékony” vagy pedig ,,vastag”
kéregrétegek alkotjak. Ezen feliil itt mar a keresztmetszet egylittdolgozasanak kérdé-
se is vizsgalhato (a részletek a hivatkozott miiben megtalalhatok). Az 1. dbran latha-
t6 konzol lehajlasfiiggvénye az alabbi modon irhato fel:
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vo(z)=+£(i—i)+ L (1_[_0)2[5_sinh(asz)+ﬂl(l—cosh(asz))]’ a7

D\2 6L) AG, 1 L aL
ahol:
2 3 3 2
A
d=hh+t, szﬁ’ ]asz’ ]vzbl_{_b[d N ag: SGh S (183)
ooh, 6 6 2 *EJ,(1-1,/1)
valamint:
inh 6 — (1 —cosh §)tanh L
ﬂ1=sm. (1-cosh6)tan ¢’ ahol gzas_’ $=0. (18b)
sinh @ tanh ¢ + cosh # 2

A kéregben keletkez6 maximalis normalfesziiltség eloszlasa a gerenda hossza men-
tén az alabbi fiiggvénnyel irhato le:

o (z)=FL K(l _%) B cosh(a,z) - sinh(axz)] hy +2t . B, cosh (a,z) —sinh(a,z) % (19)

al 2t al

AZ OSSZEHASONLITAS NUMERIKUS MODSZEREI

Munkankban a gerendamodellek eredményeit a klasszikus kontinuummechanikai
megkdzelitéssel kapott (,,pontosnak™ tekintett) eredményekkel hasonlitjuk Ossze.
A rugalmassagtani 0sszefiiggések bonyolultsaga miatt a kontinuummechanikai ered-
ményeket numerikusan, 3D végeselemes szimuldciok segitségével allitjuk eld. Az
izotrop gerenddk vizsgalatakor a numerikus szamitasokat az /. abran lathaté konzol-
ra téglalap, kor, négyzet alaku zartszelvény, valamint [ keresztmetszetii gerendakra
végezziik el. A vizsgalatokat a keresztmetszeti méretek valtoztatasa nélkiil kiilonbo-
70 gerendahosszakra hajtjuk végre, és az egyes modellekkel kapott eredményeket az
adott 4/L arany ismeretében adjuk meg. A végeselemes futtatasokat az Ansys 15.0
szoftverrel végeztiik el, a szamitasokhoz 20 csomdpontos Solidl86-0s testelemeket
hasznaltunk. Az alkalmazott kor és téglalap keresztmetszet, valamint egy téglalap
keresztmetszetli gerenda végeselemes modellje a 4. abrdn lathatd. A befogasnal a
tamaszkeresztmetszeten 1évé csomopontok eltolodasait mindharom iranyban gatol-
tuk. A feladatban az anyagi allandokra az acélra jellemz6 értékeket hasznaltuk,
E =210 GPa, G =81 GPa és v=10,3 (Poisson-tényezé). A konzolvégen a terhelés
F=100 kN volt. Tomor keresztmetszetii gerendak esetén a koncentralt F' er nagysa-
gat egyenletesen szétosztottuk a végkeresztmetszeten 1évé csomopontokra (4. dbra).
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4. abra. Kor és téglalap keresztmetszet, valamint a gerenda végeselemes modellje

; =10 =5
=340 Ti=300)
=103
. h=120 e m h_,um LLIT]

5. abra. Vékonyfalu keresztmetszetek és a gerenda végeselemes modellje

Az I- és vékonyfalu zartszelvényii gerendak esetén a terhet a gerinc csomopontja-
ira helyeztiik ra. Ezeknek a gerenddknak a keresztmetszete és egyik végeselemes
modellje az 5. dbran lathato.

A megfelelé pontossag elérése céljabol a numerikus szamitasokat minden esetben
konvergenciavizsgalattal kezdtiik. A konvergencia ellenérzésekor a konzolvég lehaj-
lasat és a kozépsé — peremzavartél mentes — keresztmetszet (x = 0-hoz tartozo)
sz¢€1s6 szalban ébredd fesziiltségeit vizsgaltuk. A kiilonbozd elemszammal kapott
eredmények sorozatanak konvergencidja alapjan, a végeselemmodszerrel kapott
eredményeink relativ hibaja a pontos eredményekhez viszonyitva varhatéan a tiz-
ezredes nagysagrenden beliil alakul. A kiilonbdzé gerendamodellekhez sziikséges
analitikus szamitasokat a Matlab R2014a szoftver segitségével végeztiik el.

Es =
=
_\,;"ﬂ
2 2
] =
B
R =
B3

. 200 me ¥ 200 pmm

6. abra. ,,Vastag” és ,,vékony” kéreggel rendelkezd keresztmetszeti kialakitas
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Szendvics keresztmetszetii gerenddk esetén, azért, hogy megvizsgalhassuk, hogy a
keresztmetszet geometriai viszonyai hogyan befolyasoljak a kapott végeredmények
pontossagat, a szamitasokat kétféle keresztmetszettipusra készitettiik el (6. abra).

A vizsgalt szerkezet itt is az 1. dbrdn lathato konzol volt. A szdmitasokat kiilon-
b6z6 rugalmassagi modulussal rendelkezé magréteg esetére végezziik el azért, hogy
megfigyelhessiik, hogy a merevségi viszonyok valtozasa milyen hatast gyakorol az
eredmények pontossagara (a kéregréteg anyagjellemz6i megegyeznek az izotrop
gerendaknal alkalmazottakkal). Jelen szamitdsok soran a terhelést (F =10 kN)
egyenletesen osztottuk szét a gerenda végkeresztmetszetén fekvo csomopontjai men-
tén, melybdl adodoan puha magréteg esetén a terhelt csomopontok kdzvetlen kor-
nyezetében viszonylag nagy elmozdulasok és alakvaltozasok alakulhatnak ki. Azért,
hogy ez a lokalis hatas ne befolyasolja a kapott eredményeket, a pontok fiiggbleges
eltolodasat a kéregrétegekben hataroztuk meg. A fesziiltségek vizsgalatanal ezuttal is
a gerenda kozéps6 keresztmetszetét vizsgaltuk.

EREDMENYEK

A kovetkezokben bemutatjuk az izotrop anyagu gerendak vizsgalatakor kapott
fontosabb eredményeket. A 7. dbran az lathato, hogy egy L = 60 cm hosszu, téglalap
keresztmetszetli gerenda vizsgalatakor a lehajldsfiiggvény hogyan alakult a kiilon-
b6z6 modellek esetén.
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7. dbra. 60 cm hosszu téglalap keresztmetszetii gerenda lehajlasai kiilénb6zé modellek alapjan
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1. tablazat. Konzolvég lehajlasanak relativ hibai a végeselemes szimulaciok eredményéhez viszonyitva

Hazay Maté — Bojtar Imre

h/L 0,6 0,5 0,333 0,2
Bernoulli—Navier -17,49% -12,73% —4,70% -0,82%
Timoshenko 5,52% 4.21% 3,57% 2,27%
Reddy-Bickford -13,19% -9,53% -3,11% —0,22%
Hiperbolikus 4,77% 3,76% 3,42% 2,23%

A téglalap keresztmetszetii konzolok végkeresztmetszetének lehajlasara végzett
szamitasok eredményeit az /. tablazatban foglaltuk 6ssze. Ez a tablazat az egyes
gerendamodellekkel kapott eredmények relativ hibajat tartalmazza a végeselemes
szamitasok eredményéhez viszonyitva (a tablazatban szereplé negativ eldjel arra
utal, hogy az adott modell alabecsiili a lehajlas értékét).

Terjedelmi okokbol a kor keresztmetszetli gerendara végzett szamitasok eredmé-
nyeit nem részletezziik, ugyanis ennek vizsgalatakor az iméntihez hasonlé eredmé-
nyeket kaptunk.

Vékonyfalu zartszelvénytli, L = 50 cm hosszi gerenda esetén, a 8. dbrdn lathato
lehajlasfiiggvényeket kaptuk eredményiil.

Az egyes gerendamodellek maximalis lehajlasra kapott eredményeinek relativ
hibajat a 2. tabldzatban foglaltuk Gssze.

Lehajlasfiggvény
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8. dabra. 50 cm hossza vékonyfalu zartszelvény(i gerenda lehajlasa kiilonb6z6 modellek alapjan
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2. tablazat. Konzolvég lehajlasanak relativ hibai a végeselemes szimulaciok eredményéhez viszonyitva

h/L 0,6 0,5 0,333 0.2
Bernoulli-Navier -50,57% —41,01% -23,44% -9,39%
Timoshenko 0,67% 1,45% 1,05% 1,04%
Reddy—Bickford —47,82% —38,71% -22,10% -8,80%
Hiperbolikus -25,02% -19,67% -10,97% —4,02%

Megjegyezziik, hogy az I keresztmetszetli gerendak vizsgalatakor kapott eredmé-
nyek hasonloak a 8. dabran és a 2. tablazatban latottakhoz, igy ezeket itt nem részle-
tezziik.

A lehajlasok elemzését kovetden a hossziranyu normalfesziiltségek vizsgalatara
tériink ra. Egy L =50 cm hosszu, téglalap keresztmetszetli gerenda esetén, a felsd
sz¢€1s6 szalban keletkezé normalfesziiltségek koordinata szerinti valtozasat a 9. dbra
mutatja.

A fenti abra alapjan lathatd, hogy a fesziiltségek szamitasakor minden modell
tobbé-kevésbé ugyanarra az eredményre vezetett. Megjegyezziik, hogy a végesele-
mes szamitasok eredményeinél a gerenda két végén jol kivehetdek a Saint-Venant-
féle lokdlis hatasok, melynek részletesebb vizsgalatatol eltekintettiink. A fesziiltsé-
gek 9. dbran lathatd egyezésének az az oka, hogy az altalunk vizsgalt gerenda stati-
kailag hatarozott konzol volt.

Normalfesziltségek a szélsh szalban
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9. abra. 50 cm hosszl téglalap keresztmetszetii gerenda fesziiltségei kiilonbozé modellek alapjan
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Lehajlasfiggvény
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10. abra. 50 cm hosszq, ,,vastag” kéreggel rendelkezd szendvics keresztmetszetli gerenda lehajlasa
n = 1000 esetén

A tovabbiakban ratériink a szendvics keresztmetszetii gerendik lehajldasainak vizs-
galatara. El6szor ,,vastag” kéreggel (6. abra) rendelkez6 szendvicsgerendakkal
foglalkozunk. Egy L = 50 cm hossz, puha belsé maggal (n = 1000) rendelkez6 ge-
renda vizsgalata esetén a /0. abran lathat6 lehajlasfiiggvényeket kaptuk eredményiil.

A maximalis lehajlasokra kapott eredmények (a végeselemes szamitasokhoz vi-
szonyitott) relativ hibajat kiilonbozo értékek esetén a 3. tabldzat tartalmazza.

Azért, hogy megvizsgaljuk a geometriai viszonyok egyes modellek megbizhatosa-
gara gyakorolt hatasat, a ,,vékony” kéreggel rendelkezé keresztmetszeti (6. dbra)
konzolokra is elvégezziik a szdmitasokat. Példaul » = 10000 esetén az alabbi lehaj-
lasfiiggvényeket (11. dbra) kaptuk eredményiil:

3. tablazat. Konzolvég lehajlasanak relativ hibai (L = 50 cm, £ =5 cm)

n 10 100 1000 10000
Mérnoki elmélet —60,53% -92,09% -97,79% —98,44%
Timoshenko (k = 1) —43,42% -88,14% -96,74% -97,67%
Timoshenko (k = Reuss) -13,16% —4,08% 142,64% 1605,24%
Timoshenko (k = dinamika) —49,34% -89,54% -97,13% -97,96%
Timoshenko (k = Yoy int.) -5,27% 11,99% 186,90% 1919,05%
Allen modellje -2,63% -1,40% 6,24% 11,82%
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11. abra. ,,Vékony” kéreggel rendelkez6 szendvics keresztmetszetli gerenda lehajlasa n = 10000 esetén

A maximalis lehajlasokra kapott eredmények (a végeselemes szamitasokhoz vi-
szonyitott) relativ hibajat kiilonb6zo n értékek esetén a 4. tabldazat tartalmazza.

Az izotrop anyagu gerendak vizsgalatakor megfigyelhettiik, hogy statikailag hata-
rozott tartd esetén, noha a nyirasi alakvaltozasok kovetkeztében a lehajlasra kapott
eredmények kozott volt némi kiilonbség, a fesziiltségekre igen pontos eredményeket
kaptunk (9. abra). Sajnos ez a megallapitds mar nem lesz igaz abban az esetben,
amikor szendvicsgerendak esetén a kéregrétegek egyiittdolgozdsanak vizsgalatatol
eltekintiink. Ezt mutatja a /2. dbra, ahol a kdzépsé keresztmetszet szElsd szalban
szamitott normalfesziiltségét abrazoltuk kiilonb6z6 merevségi viszonyok esetén.

4. tablazat. Konzolvég lehajlasanak relativ hibai (L = 50 cm, 7 =1 cm)

n 10 100 1000 10000
Mérnoki elmélet —40,74% -81,45% -97,68% -99,70%
Timoshenko (k = 1) -14,81% —70,97% -96,06% -99,50%
Timoshenko (k = Reuss) -3,70% -4,03% -0,61% 22.,28%
Timoshenko (k = dinamika) -18,52% =71,77% -96,16% -99,52%
Timoshenko (k = Yoy int.) -3,70% -1,61% 2,73% 26,44%
Allen modellje 0,00% -1,29% -1,79% —-0,54%
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12. abra. K6zéps6 keresztmetszet (x = 0-hoz tartozo) szélsé szalban keletkezé normalfesziiltségének
valtozasa a rugalmassagi modulusok aranyanak fliggvényében

ERTEKELES

Eredményeink azt mutatjak (1. és 2. tablazat), hogy révid, izotrop anyagi geren-
dak esetén a kiilonboz6 gerendamodellekkel kapott lehajlasok olykor jelentésen el-
térhetnek egymastol, és ezen eltérések mértéke nagyban fiigg a gerenda /4/L aranya-
tol, valamint a keresztmetszet alakjatol (elsésorban az inercia €s keresztmetszeti te-
riilet aranyatol).

A klasszikus gerendamodell szolgaltatta lehajlasok rovid gerendaknal az Gsszes
keresztmetszet esetén szamottevo eltérést mutatnak a pontos eredményekhez képest.
Ez az eltérés h/L ~ 0,5 esetén tomor — téglalap és kor — keresztmetszeteknél koriilbe-
lil 15-20%, mig A/L ~ 0,333-nal mar 5%-nal kisebb hibarol beszélhetiink (1. tabla-
zat). Vékonyfalu I és négyzet alakl zart keresztmetszetek esetén a hiba az eldbbiek-
nek tobb mint kétszerese, 46-51% volt (h/L = 0,6 esetén), vagyis, a Bernoulli—
Navier-modell eredményei rovid gerenda esetén olykor még a felét sem érik el a
tényleges lehajlasoknak, és még /L = 0,2-nél is éppenhogy csak 10%-on beliili a
hiba (2. tablazat).

A Timoshenko-modell eredményei nagyon megbizhatonak tiinnek, ugyanis min-
den esetben 5% koriili, vagy annal kisebb hibarol beszélhetiink. Ez abbdl adodik,
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hogy a nyirasi korrekcios tényezé alkalmazasaval a modell esetleges elméleti hia-
nyossagait kompenzaljuk.

A Reddy—Bickford-féle harmadfoku nyirdasi modell eredményei nem igazan meg-
gy0zoek. Rendszerint csak viszonylag kis mértékben térnek el a klasszikus modell
eredményeitdl, ami felveti a kérdést, hogy vajon megéri-e a joval hosszadalmasabb
¢és bonyolultabb szamitast elvégezni. Amennyiben olyan keresztmetszettel dolgo-
zunk, amelyre konnyen meghatarozhatd a nyirasi korrekcios tényezé megfeleld ér-
téke, a Timoshenko-modell egyszeriibb és pontosabb megoldast szolgaltat (1. és 2.
tablazat).

A hiperbolikus modellel kapott eredmények vegyes érzésekre adhatnak okot.
Tomor keresztmetszetek esetén igen jo eredményeket kaptunk, a hiba ilyenkor min-
den esetben 5%-on beliil alakult (1. tabldazat). Ezzel ellentétben a vékonyfalu szelvé-
nyek esetén jelentds, olykor 20-25%-os relativ hibat tapasztaltunk a hiperbolikus
modell és a 3D végeselemes eredmények kozott (2. tablazat), vagyis numerikus
eredményeink azt sugalljak, hogy a hiperbolikus modell megbizhatosaga erésen fligg
a keresztmetszet alakjatol. A hiperbolikus modell olyan szempontbol is érdekes,
hogy az analitikus levezetéseknél latott ¢(z) fliggvényen keresztiil a modell a befogas
kornyezetében nemlinedris, megnovekedett normalfesziiltség eloszlassal dolgozik
(ez mar a Reddy—Bickford-modellre is igaz volt), és igy ,kisérletet tesz” a lokalis
hatasok miatti fesziiltségcsticsok leirasara (9. dbra).

Megjegyezziik, hogy a gerendamodellek lehajlasokra kapott hibajanak egy része
nem a nyirasi alakvaltozasok hatasara, hanem a tamasznal keletkez6 lokalis hatasok-
ra vezethet vissza. Tekintve, hogy mindkét hiba jellemzé a gerendamodellekre,
annak vizsgalatara nem tériink ki, hogy a kapott hibak mekkora része szarmazik az
egyik, illetve masik hatasbol.

Eredményeink, miszerint a Timoshenko linedris nyirasi modellje jobban teljesit az
altalunk vizsgalt magasabb foki modelleknél, esetleg némi meglep6désre adhat okot.
Elmondhat6 azonban, hogy a magasabb foku modellek éppugy két ismeretlen, egy-
mastol fiiggetlen fliggvényt alkalmaztak a gerenda deformaciodinak a leirasara, mint
a Timoshenko-modell, aminél rdadasul a korrekcios tényezd alkalmazasaval a geren-
da viselkedését a 3D szerkezet viselkedéséhez probaltuk ,,illeszteni”.

Az izotrop anyagu gerendak fesziiltségeinek vizsgalatakor azt tapasztaltuk, hogy
a statikailag hatarozott esetben az egyes modellek — a lokalis hatasoktol eltekintve
— jol kozelitették a végeselemes szimulaciok eredményét (9. abra).

Altalanossagban elmondhaté, hogy a szendvics keresztmetszetii gerenddk eredmé-
nyeiben nagyobb bizonytalansagokat figyelhettiink meg, mint a homogén, izotrop
gerendaknal. Ennek egyik 6 oka, hogy a nyirasi alakvaltozasok altalaban jelentdssé
valnak, és ezeket az alakvaltozasokat az egyes modellek igen eltéréen kezelik.
A nyirasi alakvaltozasok jelent6sége oda vezet, hogy a mérnéki elmélet altalaban mar
nem ad realis eredményeket, sok esetben tobb nagysagrendnyi hibarél is beszélhe-
tiink (3. és 4. tablazat). A nyirési alakvaltozasok hatdsdn tul megfigyelhettiink egy
masik fontos jelenséget, nevezetesen, hogy a keresztmetszet merevségi viszonyainak
megvaltozasaval a kéregrétegek egyiittdolgozasanak mértéke is megvaltozhat
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(3. abra). Ez azt eredményezi, hogy a lehajlasok és fesziiltségek meghatarozasakor
sok esetben az egyiittdolgozo (,,0sszetetty) keresztmetszetre jellemzo értékekhez
képest egy ,,csOkkentett” inerciaval és hajlitasi merevséggel kellene szamolni. Azzal,
hogy a vizsgalt modellek tobbsége minden esetben teljesen egyiittdolgozonak tekin-
ti a keresztmetszetet, ezek a modellek a fesziiltségeket jelentésen alabecsiilhetik
(12. abra).

Eredményeink 6sszességében azt mutatjak, hogy a nyirdsi alakvaltozasoknak az
eredmények pontossagara gyakorolt hatdsa nagyban fligg a keresztmetszet geomet-
riai és merevségi viszonyaitol (3. és 4. tablazat). Azok a nyirasi-modellek, melyek a
nyirasi korrekcios tényezé szamitasakor a fenti viszonyok koziil csak az egyiket
(vagy egyiket sem) veszik figyelembe, komoly hianyossagokkal birnak. Ez oda ve-
zet, hogy ezen modellek eredményei olykor nagysagrendekkel eltérnek a ,,pontos”
értékektol.

Ezzel ellentétben azok a modellek, melyek a fent emlitett viszonyok mindegyikét
figyelembe veszik, az esetek tobbségében ,,viszonylag pontos” eredményre vezetnek.
Azonban fontos hangsulyozni, hogy még ezeknek a viszonylag pontosabb nyirasi
modelleknek az eredményeit is bizonyos fenntartassal kell kezelni, ugyanis ezeknek
a modelleknek is megvan a maguk alkalmazhatdsagi korlatja. Ez abbol addodik, hogy
bizonyos merevségi viszonyok esetén (amikor a belsé magréteg a kéregréteghez
képest tobb nagysagrenddel kisebb merevségii anyagbol késziil) a nyirdsi korrekcios
értéke thlzottan lecsokken. Ez a nyirdsi alakvaltozasok hatasanak tulbecslésével jar,
ami miatt a szamitott lehajlasok szamottevéen meghaladjak a ,,pontos” értékeket
(10. abra és 3. tabldzat).

A fesziiltségek és a lehajlasok eredményeinek Osszehasonlitdé elemzése arra a
megallapitasra vezetett, hogy a vizsgalt szendvicsmodellek kdziil Allen modellje te-
kinthetd a leginkabb megbizhatonak. Ez a modell — azon til, hogy a lehajlasok vizs-
galatakor is igen pontos eredményre vezetett — a fesziiltségek vizsgalatakor is meg-
bizhatonak bizonyult, mely annak kdszonhetd, hogy — a tobbi modellel ellentétben
— itt figyelembe vehet6 a keresztmetszet egyiittdolgozasanak mértéke. Ezen feliil
ennél a modellnél nem tapasztaltunk olyan éles alkalmazhatdsagi korlatot, mint ami
a vizsgalt Timoshenko-modellek némelyikét (példaul a Reuss-modszert) jellemzi
(3. és 4. tablazat).

OSSZEFOGLALAS

Cikkiinkben izotrop anyagii, valamint szendvics keresztmetszetii gerenddk mecha-
nikai vizsgalataval foglalkoztunk. Koncentralt erovel terhelt konzolokra vonatkozo-
an kiillonb6z6 gerendamodellekkel meghataroztuk a lehajlasokat és a fesziiltségeket,
majd ezeket 3D végeselemes szimuldciok eredményeivel hasonlitottuk 6ssze.

Az izotrop anyagu gerendadk vizsgélata soran megallapitottuk, hogy tomor ke-
resztmetszetek esetén az alkalmazott modelljeink megbizhatoak, ugyanis a nagyon
zOmok gerendak esetét leszamitva (h/L < 0,4) a lehajlasok vizsgalatakor minden
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esetben néhany szazaléknal kisebb eltérést tapasztaltunk. A vékonyfalu keresztmet-
szetli gerendak vizsgalatakor azonban mar nagyobb eltérésekrol beszélhettiink.
Némelyik modellnél még viszonylag karcsu gerenda esetén is (4/L =~ 0,2) kdzel 10%-
os eltérést lathatunk a pontos eredményekhez képest. Egyuttal azt is lattuk, hogy
kifejezetten rovid gerendak esetén A/L =~ 0,6 a klasszikus modell relativ hibaja még
az 50%-ot is meghaladta. Ezeknek a viszonylag nagy hibaknak az az oka, hogy v¢é-
konyfall keresztmetszeteknél a hajlitasi és nyirasi merevség aranya megnovekszik,
amitdl a nyirasi alakvaltozasok hatasa jelentGsebbé valik. Az egyes modellek &ssze-
hasonlitasakor a Timoshenko-modell eredményei bizonyultak a leginkabb megbizha-
toknak. Ennek legfobb oka az, hogy ez a modell az Gn. nyirdsi korrekcios tényezd
alkalmazasan keresztiil kompenzalja a szerkezet viselkedésének leirasakor tett egy-
szerisitéseket. Tomor keresztmetszetek esetén a hiperbolikus modell is viszonylag
pontosnak bizonyult, azonban ennek a modellnek a megbizhatosaga erésen fiigg a
keresztmetszet alakjatol.

A szendvics keresztmetszetii gerendaknal altalaban igen jelentOs nyirasi alakval-
tozasokrol beszélhetiink, valamint arrdl, hogy a kéregrétegek egyiittdolgozasa nem
minden esetben biztositott. A lehajlasok vizsgalata ramutatott arra, hogy a nagy
nyirasi alakvaltozasok kovetkeztében a modellek eredményei olykor szamottevéen
(akar nagysagrendekkel) eltérnek a pontos megoldastol. Ebbdl adoddan a mérnoki
modell az esetek tobbségében nem alkalmazhatd, de még az egyes Timoshenko-
modellek alkalmazhatésaga is sokszor megkérddjelezhetd. Sokféle Timoshenko-
modell fellelhetd a szakirodalomban, melyek a nyirdsi korrekcios tényezé meghata-
rozasanak modjaban kiilonboznek egymastol. Szamitasaink azt mutatjak, hogy azok
a modszerek, melyek a korrekcids tényezé meghatarozasa soran nem veszik figye-
lembe a keresztmetszet geometriai és merevségi viszonyait, a legtobb esetben nem
javasolhatok. Azok a médszerek, melyek a fenti koriilményeket figyelembe veszik,
sok esetben viszonylag pontos eredményre vezetnek, azonban ezeknél is egy komoly
alkalmazhatosagi korlat figyelheté meg. Az imént emlitett modellek minden esetben
teljes mértékben egyiittdolgozo keresztmetszettel szamolnak, azonban a fesziiltségek
vizsgalata ramutatott arra, hogy ez komoly hibakat okozhat. A vizsgalt modellek
kozil Allen modelljét talaltuk a leginkabb megbizhatonak, ugyanis ez a modell az
Osszes fent emlitett hatast figyelembe veszi, igy mind a lehajlasok, mind pedig a fe-
sziltségek vizsgalatanal igen pontos eredményre vezetett.
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FUGGELEK

F1. tablazat. Nyirasi korrekcios tényez0 lehetséges értékei az altalunk vizsgalt keresztmetszetek esetén
(a szamitasainknal hasznalt értékek félkdvéren szerepelnek). A kiilonbozé modszerek 6sszehasonlitd
elemzésével jelen cikkben nem foglalkozunk. Megjegyezziik, hogy a vizsgalt keresztmetszeteknél az eltérd
szamitasi modszerek kozel azonos eredményre vezetnek.
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Reddy-Bickford-modellnél alkalmazott jelolések:

(Aanx»Fx»HX)=I(l,yz,y4,y6)EdA A D F J.ly y
4

_ 4 4 - 4 4
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Hiperbolikus modellnél alkalmazott jelolések:
GAC,
0=, 5= 0=t
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con{ 1)t 1) -zn( 2]
By = cosh’ (%)+ 6[ sinh(1)-1]- 24cosh( )[cosh( ) 2sinh G]] :
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COMPARISON OF BEAM MODELS
Summary

Analysis of the mechanical behaviour of beams has lasted for centuries, which has led to the evolu-
tion of many different beam theories. Each model contains certain assumptions and negligence compared
to the classical continuum mechanical approach, which leads to their results being different from the
exact solution. Considering that these differences in most cases are relatively small, beam theories are
widely used among engineers, however, their reliable application requires the knowledge of their ap-
plicability limits and the magnitude of their errors. In this paper a comparison of several models of
planar beams made of homogeneous and isotropic material or having sandwich cross section can be
found. Deflections and stresses of beams are determined via different models for cantilevers and these
results are compared to results obtained by 3D finite element simulation. The main goal of this study was
to determine the magnitude of the error of beam theories and to make a recommendation about the ap-
plicability of these models. Results show that in case of beam made of isotropic material and compact
cross section, beam theories are quite reliable, however, in case of beams having thin-walled or sandwich
cross sections their results may differ significantly from the exact solution. In case of sandwich beams
the reliability of the models is highly dependent on the geometrical and the stiffness characteristics of
the cross section, therefore sometimes strict applicability limits should be assigned.

Keywords: classical beam theory, Timoshenko beam theory, effect of shear deformations, higher-
order beam theories, sandwich beams, finite element simulations



