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A pélyédzatban harom kutaté vett részt: T. Sés Vera, akadémikus, Gyori
Ervin, a tudoméanyok doktora, és palyazatvezetOként én, Simonovits Miklds
(akad. lev tag). Célunk elsésorban a kordbbi kutatdsaink folytatasa, illetve
az azokbdl adédo tjabb kérdések vizsgalata volt.

Az altalunk vizsgalt, szertedgazd, de mégis szorosan Osszefiiggd teriiletrél
kiemelnénk az aldbbiakat.

1.

AN

Klasszikus extremalis grafelméleti és Ramsey elméleti kérdések, kozon-
séges grafokra, ill. hipergrafelméleti extremalis grafelméleti problémak
vizsgalata, hipergrafelméleti Ramsey problémadk.

Hipergrafelméleti Ramsey és extrém problémék kapcsolata.
Ramsey-Turan tipusd hipergraf problémék.
Erdés-Kleitman-Rothschild tipusi kérdések vizsgilata.

Grafsorozatok konvergencidjanak, grafok metrikus terének értelmezése,
a kiilonbo6z6 konvergenciafogalmak ekvivalenciai.

El6bbi alkalmazasai, grafok lokalis és globalis tulajdonsagai kapcsola-
tainak vizsgdalata, parameter testing.

Algebrai médszerek alkalmazasa illeszkedési struktirak vizsgdlatdban

Klasszikus grafelméleti témak:
extremalis grafelméleti kérdések.
Hipergrafelméleti problémak vizsgalata

Az adott periédusban eredményes kutatast végeztiink a hipergrafokban taldl-
haté hosszi koroket biztositod feltételekkel kapcsolatban, idevonatkozd hi-



pergraf Ramsey kérdésekrol, ezekben a hipergraf regularitasi lemma fel-
hasznélasardl.

Ezek kozott megemlitjiik az Erd6s-T. Sés Fa-sejtésre vonatkozd Ajtai-
Komlés-Simonovits-Szemerédi eredményeket, de nem részletezziik ket, mert
leirasuk kissé elhuzddik, elsGsorban a bizonyitas bonyolultsdga miatt. Probal-
juk a részleteket leegyszeriisiteni.

Ugyancsak megemlitjiik Kohayakawa, Skokan és Simonovits eredményeit
paratlan korok Ramsey problémaira vonatkozdan. Kiemeljiik az alabbit: ha
n > ng, akkor a 3-szinli Ramsey fiiggvény, R(C),Cy,Cy) = 4n — 3. Az
utébbi id6kben ezt kiterjesztettiik bizonyos, a diagondlison kiviili esetekre
is, azaz, amikor a kiilonboz6 koérok hossza nem azonos. A bizonyitds sta-
bilitasi tételekre, tovabba a Regularitdsi Lemmara tamaszkodik. Legvégiil
megemlitjitkk a 7-szerzds, 3-uniform hipergrafok n pontu laza koreire vonat-
koz6 eredményiinket is.

Tovabbi érdekes eredményeket bizonyitott Gyoéri, P. Balister-rel, Le-
hel Jendvel és R. Schelp-pel kozosen, adott hosszisdgi utat nem tartal-
maz6, osszefiiggd grafokrol (megjavitva Kopylov eredményeit, melyek a hires
Erdés-Gallai eredményeket javitottdk).

Végiil megemlitjiik Gyéri grafok bizonyos specidlis (kdrnyezet-megkiilon-
boztetd) szinezési eredményeit is.

1.1. Extremalis eredmények alkalmazasa szamelméletben

Erdos, Sarkozy és T. Sos bizonyos korabbi eredményeiben extremalis grafel-
méleti kérdésekre vezették vissza bizonyos szamelméleti feladatok megoldasat.
Ezzel kapcsolatban Gyéri Ervin — javitva Sarkozy Gabor korabbi becslésén,—
szép, meglepetésiinkre pontos eredményeket bizonyitott a Cg-mentes paros
grafok maximalis élszdmdara vonatkozdlag, az aszimmetrikus esetben (amikor
tehdt a paros graf egyik osztdlya jéval nagyobb, mint a maésik).

A fenti feladatok megoldasdhoz Gyérinek 11j mddszereket kellett kidol-
goznia. Ezekkel az Erdés-Sarkozy-T. Sos kérdéseket is megvélaszolta. Késob-
bi cikkében az extremalis grafokat is megtaldlja. Kiilon érdekesség, hogy a
modszerbdl pontos fels6 becslést sikeriilt kapni a (nem feltétlentil uniform)
haromszogmentes hipergrafok élméretosszegére.

Szamelméleti alkalmazasaink kozott megemlitjiik — egyebek kozott — a
Dietmann-Elsholz-Gyarmati-Simonovits eredményeket, ahol szintén a kom-
binatorikus (extrém grafelméleti) eszkoz megjavitdsa adja a szamelméleti
javitast.



1.2. Graf és hipergrafelméleti Ramsey és
extrém problémak kapcsolata

Az utébbi idében tobb olyan eredmény sziiletett, melyben aktivan vettiink
részt, és ahol extrém grafelméleti eredmények alkalmazasaként kapunk Ram-
sey tipusu eredményeket, illetve, ahogyan azt fent is emlitettiik, stabilitasi
modszerekkel kozelitve, pontos extremalis eredményeket kaptunk.

Ilyen eredmények pl. Fiiredi és Simonovits tétele a Fano stk extrém
probléméjara vonatkozéan, ahol az éles eredményt de Caen, Fiiredi (ill.
Fiiredi és Kiindgen) kordabbi eredményeire tamaszkodva kaptuk meg. Ugyan-
csak ilyen eredmény Fiiredi, Pikhurko és Simonovits két extrém hipergrafel-
méleti eredménye is. Ezen harom cikk azért érdekes, mert igen kevés hi-
pergrafelméleti, pontos eredmény ismert.

1.3. Ramsey-Turan tipust hipergraf problémak

Turan Pal és Erdés Pél kezdeményezte bizonyos Turdn tipusi extremalis
tételek alkalmazasat geometriaban, tavolsageloszlasokra. Ehhez kapcsolodtak
Katona Gyula és Szidorenko eredményei a valdsziniliségszamitasbeli alkal-
mazasokkal. Ennek kapcsan, hogy jobb eszk6zokhoz jussunk, kezdeményezte
T. Sés Vera olyan extremélis feladatok kutatdsat, ahol bizonyos részgrafok
kizardsa mellett még a nagyon nagy fliggetlen csiicshalmazokat is kizartuk.
Ezek a Ramsey-Turan tipusu problémaék.

Ezen vizsgalatok nyoméan megleps, wjszerti jelenségeket fedeztiink fel.
Hipergrafokra ezen kérdések vizsgalatat ugyancsak Erdos és T. Sos Vera
kezdeményezte.

Beszamolénkban két idevonatkozoé tertileten emlitjik meg eredménye-
inket. T. Sé6s és Simonovits a véletlen grafok problémainak hierarchidjara
vonatkozé kutatasaiban 4 problémakort definidltak és vizsgdltak meg. Egyik
ezek koziil teljesen visszavezethet6 a (fiiggetlenségi feltétel nélkiili, tobbszines)
Ramsey-Turan problémékra. Egy masik osztaly leirdsat lényegében a tilte-
litett grafokra vonatkozé tételek segitségével lehetett megadni. Bizonyos
itt kutatott kérdések mindmadig megoldatlanok és kapcsolédnak a fontos és
szép Rodl-Rucinski tételekhez. Idevonatkozé kutatdsainkat még folytatni
szandékozunk a jovOben.

A hipergraf extremélis problémék teljesen mésként viselkednek mint a
kozonséges extremalis problémdak. Ezt a kiilonbséget vizsgédlta T. Sés Vera,
Erdéssel korabban, majd nyomukban szdmos elismert kutaté. Az egyik ilyen
mélyebb Erdés-T. Sés kérdés az volt, hogy vannak-e olyan harom-uniform hi-
pergrafok, amelyre a o(n)-es stabilitdsszam esetén is pozitiv a Ramsey-Turdn



7extrém slirtiség”, de a Turan extrém szam és a Ramsey-Turdn extrém szam
— r-uniform esetben — cn”-rel tér el egymastol: az aszimptotikus stiriiségek
pozitivak, de nem azonosak. Most Dhruv Mubayi-val kozosen Sés Vera
visszatért ehhez a kérdéshez, és djabb érdekes explicit konstrukcidkat adott
meg az adott jelenségre vonatkozodan.

2. Erdés-Kleitman-Rothschild tipusi
kérdések vizsgalata

Ezek a kérdések néhany egymaéssal szorosan Osszefliggd alteriiletre bont-
hatdék. Szd van olyan kérdésekrdl, hogy adott kizart alakzatok esetén adott
méretli objektumok tipikus struktiraja milyen lehet. A kiindulé tételek arrdl
szélnak, hogy majdnem minden ilyen gréaf valamilyen nagyon gyenge aszimp-
totikus értelemben egy megfelel6 osztalyszamu Turan graf részgrafjaiként vi-
selkedik. Ezeket az Erdés-Kleitman-Rothschild/ Erdés-Frankl-Rédl tipusi
tételeket altalanositottuk, bebizonyitva, hogy a kizart grafok pontosabb
strukturdja ismeretében a tipikus Kizart-Graf-Mentes n pontu grafok strukti-
raja is sokkal pontosabban irhaté le, mint ahogyan azt a kordbbi eredmények
lehet6vé tették.

A Balogh-Bollobéds-Simonovits eredmények mar kezdetben is igen meg-
javitottak az Erd6s-Frankl-Rodl becsléseket. Ujabb publikalasra leadott,
illetve publikalas alatt all6 eredményeink megadjak majdnem mindegyik
Kizart-Graf-Mentes n ponta graf strukturajat a kizart grafosztaly dekom-
poziciés osztédlya segitségével. A dontd attorés tehat az, hogy nem csak loga-
ritmikusan éles becsléseket adunk az adott grafok szamara, hanem majdnem
mindegyik grafra j6 struktuirélis leirést.

Idevonatkozé eredményeinket még tobb vonalon folytatjuk.

Orsklsdé graftulajdonsiagok

Szamelméletben kezd&dott és sokat vizsgdlt annak vizsgdlata, hogy nagy
struktirdakban (pl. 0-1 sorozatokban) adott k méretii kiilonboz6 kis rész-
strukturdk (pl. n-hosszi blokkok) szdmabol hogyan lehet kovetkeztetni a
nagy strukturara (globdlis tulajdonsdgokra).

Ezzel analog kérdést vizsgalunk grafokra (Balogh-Bollobas-Saks-Sés). Tt-
teni fogalmazasban: 6rokletes grafosztdlyok esetén az n szogponti kiilonb6z6
nem izomorf grafok szdma: f(n, P) lehetséges viselkedése nagyon kotott, pl.
vagy polinomislis nagysagrendii vagy sokkal nagyobb (legaldbb S(n) ~ eV™,



(ugras van) és a polinomidlis esetben a struktira erésen kotott és pontosan
leirhaté.

Nevezziink egy H n-pontu grafot k-strukturaltnak, ha csdcsai k osztalyba
sorolhatok gy, hogy az osztalyok kozott vagy teljes vagy iires paros graf van,
tovdbba minden osztaly vagy iires vagy teljes graf. Ha f(n, P) polinomidlis,
akkor van olyan k és ¢, hogy minden P-beli n szogpontu graf egy alkalmas
k-strukturalt graf és egy olyan F' graf szimmetrikus differencidja, ahol F-nek
minden komponense legfeljebb ¢ ponti.

A Kkérdést szamozott szogpontu grafokra mas motivaciobdl kiindulva
maér kordbban vizsgéltédk, (Scheinerman-Zito, az utébbi idében kiterjedten
Balogh-Bollobas-Weinreich).

3. Grafsorozatok konvergenciajanak,
grafok metrikus terének értelmezése,
a kiilonbo6zo konvergenciafogalmak ekvivalenciai

Az alapkérdés: ,mnagy” grifok karakterizaldsa, mikor hasonlit egymaéashoz,
mikor van kozel egyméshoz két (nagy) graf (ami az utébbi években tobbek
kozott kiilonbozo alkalmazéasok miatt igen intenziven vizsgélt).

Ezzel foglalkozik Borgs-Chayes-Lovéasz-T. Sés-Vesztergombi tobb dolgo-
zata.

Alkalmasan értelmezve grafokon metrikat, tobbféle médon (G,,) grafsoro-
zatok konvergenciajat, tobbek kozott az dertil ki, hogy a ”hasonlésagnak”
tobb ekvivalens értelmezése, mérése lehetséges. Mindezek kapcsolatban van-
nak kiillonboz6 statisztikus fizikdban szerepld fizikai paraméterekkel (kiilon-
boz6 energia-fogalmak), multiway-max cut -tal, Szemerédi regularitdsi lem-
maval, ”property ill. parameter testing”-gel, stb.

Definialjak a ”bal- ill. jobb konvergenciat” kis grafoknak a G, -be képez6
ill. G, - nek kis grafba valé homomorfizmus strtiségeivel, valamint konver-
genciat a grafokon alkalmasan értelmezett tavolsiag segitségével.

Kideriil, hogy ezek és néhany tovabbi konvergencia értelmezés ekviva-
lensek, s6t a kiilonbozo értelmezések mogott alld Gsszefliggések kvantitativ
formaban adhaték meg, tovabba globalis és lokdlis tulajdonsagok kapcso-
latara vezetnek.

Ezek az eredmények, valamint a Szemerédi regularitasi lemma, annak
kiilonbozé forméin keresztiil kiilonbo6zo irdnyu alkalmazasokhoz vezetnek.

Lovész és Szegedy abbdl kiindulva, hogy minden konvergens grafsorozat
limesze egy alkalmas mérhet6 kétvaltozés fliggvény, létrehoztak egy elméletet,
amely a fent jelzett eredmenyeket is mas megvilagitasba helyezi.



Az az eset, amikor egy grafsorozat limesze alkalmas értelmezéssel egy
véges graf (1épcséfiiggvény), vezetett az altalanositott kvazivéletlen gréfhoz
vizsgdlatahoz; ahhoz, hogy a kvazivéletlen grafhoz hasonléan az altalanositott
kvéazivéletlen grafot véges sok részgraf silirtisége meghatarozza (Lovasz-Sés).

Valéjaban itt tobbrol van szd, a fent jelzett tételek egy része tigy interpre-
talhatd, hogy az ismert (Graham-Chung altal megfogalmazott) kvazivéletlen
graftulajdonsagok ekvivalencidinak tobbsége az itteni altalanos elmélet ered-
ményeinek specidlis esetei, kovetkezményei. Egy lényeges kivétel a kvazi-
véletlen gréfok sajatértékekkel val6 karakterizalasa.

A Szemerédi-regularitasi lemma és a kvéazivéletlen grafok kapcsolatat egy
régebbi dolgozatunkban vizsgaltuk (Simonovits-Sos).

Megjegyezziik, hogy a kvéazivéletlen strukturdk és a Szemerédi regu-
laritasi lemma vizsgédlata az utébbi években ugrédsszeriien fejlédésnek in-
dult, nem utolsé sorban a szdmos mély és fontos alkalmazds miatt (pl.
szamelméletben).

Az adott témakbdl 2007 januarjiban egy igen sikeres nemzetkozi konfe-
renciat is szerveztiink.

4. Algebrai moédszerek alkalmazasa illeszkedési
strukturak vizsgalataban

Elekes Gyorgy, Simonovits Miklos és Szabd Endre, Elekes és Rényai bizonyos

korabbi eredményeihez kapcsolédva, Elekes és Szabé bizonyos mélyebb al-

gebrai jellegli eredményeit haszndlva, geometria probléméakat oldott meg:

olyan tételeket bizonyitott, melyekben gérbeseregek (pl. egység-korsere-

gek) héromszoros illeszkedési pontjai szamat becslik. A szerz6k analitikus

fliggvények szingularitasait vizsgalva, tehat komplex fliggvénytani modszerek-
kel érnek el djszerii eredményeket.



